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Vorreda 



Seitdem ff 'ehs die nezirhung aller Fi.ii lini einer und derselben Krystall- 
fonn auf ein bcsümmlcs Axensystem gellend gemacht, und das Paraim ler- 
Verhältniss einer jeden KrysUlldäche als ihr kryslallograpbisches Zeicheo 
eingeführl hatte, seitdem war eigentUch für die Kiystallognpbie die Methode 
der analytischeD Geometrie als diejenige Methode hezeicfanei worden, 
deren sie steh vorzugsweise bedienen sollte, nm zu einer mögliehst einfaeben 
I^Ösun^' ihrer nicisfen Probleme zu gelangen. Dcsungcachlel hat diese Me- 
thode nur wenig Eingang gefunden; ja, selbst der berühmte Begründer jener 
Bezeichnung verfolgte den von ihm angebahnten Weg nicht viel weiter, als 
bis 2or Bezeichnung der Rrystallfläcben , indem er es vorzog, alle weite- 
ren Probleme ohne Beihilfe der analytischen Geometrie zu lösen $ RvpfferU 
reichhaltiges Handbuch der rechnenden Rrystallonomie scheint fast unbe* 
achtel geblieben zu sein; die Verfasser fast aller neueren Lehrbücher der 
F\rystallogr;i|)hie sind dem Meister der Beilintr Schule gefolgt, und nicht 
selten finden wir es hervorgehoben, dass man absichtlich auf eine analytisch» 
geometrische Behandlnng verzichte, weil solche an die mathematische Vor- 
bildung der meisten Schüler zo grosse Ansprüche mache. 

Wenn nnn noch diess Letztere zugestanden werden kann, wie ich denn 
selbst eine praktische and eine theoretische Kryslallographie unterscheide, 
von welchen die erslere nur die Resultate der letzteren zu !>* imlzen hat, ohne 
sich uiu die Kecbnungco derselben zu kümmern \ so bin ich doch anderseits 
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überzeiigl, dass dip, schon jclzl nicht geringe, hofTentlirli aber immer grösser 
werdende Anzahl Derjenigen , welchen es um ein licrcrcs Versländoiss der 
KrystaUformeo so thon ist, inU Bereitwilligkeit die analytiscb-geoDetrische 
Heihode annehmen und befolgen werde, sobald man seigt, welches geringe 
Haass von matbemalisehen Kenntnissen doch eigentlich dazu erfordert wird, 
nnd in welcher All-jemeinheil und Kurze, mit welcher Sicherheit und Eleganz 
ilio mrislcn l'ioLlriiie der tliPdreliscIien liryslallo^raphie iiacli jener Melhode 
gelösL werden können. Sie wurde daher schon in meinem Lelirbucbe der 
Krjrstallographie zu Grunde gelegt. Da aber dieses Werk für die Meisten zn um- 
fänglich sein dürfte, wSbrend in ihm doch noch manche sehr wichlige Lehren 
ubergangen wurden, so bin ich bemüht gewesen , in gegenwärtigen Elemen- 
ten der theoretischen Krystullographie die wichtigsten Lehren dieser Wissen- 
schaft in einer solchen Weise zusammenzustellen, i)ei welcher jedes weit- 
läufige Eingehen auf die einzelnen Formen vermieden wird, und nur die all- 
gemeinen Verhältnisse derselben zur Sprache kommen, üm aber Denjenigen, 
welche unbekannt mit den Lehren der analytischen Geometrie oder mit der, 
unserer Aufgabe entsprechenden Darstellungsweise derselben sind, die erfor* 
derliche Grundlage zu bieten, dazu schien es mir zweckmässig, einen kurzen 
Abriss der an iK tM hen Geometrie der geraden Linie und Ebene vorausgehen 
zu lassen. Man wird aus ihm ersehen, wie einfach der malhemalische Appa- 
rat ist, vor dessen Anwendung man sich oft scheut, obgleich man mit seiner 
Hilfe durch die schwierigsten Probleme der Kryslallographie mit einer, auf 
anderem Wege kaum zu erlangenden Leichtigkeit hiodurcbgeföhrt wird. 
Möge denn die vorliegende Schrift dazu beitragen, die gegen eine analytisch- 
geometrische Behandlung der Kryslallographie noch obwaltenden Vornrüieile 
zu beseitigen, und dieser Behandlung reciit viele Freunde zuzuführen. Uebri- 
gens setze ich eine allgemeine Bekannlschafi mit den KrystaUformeo voraus, 
wie solche etwa aus meinen Anfangsgründen der Rrystallographie zu erlan- 
gen ist, an welche sich die gegenwärtigen Elemente unmittelbar aoschlies- 
scn; beide Bücher sollen sich gegenseitig ergänzen, uud den Schüler durch 
zwei verschiedene Abschnitte seiner Studien gelciteu. 

Indem teh nun dem Publice wahrscheinlich meine letzte grössere kry- 
stallegrapbische Arbeit vorlege, glaube ich über die yon mir gebrauchte No- 

menclalur, Ableitung und Bezeichnung noch folgende Erklärung abgeben tn 
müssen. 
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Duffhdrungen von der lleberzeuguag , dusa die Krystallo^raphie iiirhl 
Dur ein Tfaeil der angewaudleii Geonietrie, sooderD auch eiu I hcii der Mor- 
phologie der Mfttnr aein soll, uod geleitet voo dem Gedankea^ dass Lebr^ 
bSeher fiberbanpt nieht für die Meister, sondern für die Scbuler der Wissen- 
sebaft gescbrieben werden, nnd demgemäss etosoriebten sind, habe Ich es im- 
mer für die HaoptaaflKabe eines krfstallo^aphiseben Lebrbnebs gehalten, dem 
Schüler eine vollsläiidige l'ebcrsiclU der .Manclilalligkeil, uud eine gründliche 
Einsicht in den gegeDseiligeu Zu>>aiiiuuniiang der Krystaliroriueii zu ver- 
seliaffeo. Da nun die niei hodisc-be tieuennung der versehiedciieu 
Arten von Formen eines der wichtigsten Hilfitmittel darbietet, um sieh in 
ihrer Manebfaltigkeit cnraebt zu finden, so glaubte ich nuvörderst der No- 
menelator der Rrfstallformen eine grössere Bedentong suerkennen zu 
müssen, als es gewöhnlich zu geschehen pflegt. Dass demzufolge mancher 
neue Nauic iu Vorschlag gebracht werden musste, diess ist natürlich, weil 
mm»l in den einajügeu Systemen die nauiCDtliche Unterscheidung der Formen 
noch sehr vemaehlassigt worden war. Dabei bin ich jedoch bemüht gewesen, 
die Nomenelatiir stets der Bezeichnung, mit welcher sie Hand in Hand gehen 
mnss, mogliebst anzupassen« nnd sie so zu bilden, dass sie in jeder Sprache 
Eingang finden kann. Wer sieb einmal an sie gewShnt hat, der wird die 
lieber^euf^ung gewinnen, wie sehr sie die gegenseitige Verständigung erleich- 
tert, und welchen Nutzen sie für die Orientiruug im Gebiete eines jeden Kry- 
stallsystems gewährt. 

Die Binsiebt in den inneren Zusammenbang der Formen eines und des- 
selben Krystallsfstems, oder die Erkenntniss der Einheit in der Manch raitig- 
kcil, wird uns besonders dnrch die Ableitung und die Bezeichnung der 
Formen gewährleistet; daher habe ich denn auch diesen beiden, sich gegen- 
seitig bedingenden Aufgaben meine besondere Aufmerksamkeit zugewendet. 
Obgleich nnn nicht zu längnen ist, dass durch die von ff^keweli und Miller 
in Vorschlag gebrachte Ableitung und Bezeicbniyig für die Berechnung 
einige Abkürzung und Erleiehterong gewonnen wird , so glaubte ich doch, 
meiner bisherigen Methode treu blcibca zu imissen, weil es mir auch für die 
Bezeichnung eine unerlässliche Aufgabe zu sein scheint, dass sie mög- 
liebst repräsentativ sei, d. h. dass uns jedes Zeichen die VorsteUong 
seines Gegenstandes möglichsi erleichtere. Es bilden aber die Formen den 
eigentlichen Gegenstand der Rrystallographie $ diese Formen gmppiren 
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sich nach gewissen durchgreifenden Geslaltongsgeselsen in verschiedene 
Systeme, und innerhalb dieser Systeme stellen sich wiederum vrr.stliiedtue, 
durch die Ablcitbarkeil aus einer gemeinschal'liicben Grundform zusuffl- 
mengehalteoe P or m en c om pie xe beraos. Soll also die Beseiehnung wirk- 
lich reprlseotativ sein» so müssen die Zeichen and die sie hegrindca- 
den AbleiCmigs-GoiistnictioneB so gewählt werden, dass sie unserer Einbil- 
dungskraft die Vorstellung jeder Form so leicht als möglich machen, dass 
sie uns an das K ry sla 1 1 s ys lern erinoern, welchem die Form angehört, 
und dass sie die V'orslelluug der Grundform des betreffeadeo For«eucom< 
plexes durcbhlicken lassen* Um niia allen diesen Anfordenmgon zu entspre* 
eben, daxn nussle ich mir folgende GmndsiUe eur Riehtsehnnr dieoen 
lassen: 

i. Alle correlaten Flächen in simultaner Existenz zu einer und derselbeu 
Form vereini^'l zu denken, mithin den Bcf^riffder Form immer in den 
Vordergrund zu stellen, die Flächen aber nur als Begränsaags-Ele- 
menle der Formen, und niebi als selbständige Objecle zu belraebteo ; 

IK. Die Ableitung aller, zu einem und demselben Formencomplexe go- 
hSrigen Formen, so weit als nur mjiglich, auf eine Umscbreibnng 
derselhen um die (irundlorrn zu gründen, und also in der Hegel die 
kleinste Ableituugszahl = 1 zu setzen, weil diese Ableilungs-Con- 
struclion weit leichter rorzustellen ist, als eine auf Einschreibung ge- 
gründete Construction ; 

3. Die Verschiedenheit der Rrystallsysteme entweder durch verschie- 
dene Grund- Elemente, oder auch durch charakteristische und häufig 
wiederkehrende H il fs-Elemente der Bezeichnung auszudrucken, und 

4. In jedes Zeichen desselben Formencomplexes ein gemeinschaltliches 
Grund-Element aufzunehmen, welches uns an die Grundform die- 
ses Complexes erbnern soll. 

Diesen Grundsätzen gemüss nnssle sich denn auch die Bezeichnung so 

gestalten, wie sie in vorliegendem Buche und in meinen früheren Schriften 
geboten worden ist. Kin jedes Zeichen soll uns unmitteihnr auf die Form, 
auf den Inbegriff aller ihrer Flächen, nicht blos auf diese oder jene ein- 
zelne Fläche verweisen; dasselbe soll uns aber auch einigermaassen das 
Rrystallsystem erkennen lassen, zu welchem die Form gehört, und soll 
uns die Beziehung un dieser Form zu der Grundform, also die Vor- 
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Stellung der Grundrorm, dfe Ableitun«fs - CoDSlruclioii uiiü die, solche Con- 
stroctioii beslimiueudei] Ableitungszaltlen vergfgeuwärligeu. Daher bestehl 
dem jedes Zeichen aus dem Symbol der Grendlom, als einem in allen Zei- 
ekea wiederkehrendeo €rwid-fileDeBte, und ans ▼ersehiedeaeii Hilf^Blemeo- 
lea, deren Sielhuig, Grflsae and Beaehaifettheil nnsrer Binbüdnogskrall die 
Medaliüll und das Besallal der AMeltungs-Constraction yorfllkren aoU. 

Dass uns übrigens dieselbe Bezeichnung auch die Zeichen der ein- 
zelnen Flächen gewährt, ja, dass sich für jede bcliehi<^e Fläche einer 
Perm das ihr zukommende Parameter-VerhSIInisa aus dem Zeichen der Form 
selbst nnmiUelbar ablesen lasst, diesa ist so einleuchtend , dass es gar kei^ 
nea Beweises bedarf, und dass sich auch Diejenigen mit unsrer Symbolik be- 
freunden können, welche das Hauptgewicht auf die Bezeichnung der Fli- 
ehen zu legen gewohnt sind. Aber jjcrade desli ilb, weil man es bald mit 
dieser, bald mit jener Fläche zu tbuu hu(, weil sich also die Vorzeichen und 
die Lage der Parameter von einer Fläche zor andern verändern , gerade des* 
halb scheint es zweckmässig, die Zeichen so einzurichten, dass sie den 
▼oUsliailiyin InhegrUT aller earrolaten Fliehen, d* b* dass sie die Form 
selbst, und nicht Mos zonücbst eine einzelne PlSehe derselben ausdrücken. 

Dass endlich die so gebildeten Zeichen calciilatis und hinreichend 
kurz ausfallen, also auch diesen Anfordei uugeu eiib[)recbcn, davon wird 
man sich bei ihrem Anblicke und Gebrauche überzeugen. Dagegen will es 
mir nicht zweckmlssig erscheinen, sie, mit Aufopferung ihres reprisentaliiren 
Charakters, noch kürzer zu fassen, jede Hin Weisung auf das Krystalby- 
siem und die Grundform aufzugeben, und eine völlige üniformitfit der 
Bczi'iiliiHHig in allen Krystallsystemen einzurühren. Will man z. B. das 
Symbol der Grundtürm gänzlich fallen lassen, so wird mau damit nur wenig 
gewinnen, wohl aber die Zeichen ihrer Slüt/.e und ihres charakteristischen 
Elementes, somit ihrer Consistenz und Deutlichkeit im schriftlichen wie im 
sprachlichen Ausdrucke berauben, was namentlich bei allgemeineren 
krfstallograpbischen Untersuchungen so fühlbar hervortritt, dass man bei 
ihnen auf eine solche Vereinlkchnng der Zeichen gern verzichten wird. Da* 
her sind auch im rhombiscben und ii ikliiioedrischen Systeme die Symbole der 
Makrodiagonale und Brachydiagnnale, sowie im monoklinoedrischen Systeme 
die Symbole der Orthodiagonale und Klinodiagonale unmittelbar mit dem 
Symbol der Grundform verbunden worden, an welchem sie einen festen Stütz- 



pHDCt finden nnd deoUidi in die Augen fallen, wilirend lie, Iber der betref- 
fenden Ableitungäzabl angebracht, bei allgemeinen Zeieben-DarsleUoDgen 
nur eine sehr unsichere und unscheinbare Stellung einnehmen. Die beslüu- 
dige Wiederkehr eines und desselben Elementes, näuilich des Symbols der 
Gmudfoiin« in allen Zeichen kann eben so wenig einen Grand sa seiner Un* 
terdrüokiing akuebeo, all sie s. B. die Gheaikcr bestianien witrde» in den 
Porneln der so sahlreicben Silietle das immer wiederkehrende Symbol Sä su 
nnlerdrncken, um dadoreh auf Unkosten der Deutlichkeit eine Abkürzung der 
Formeln zo gewinnen. Wohl aber bin ich vnllknnunpn einverstanden damit, 
die von Dana vorgeschlagene Abkürzung der Zeichen zur Signatur der 
Pläeben in den Rrysiallbildern xn bennlien, zn welcbem Bebnfe sich 
sogar noeb weitere Abkimuigen darbieten würden* 

Leipzigi den 13. Januar lii56. 

Carl Frindrioh NraMMi. 
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Erster Theil. 
AoalyliMdi - geometrische FropädeatÜL 



§. 1. EinUitUDg. 

Die analytische Geomelric ist diejenige mathematische Doclrin, welche 
Jlaumgrössen durch Gleichungen aiisdriickon und alle Kigciischaflen derselben 
durch Rechnung Gnden lehrt. Diese Rauiugrös&en sind aber wesentlich zweier- 
lei, nämlich Linieo und Plächeo. Die Körper werden in denen sie be- 
granzenden Flächen erfasst, auf welche ihre analytiflcb-geometriscbe Belraeh- 
- tiing zunächst gerichtet ist. Der Pn nct ist zwar an und (Qr sich keine Raom- 
grosse , bildet aber desungeachtet gleichsam das transscendente Element der 
Linien und Flächen; denn jede Linie kann als eine stelige Nacheinandw- 
folge, und jede Fläche als eine stetige Nach- und N e b e n einanderfolge von 
Punkten vorj^rsleilt werden. Die analytische Geometrie erfasst nun die Linien 
und Flächen in ihren einzelnen Pnncten. und insofern kann man aageui daSB 
sie es zunächst mit der Beslinimuii«; von Punclen zu thtin habe. 

Die Beslinimunf; der Lage gegebener Puncte ist aber jedenfalls relativ, 
d. h. sie kann nur beziehungsweise auf andere, gegebene oder willkürlich 
gewählte Puncte, Linien oder Flächen Stall linden, welche als Fundamental- 
Elemente der ganzen Bestimmung zu Gmndc gelegt werden ; wie diesi ja schon 
unsere geographischen Ortshestimmungen , die Positions -Bestimmungen der 
Gestirne u. a. beweisen. Nach der verschiedenen Art und Lage dieser Pnn- 
^amental-Elemente giebt es nun verschiedene Methoden der analytischen GeO" 
metrie; wie z. B. die Methode der geradlinigen Coordinaten, deren wir uns 
bedienen werden, und die Methode der polaren Coordinaten. Wie aber auch 
diese Methoden beschaffen sein mögen, so werden si^^h hei ihrer Anwendung 
immer zwei Falle unterscheiden lassen, je nachdem die zu Itesfimmenden 
Piinrtp und Linien in einer Ebene enthüllen, oder nach verschiedenen 
liitjiiUjiigcu durch den U a u iii verlheill sind. Diesen zwei Fullen enlspricht 
die Einlheilung der analytischen GeouieLrie iu analytische Planimetrie und 

Nauiuauu's Kryiuliographi«. 1 
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S * Aulytifdie Plaamelrie. 

analytische S t f f^^mPtrie. Da nun die Beiia( lih!n<^pn der ersteren viel 
einTK her unu ic u Ijter versländUcb sind, so ist es zweckmassig, mit ihnen den 
Aufaug-^u nnrciieo. 



€rftr9 Capitel. 
Analytiiehe Planimetrie. 



§.2. Allgemeine Bestimmung der Lage von l^uncten. 

Wenn uns in einer Ebene mehre Puncte P, P', P" u. s. w. gegeben sind, 
80 ist eine der bequemsten Bestimmungs- Methoden diejenige mittels gerad- 
liniger Coordinaten. Diese Methode besteht wesentlich darin, dass mm die 
Lage der gegebenen Punrfe auf zwei, in derselben Ebene willkürlich ge- 
wählte, and sich iu einem Puncte 31 schneidende gerade Linien VA und 

Yl' bezieht, welche die Ebene selbst in vier 
Wiükelfelder oder Quadranten*) theilen, 
und als Fundamental-Elemenle dienen. 

Legt man nSnlieh dnreh jeden der gege- 
benen Ponete, s. B. durch P, n. &• w. 
zi^fi Pars Helen PA und PB mil diesen 
FnodameDtat-Linien, so wird er als derDurch- 
sclmiitspunct beider Parallelen fixirt. Diese 
Parallelen aber bestimmen sich dadut ( b , dass 
eine jede derselben, hinreirhend vci l;iii-crl, 
mi» einer der Fundamenlal-Linicn zum Durch- 
, /on splbiger eine bestimmte Länge J/^-/ und *WÄ ab- 
schneidet, welche allemal von 3/ aus gerechnet wird. Es ist nun eiolencb- 
tend, dass in der That jeder i^unct durch die Angabe der Grösse und der 
Jiicbtung dieser Abschnitte der Fundameplal-Linien vollkommen beatimmi 
sein wird. 

Man nennt jede der beiden Fundamental- Linien eine Axe, und beide 
snaammen das Axensfatem, ihren Durchscbnittspuncl den Anfangs- 
pnnct oder Hittelpnnet des Axensystems, und die durch jeden Punct 
geleglenAzenparallelen, aoweii sie zwischen diesem Puncte und ihrem Durch- 
schniltspuncte mit der anderen Axe begränzt sind, die Coordinaten des 
Puncles. Alle ('oordinaten, welche der einen Axf parallel sind, bezeichnet 
»an mit o;» die der anderen Axe parallelen Coordinaten mit und unter- 




schnitte kommt, und v 



*) Der Rine w«sen w«rd«a wir das Wort Q aa d ra d t auch dann gebraseben, woqa 
sieh di« Fandtmental-Liiifeo od«r Axeo «ater ichiefeB Wiakalo «cbaeidca. 
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tcheid«t und beMont hieriHi^li MIe Axev tb di« Aze der add di« Axe 
der 

Der Millelpuflel tbeilt jede Axe in zwei HalbazeD , welche, wegen 
ihrer enlgegengesetztea Ricbtnqg von diesem Ponete ans, als positive (+) 
und negative (— ) Halbaxe unlerschieden werden; ein Unterschied, der 
auch auf die betreffenden Axeuabschnille und auf die Coordinaten übergeht, 
indem selbige das Vorzeicbea derjeoigea UaUkaxen erhalten, auf wekbe sie 
sieb nnmitlelbar beziehen. 

Das Axensystem selbst Ist entweder ein rechtwinkeliges oder ein 
scbiefwinkeliges, je oacbdem sich die beiden Axen unter rechten uder 
schiefen Winkebi schneiden ; ein Unterschied, welcher oft einen sehr wesent- 
lieben Einflnss auf die Bebandlaog und auf das Eodreanltat der venebiedenen 
ProUeme aqsiibt. Da ea aber gewiaae Plrobiene giebl, welche gann onabhlln- 
gig ven diese« besoadeni Cbarakler des AzensysteaMS sind, so wollen wir 
saYÖrderst diesen unsere Aolinerfcsanikeit anwenden. 

Aon. Bai eioem scbiefwinkeligeo AaeasysCene ist es sweckmassig, alle- 
mal diejenigen beiden Ralbaxpri nis positive an betrachten, welche einen der 

spilzea rVeiguogswiokel einschliesseD. 

Indem wir also in vorstehender Pi<>;!}r ! ffir den Pnnct P, dessen (^aordi- 
naleo v und y die Werlhe MA^a und Mß=ö haben, die |eidea Gleichungen 

j?ssa und ys=^, 

und indem wir eben so für den Punct P t dessen Coordiuateu die Werlhe 
MA-=d und ÜFm haben, die beiden Gleiehnngen 

x^d und y= —6' 

hinsehreiben, isl jeder dieser Ponete so ▼ollhemoien bestinnit, dass er mit 
kdneni anderen Poncte verwechselt werden kann. Denn die Vorzeichen 
seiner Coordinatwerthe bestimmen IBr jeden Punct denjenigen Quadranten, 

innerhalb dessen erliegt, die Grössen dieser Werlhe aber bestimmen sei- 
nen (>rt in solchem Quadr.^nfen. Lebrigens rrjrirht sich aus dem Wesen der 

fanzen Bestimmunfjs- Methode die allgemeine Ho^tI, dass ein Punct in der 
Ibene zu seiner Bestimmung stets zwei Gleichungen erfordert, welche 
Lage er auch haben mag. 

Ann. Weiter unleo in §• 4 werden wir er«tdie wahre aoalyilsch-geome- 
Irische BedeoloBg der beiden Gleicbengen nnd keonen Temen, 

welche allerdinge eigenlKch etwas aeders aafgefhest werden anuw, als sie vor- 
Ulnfig hier eiogeftthrt wordeo itt, wo wir ans unter x ond y nur zwei cfmeise 
Linien, nämlich die axoparallelen AbstSode des Pnncles von denAxea vorstelleo. 

Liegt der Punct in einer der beiden Axen, so wird natürlich die nach 
der anderen Axe benannte Coordinate sO sein; demnach sind 

.? =sO und y=: jb/> 
die Gleichungen irgend eines Punctes der 4\xe 4er so wie 

.7sB±:a nnd y=sO 

die Gleichungen irgend eines Pnnctes der Axe der x \ woraus denn folgt, dass 
der M ittelptt net des Axensystems dnreh die beiden Gtelehnngen nnd 
ysO bestimmt wird. 

!• 
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§. 3. Gleicliiiiig einer geraden Linie. 

Wenn nns in einer Ebene irgend eine gerade Linie*) LL Ton indeSniler 
oder nnbestimmter Lauge gegeben ist, so werden wir solcbe gleichfiills auf 
ein Axensystem zu beziehen haben, on ihre Lage nod ibr Ausdehnnogsgesetz 

zu beslimmeu. Wir könnten dieses Axrii>\ slcm so wählen, dass die gegebene 
Linie selbst eine der Axen abgäbe ; diess würde jedoch zu keiner allgemeinen 
Lösung der Aufgabe führen, weil damif für dip Linie eine ganz besondere 
Lage vorausgesetzt wäre. Eben so würden die Voraussclzungen, da<;s die 
Linie einer der Leiden Axeu parallel, oder dass sie durch den Mittelpuucl des 
AxriLsystenis laufe, die Allgemeinheil der Aufgabe beschräuken, welehe nur 
daim erhalten wird, wenn wir das Axensystem so wählen, dass die zu be- 
stimmende Linie beide Axen, and zwar ansserbalb des MiUelpnnctes 
schneidet. Wohl aber kdnnen wir der Allgemeinheit unbeschadet annehmen, 
dass beide Axen in ihren posi ti ven Hilften gescbnillen werden. 

■i-X In beistehender Figor schneidet abo die 

Linie LL die beiden positiven Halbaxen MX 
und MV in den Ponclen ^ und wodurch 
sich die beiden AzCDabschnitle MA=a und 

MB=ff. n!s ein paar conslanle, die Lage 
der Liuie unmittelbar beslimmendf' Kle> 
lueutc ergeben, welche wir nach dem Vor- 
gänge von Lftme die Parameter der 

Pipr 2. Linie nennen wollen. 

Die Linie seihst wird nun aber analylisch-gennt i rix b durch ihre Glei- 
chung, d. h. diin h einen algebraischen Ausdruck darziislellcii >i in, weicher 
uns das Ausdehnuugsgcselz dcT^ellcu in ihrer ganzen indefinilen Erslreckung 
erkennen lässt* Zu einer solchen Gleichung gelangen wir, wenn es uns ge- 
lingt, eine allgemein giltige Relation atttznänden, welche zwischen den unbe- 
stimmten Coordinalen x und y irgend eines beliebigen Puncles der Linie und 
ihren eonslanten Parametern a und b erfüllt ist. Denn, weil diese Relation 
für irgend einen beliebigen, so gilt sie offenbar für jeden Punct der Linie, 
oder für die Linie selbst, welche ja als die sielige Xfacheinanderfolge 
ihrer Puncip befrachtet werden kann. 

Wähien wir also in der Linie LL irgend einen Puoci i^, und ziehen 
dessen Goordinaten PQs=x und l*R—y, so ist 

oder ff : ö SS z b^y 
folglich wird toH-aysa^« oder 



b) Bin für alle Mal nsg hier bemerkt werden, dass wir anter Lioien stets nur ge» 
rad« Liaiea v«rtiebe«, m wi« avcb weiterbiii noter PISeb«« inner aar eben« Fli- 
cken gemeiot sind. Die KrysUllogrspbie es lediglich mit Polyüdero zo tbno, nod 
»ie beruht daher aurh nur nuT der arialyti.ochrn Gfuinetrie der geraden Linien und der 
übenen. In diefter sehr be-tchniiiiiten Bedeutung >ind auch unsere Capitel-Titel : aoalyti- 
iche PUaineirie nad aaalyiiiebe Stereenetrle to verilebea. 
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welches die gesuchte Gleichung der Linie ist. Obwohl nun diese Gleichung 

zunächst fiir den, zwischen den f><»silivcn Halbaxen lip<,'P!fflen Theil der Linie 
gefuudeu wurde, so gilt sie (loch all^^pmeiu für die Linie in ihrer ganzen in- 
definiten Erstreckung, indeui lur It n jenseits derAxe der .v lalicndenTheil die 
i^y und [ür (icu jenseits der Axc der y faileoden Theil die je negativ em^u- 
ßüiren sind. 

Füllt die Liue in eiaeii aDil«rii Quadrantoi, so wird der fimt oder der 
andere Paranieler, oder io werden eocli beide Paremeler negalir seiai wenn 
nMn «bo anf die Voneiolien der Pamaeter achlet, ao kann man bebanpten, 
dass jede gerade Linie allgemeitt durch eine Gleiehuag von der obigen Form 
damnatellen ist. 

Hieraus Tol^^tdenn. ri.tss eine Linie in der E b e n e jedenfalls durch eine 
G!f it hiiTif: vollkommen bestimmt wird ; was sich auch umgekehrt so ausspre- 
chen iasst, dass eine Gleichung in der Ebene jedenfalls nur eine Linie 
repräsentirt. 

Aom. Maw kaau die lileichuQg bji:-k-üy^ülj oder, wie wir sie lieber 

schreiben. *-f-r = l »och anf eine andere Weise ableiten , welche wir hier 
ab 

einschalten wollen , weil wir ein ■^'tn? .'ilinfu^hes Verfahren in §. 14« bei der 
Auffindung der Gleichung einer Eiiene, befolgen werden. 

Mau ziehe in Fig. 2 die PM^ so wird durch solche das Dreieck v4BM io 
die beiden Dreteeke PßM und j4PIl zerlegt ; wendet man nno auf diese drei 
Dreiecke das Axiom an, dass das Ganze gleich ist der Somme seiner Tbeiie, so 
gelangt ■wa nnnritlelbar aaf die geMcbto Gleicbang ; kraft dieses Anoss iai 
also 

Setzen wir den Neigungswinkel der Axen s=/, so wird 

v//M/= lay«ioy 
folglich, wie oben, bx-hayssab» 

§. 4. Gleichung einer Linie, die eioer der Axen parallel ist. 

Wenn die Linie einer der Axen parallel ist, so wird ihr in dieser Axe 
liegender Parameter unendlich ^rross sein j ist sie also parallel der Axe der jr, 
so wird a=oo, und ihre Gleichung 

1 oderys^; 

ist sie dagegen parallel der Axe der y, so wird bssoo^ and ihre Gleichung 

— sl oder ;rsa. 
a 

Sobald also in einer Gleieheag nnr neeh eine Coordinate erwbeint, so be- 
deutet sie eine ParallelUnie mii derjenigen Axe, weleke naeb der feh- 
lenden Goordinale benannl iat. 
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Denmacb bedeutei jpsbh eine PanllelUnie der Axe dery , welche die Aze der 
«in derEatfemoog a vomBlittelpencte scboeidel; und eben so bedeutet yae^ 
eine Parallellinie der Aze der dr, welche in der Aze der y den Pkremeler 6 

hat. Und hiermit haben wir denn auch die wahre analylisch-geomelriscbe 
Bfdfnfnng derjenigen heiHen Glpirhungen erkannt, durch welche nach §. % 
die l^age eines Pttoctes bestimmt wird. Jede dieser Gleichungen verweist 
uns eigeallich auf eine Linie von indefiniter Ausdehnung, welche durch 
den Punct P parallel mil einer der Axen gedacht wird. Es bedeutet also 
die Gleichung jc^a in Fig. 1 die Linie /4P in ihrer unbestimmten Erstrcckuogi 
«od es bedeutet eben le die Gfeiefaang yssb iw Linie BP in ihrer ganzen iü" 
deiniten Anadebnong. Denn» wie überhaupt jede eioxeine Gteicbuog in 
der Ebeve am «Uemal auf mne Linie verweiatt ao gilt diese nach Ton der 
Gleichung sie verweist uns nämlich auf diejenige Linie» für deren a 

aämmtliche Puncle die Coordinate denselben Werth « bati nnd auf ähn- 
liche Weise verhält es sieh mit der Gleichung y^ö. Streng genommen wird 
also der Puncf durch diese beiden Gleichungen nicht als der Durchschnitts-* 
punct seiner beiden Special-Coordinalen P -f nnd PB, sondern als der Durrh- 
schnitlspuncl zweier durch ihn gelegten AxenparalUlen von indefiniter 
Aubdehnung erfasst und dargestellt; er wird iJar^^estellt als derjenige 
Punct, welcher zweien Linien gemeinscharilich zukonimt, für deren eine alle 
a; den Werth für deren andere alle y den Werth b haben. 

Ferner ergiebt aieb hierana, daas y=:0 die Gleiebung der Aze der dr, 
nnd daas dPsO die Gleiebung der Aze der y ist ; denn jene verweist uns anf 
diejeiiigo Linie, für deren aimmlfiebe Poncte ea gar keine CocMrdmate nnd 
diese verweist nns auf diejenige Linie, für deren tittinilliobe Puncte es gar 
keine Coordinate » giebt. 

g. 5. Gleiebnng einer dureb den Uittelpunct gehenden Linie. 

Wenn gefordert wird, dass irgend eine Linie, deren Gleichung 




ist, dnrcb einen Punct gehen soll, dessen Gleichnngen wssp nnd y=^ sind, 
so mflssen natüriieb die Giwrdinaten dieses Punctes, weil solcber als irgend 
ein Pnnel der Linie vormsgesetst wird, die Bedingung erfüllen, welobe in der 
Gleiobnng der Linse anagedrÜdLt bt; in Beiug auf diesen Pinel gilt also 

a b 

Subtrabirl man diese Glelrhnn^ von der Gleichung der Linie, so folgt; 

a b 

als die Gleichung einer Linie, weiche die Parameter a und 6, ond sogleich 
eine solche Lage hat, dass sie durch den gegebenen Pnnct geht. 

Ist nun dieser Punct der Mittelpuuct des Axeusysieros, so wird j^asO 
und ^=0, und daher 
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a k 

die allgemeiue Form der Gleichang fiir eine jede darch den MittdpiBcl ^ 
besde Lisie« 

Man aieM, wit aieb dittHe CUelefairag von der obigen weseui^ch dadureli 
«nleiMlItiilel, dbw aa ilir gar Iteia dostUDUst «dar von ond^ aoab- 
kiBgiget Glied emhakca nL WoUmi wir alfo «im aMatrhatt 4aa IfilUt- 
pMrt t i gegakeaa Liiia ki «iaer aiob saftst paralldaa Laga aaf dan Ifillal«» 

puncl Iransportiren, oder, mil andern Wortea, wollen wir die Ceatirox 
p a ral iele einer ^f>^ebenen Linie finden, ao kabao wir nur in der Gleicbinig 
derselben das conslaute (rlifd =0 zu sefzf^n 

Bei einer jeden durch den Millelputict ^etiendeo Linie kommt es lihrigens 
gar iiichl mehr aul die absolute Grösse, sondern lediglich auf das Verb all- 
ni88 der beiden Constauten a und ^ an, welche zwar noch Parameter ge- 
nannt Warden können, dennoch aber eme ganz andere Bedeuluog haben, als 
bei jeder Linie ausserhalb des liittelpundea. Diess wird besonders einleuch- 
tend, wenn wir eine aosserbalb des Millelpunetes gegebene Linie LL in einer 

sieb selbst paraDelenLage auf denllilldpnnetlrana^ 
porüren. Während sie sich biarbet dem Mattd- 
puncte nähert, werden ihre Parameter ilf^ und Jf^ 
allmalig immer kleieer, bebaopten aber doch immer 
dasselbe Verhälmiss, so dass bei jeder Zwrsrhen- 
\i^t M^' : MB' ~ 4 : 3fn ist. Im Moinenlc, da 
j die Linie den Miltelpuncl erreicht, verschwinden 

eigentlich ihre Parameter, aber auch als verschwin- 
dende Grössen hahru sie noch das VerhSIlniss von MA-.MB* Es ist daher 

ganz gleichgillig, weiche absoluten Werthe wir in der Gleichung ~+|=0 Hir 

a und h einführen wollen, nur muss das Vprhä!tniss derselben genau das- 
selbe sein, welrhp«; für die Parameter irgend einer ParalleUiue aasaerbaib des 
Mittelpuocles gefordert wird. 

§. 5. Durchsch nittspanet zweier Linien. 

Sind uns zwei Linien inii L' gegeben, so bietet sich als eines der 
ersten Probleme die Bestimmung ihres Durcbsohnittspnnctes dar. Es seien die 
Gleichnogen der beiden Linien 

indem die Aeeenle fod d md b' aaadrSaken sollen, dass die Parameter der 
iweüen Litit J/ ändert WeHbe beben, als die Pkrameler « nnd k der enien 

Unit L* Nun isl der Bnrehscbnitispnilet P beider Linien eigentlich sebon 
dadurch bestimmt, dass wir beide Gleicbongen hinschreiben, und auf ein nnd 
dasselbe Objeet im Räume blieben. Da aber die einfachste Bestimmungs- 

mclhode eines Ptinotes diejenige durch seine Coordi nateli isl, so müssen 
wir die Goordinatea ae and y des DiircbscbniUspttnoles beider Linien 
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nidiM« JDazQ geluigen wir durch die sehr eiofache BetrtchtuDg, dass (ir 
diesen Panct, alt den einzigen, welcher beideo Linien gemeinschaftlich ange- 
hört, die Bedingungen beider Gleichungen erfüllt sein müssen. Eliminiren 

wir also ans beiden Gleichungen zuvörderst die ('oordJnale y, indem wir die 
erste Gleichnnt^' durchweg' mit b, die zweite Gleichung durchs pj^ iml // miü- 
lipliciren, und hierauf von der ersten Gleichung die zweile sublraiaren, so 
erhalten wir den W erth von x\ und elimiuiren wir dann durch ein ähnliches 
Verfahren die Coordinale x^ so erhalten wir den Werth von y. Auf diese 
Weise ladet sioh: 

welches die gesvohten Goerdinaten des Durchschnittspuncles beider Linien, 
oder die GieieheDgen der beiden darch diesen Panel gehenden A&enparallelea 



I» freUe«e> welche Ten itm besonderen Charakter des ixensyste«es 

ahh&igig ahid. 

§. 6. Centrodistauz eines Punctes. 

Die bisherigen Aalgaben, welehe lieh lediglich auf die Lage vonPano- 
ten oder Linien belogen, sind ganz unabhängig davon, ob das Axensyslem 

ein reell hvink öliges oder ein schiefwinkcliges ist. Anders verfiäll es sich mit 
den nun folgenden Problemen , bei denen es sich um L i n e a r ö s s c n und 
Winkelfunc^ioneu handeil, welche eine vcrschiedetje Briiandlung erfor- 
dern, je uacijdem die beiden Axen einen rechten U iiiivcl bilden, oder nicht. 
Wir werden daher bei diesen Problemen immer zwei Fälle zu unterschei- 
den haben, von welchen wir allemal denjenigen zuerst in Betrachtung ziehen 
wollen , welcher ein rechtwinkeliges Axensf alem voranaeelct, weil w eme 
einfachere Lösung gestattet. 

Nennen wir Gentrodi stanz den Abstand eines Panetes tob llitld-' 
pnncte des Axensystems, so ergiebt sich leicht, dass diese Centrodislanz jeden- 
falls die eine Diagonale des, von den Goordinaten des Puncles gebildeten 
ParaUelogramms ist. 

^ Bei recht winkeligem Axensyslem ist dieses Paral- 

lelogramm gleichfalls rechtwinkelig, also ein Rcclangel, 

-»^ und es wird daher ganz allgemein für einen Punct, dessen 

Coordinalen x und y sind, die Centrodislanz 

weil ja PM die Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreieckes 
Fis A beiden Goerdinaten PQ und PR oder 

Jf^ gebildet wird. 
Ist dagegen das Azensystem ein sehiefwinkeliges, so wird die 
Gentrodistans eine Fnnction des schiefen Neigangswinkels heider Azes| 
seilen wir diesen Winkel «ey, so folgt nach einem Mannten Salsa der Tri* 
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gonometrie 1) — y".r^ •+-//' -h2.ry cos y 

in welchem Ausdrucke das Glied 2^^cosy positiv oder negativ zu ueh- 
men ist, je naehdem der Ponct ia eioem der beiden spilseii oder stmiipfen 
QuadniDten des AzeosysteiDS liegt. Ist ysW» so wird dieses Glied kQ, 
und der Ausdruck von B erhall die, den reohtwinkeligeo Axensfsteme ent- 
sprechende einfachere Poim, wie vorher. 

§. 7. Distanz oder Intervall zweier Puncte.. 

Die gegenseitige Distanz irgend zweier Pnncte ist die eine Biago- 

nale desjenigen Parallelogramms, welches von den beiden Differenzen 
ihrer gleichnamigen Coordinaten gebildet wird. Diess ist unmittelbar 
einlriu'lifend. wenn wir uns beide Puncte in einem und demselben Qua- 
draulen, uud für deu ei aen derselbea grössere Coordinatwerlhr ire^eben 
denken, als für deu andern. Dass aber der Satz ganz allgemeiuc Giltigkeit 
bat, davou überzeugt mau sich, wenn man für beide, auch in verschiedenen 
Qnadnnlen liegende Pnncte ihre Verbindungslinie, welche die gesuchte 
Distanz ist, nnd ihre Coordinaten zieht, nnd dabei die Vorzeichen der 
letzteren berücksichtigt, dnrcb welche die Differenz je zweier gleichnami- 
ger Coordinaten in die Summe derselben übergeht, sobald ihre Vorzeichen 
verschiedene sind* 

Um jedoch unser Problem unabhängig von der Berücksichtigung der Vor- 
zeichen lösen 7.U können, wollen wir uns zunächst hoidt^ Punrie P und P' im 
Quadranten der positiven iiatbaxen eines re ( h t winkeligen Axensy- 

stems gegeben denken, uud zwar 

den Puncl P duixli P Q =x und P R =y, 
- F - P'öWuudr/<'=y. 
Verlängern wir nnn JfP' bis S, so ist oflPeobar die ge- 
suchte Distanz PF^ die Hypotenuse des von den beiden 
Katheten SP und SP^ gebildeten rechtwinkeligen Drei- 
ecksf nnn ist aber 

SP^PQ - SQ =PQ-P'Q'^s^x* 



Dieser Aosdrock für das Intervall zweier Pnncte ist ganz allgemein giltig, 
welche Lage auch die Puncte haben mögen, sobald man nnr auf die Vor- 
zeichen ihrer Coordinaten achtel. 

Wenn das Axensyslem s c h i e f w i nkeli g ist, so wird natürlich der 
Winkel y seinen Einfluss in ganz iilmlicher Weise geltend machen, wie diess 
bei der Centrodistanz eines Punctes der Fall war; daraus ergiebt sich in 
einem solchen Axensysteme 

./= ]/Ti— .i;7H-fy-i/)*-^2(.7'-.r')(^-y') cos y 
als der Werth der Distanz oder des Intervalls zweier durch ihre Coordinaten 
X und y, x und y gegebener Puncte ; welcher Werth für <]^W auf den 
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vorigen zurückkommt. Bei dem Gebranehe dieiev Ansdruekes ist naturiieli 
stets auf die Vorzeichen der Coordinateo zu aokten, wie lieh solche doreh 
die jedesmalige Lage der beiden Paocle bestimmen* 

§. Neignngswinkel sweier Linien überbanpl. 

Sind nns zwei Linien Lnod£' gegeben, so isl, nSehst der Bestimmung 
ihres Dorehsehnitlsponeles ({. 5)^ die Auffindung ihres Neigungswinkels ein 
besonders wiebtig<^s Problem. lln nun dieser Wmkel nicht unmittelbar, son- 
dem nur in einer seiner trigonometrischen Functionen gefunden werden kanUt 
so fragt es sich zuvörderst, weiche dieser Functionen wir aofsocben wollen. 
Die Tan^enfe ist zwar ara einfachsien 7.u h^'slfmmen; wir ziehen jedoch die 
BeslimmuDg des.Cosinus vor, weil die dabei zu befelgeDde AMbode den 
Vorzug einer grösseren Allgemeinheit hat. 

Nehmen wir wiederum an, die Gleichungen beid^ Lidlett seien 

liirL, förr, 5+^-1 

fj 0 ab 

so ist es ohne Weiteres einleuchtend, dass der Winkel dieser beiden Linien 
unverändert bleibt, wenn wir sie beide auf den Mitteipunct transporliren, 
öder, dass der Neigungswinkel ihrer beiden Centroparallelen derselbe ist, 
welchen sie selbst mit einander bilden. Es sind aber nach §. 4 die Gleichun- 
gen der beiden GentroparaUelen 



Man nehme nun in der ersten Ceiltropafallele irgend einen beliebigen Punet 

P, in der zweiten Gentroparatlele irgend einen Ponel P^, und bczeiehne die 
CoordinateU des letzteren Punctes mit jr' und //', um sie von denen des erste* 
ren Panctes zu unterscheiden, so ist klar, dass diese beiden Puncte nebst dem 

Mittelpuncte M des Axensyslcnis ein Dreieck bestim> 
men, dessen drei Seifen bekannt sind: denn es ist 
MP die Centi (uiisianz i> des Punctes P 
MF' die Cent 1 0(1 i.stanz V des Punctes 
PF das Intervall J der beiden Pnncte P und P; 
Der gesuchte Winkel fV ist aber derjenige , welcher 
der Seite PP^ gegeooberliegi ; rolglich wird nach 
einem bekannteo Satge der Trigonometrie: 
^ DMP^OMP^DPF 
tSKSF 

Bis hierher gilt diese Betraehiung ganz allgemein, die Axen mögen rechtwin- 
kelig oder sehiefwinkelig sein ; in ihrem weiteren Verfolge wird sie verschie- 
den nach Haassgabe der Besebaffenheit des Axensystems. 
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§.9. Neigongs wink e 1 zweier Linien in einem rechtwinke« 

ligen Axensystcme. 



Ist nun dits Axensystem recbtwi nkel ig, so folgt, nach Einsetzung 
der Werthe, weiche sich in diesem Falle aus den §{. 6 lind 7 für D' und 
J ergehen : 

Weil aher P ein Panel der Ceotroparallele von L ist, so gilt für ihn ya— ^| 

und weil F ein Punct der Genlro^rallele von L ist, so gilt für ihn y' = — 

snhstiluiri mao diese Werthe in vorstehendem Aosdnicke, so wird endlich 

aa'-hbb' 
e9B^= — —= 

ans welchem dann weiter %MkzfV^ ^\~~^.t 

" aa "hbö 

gefolgert werden krrnn. Die.ss sind also in einem rechtwinkeligen Axen- 
Systeme die allge meinen Wierthe fiir den Cosinus und die Tangente des Nei- 
gnngswinkcls zweier f.inien, welche beide in den Quadranten der positi- 
ven ilaibuAeu [allen, und (iaher durch die positiven Paiauieler a und 
m* und b' besUoMnt werden. Haben beide Linien, oder hat eine derselben 
eine • ädere Lage, so sind nor die enUpreckente Vonniehen ihfer Ps«»* 
sa bcriieksäilj|en. 
Ans ventehendsn Werthen von eenJF oder tinglF Insm sieh linck die 
ableiten, welche erfüllt sein müssen, wenn zwei Linien nnf ein« 
tndernormal, oder mit einander parallel sein sollen. Sind beide Linke 
nonni oder rdebiwinkelig, so muss für sie 

ro«i/f'=sü, oder tnnplf^ss=oo 
sein, was nur dann möglich ist, wenn in dem allgemeinen Ausdrucke dieser 
beiden Functionen aa'-f-^^'=0 ist. l'iirdie Rechtwinkeiigkeil zweier 
Linien gilt daher die allgemeine Bedingung, dass die Summe der bei<* 
den Prodnete ihrer gleielinAoiif en PnrnBOter wO sein nnts. 
Solkm dagegen die Linien porallel sein, so nnss fiSr sie 

cosIT»! oder tang^»0 
s^n« 1^ Irar dnnn möglich ist, weM «4^— «'^«0, oder wenn a -.baca'ih' 
isl, wie man ancfa leicht erkennt, wenn man in einem beliebigen Amtnf' 
Sterne ein paar parallele Linien eintragt. Für den Pürallelismos zweier 
Linien gilt daher die alli^emeinr Bedingung, dass ihr e Parameter glei* 
cbes Verhäitniss haben müssen. 

g. 19« Neigungswinkel zweier Linien in einem sebiefwinke- 

ligen Axensysteae. 

Wenn das Azensystem ein Bebinfwinkeliges ist, so üofert dorm 
Bnde Yon {• 8 siebende allgenieine Ansdrnek ein aodefos Resnllal, weH dnnn 
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fBr D' und / nicht die erstellt 'oadern die zweiten, in den g§. 6 nnd 7 
stehenden Werlhe dieser Grfissen zu substitoiren sind. Piihrt man diese Sub- 
stitution aus, indem man zugleich den sehr wesentlichen Umstand berücksich- 

ügl, dass die Ccniroparallelen zweier, im Quadranten der positiven Halb- 
a.xcn gpgphenen Linien nnüiwendig in die beiden anliegenden Quadranten 
fallen, dass also für jeden ihrer Puucie enlweder die Coordinale x oder die 
Coordinate y negativ zu nehmen ist, und dass demnach in vorliegendem 
Falle lur beide Puucie P und P' entweder die oder die y negativ sein 
mSsseD» so folgt znnSicbsts 

Y 2ay cos / ^oj'^-i-y 2»'y cosy 

und setxl maa hierin abennals die, aus den Gleichungen beider Cenlroparal- 
lelen folgenden Werlhe 

von -07, von y =— ^ 

ein, so ergiebt sich endlich : 

werans der Werth von UngüT-e /^T??-~".fl^'"f, 

gefolgert werden kaun. 

Diese sind also in «nem sehief winkeligen Axensystene die allge- 
meinen Ausdrücke fSr den Cosinus und die Tangente des Neigungswinkels 
«Weier im Quadranten der positiven Halbaxen gegebenen Linien. Fallen 
hei de Linien, oder fällt eine derselben in einen anderen Quadranten, so hal 
man nur die, ihm Lage entsprechenden Voraeicben ihrer Parameter m be- 
räcksichtigen. 

Aus diesen Ausdrücken, besouiiei s aber aus dem Ausdrucke von tangM^ 
lassen sich nun sehr leicht die lirdiii^nii^M u ablesen, welche in einem schief- 
winkeligen Axcnsvstemc für dtii l'aiaüelismus (xicr die Hechlwiukeligkeit 
zweier Lluieu erfordert wcideu. Sollen die Linien parallel sein, so muss 
tanglPssO, und folglich 

«^'—«'^0, oder : b'^a : b 
sein, wdebes dieselbe Bedingung ist, wie in einem rechtwinkeligen Azen- 
systeme. 

Sollen aber die Linien auf einander normal odec reehlwinkelig sein, 
so wird gefordert, dass tang^=oo, oder dass 

an -hbö' — ( ab' -hab) COS y«0 
sei, was sich auch so schreiben lasst : 

a(a—bcosy)+b'(b—acf)sy)—i} 
Dabei bleibt] immer zu berücksichtigen, da^s ^icU auch diese Bedingung zu- 
nächst auf den Fall bezieht, da beide Linien im Quadranten der positiven 
Halbtzen gegeben sind, weshalb in jedem andern Falle dieVorseiehen 
ihrer Parameter, nach Maassgahe ihrer besondem Lage» heaebtet werden 
mässen» 



uiyii 



^ed by Google 



AnaiyUsciie PUaimelrie. IS 

§. 11. Ce n tr 011 0 r jn a 1 e eiuer gegebenen Linie. 

Wir wollen diejeuige Normale einer gegebenen Linie, welche durch drn 
MiUelpunct des AAensystems gebt, die Centronormale derselben nennen. 
Nach denen in den beiden vorhergehenden §§. gefundenen Im diIl^l^l{^^sf^;lei- 
cbaogen für die RechlwiDkeligkeit zw eier Linien ist eä nun leiciil, lui jede 
Linie die Gleichung ihrer Geotronomiale tn finden. 

bt das Axensystem rechtwinkelig, und hnidie im Quedrtnlen der 
pedtiven Halbazen gegebene Linie die Gleidiun^ 



--l-f o= 1 

a 9 

60 wird nach §. 5 die Gleichung ihrer Genlrononnale tob der Form 

^ y n 

a 0 

sein uiiisseii. Da nun beide Linien auf einander norninl sein solicAi so muss 
zwischen ihren Parametern, nach §. 9, die Bedingungägleichaog 

erfiilll sein, aus welcher sich das Verhällniss 

a ; b ~b : — a 

ergiehL Weil es nun eher flfr die gesui^te Nonnale, als eine direb den Mit- 
teJfanct gehende Linie, ledi||;lich auf die Kenntniss des Verhältnisses 
ihrer Parameter it und h* ankemmt, so können wir in ihrer Gleichung för «' 
den Werth und für b* den Werth — a einsetzen $ demnach Ist 

0 a 

die Gleichung der Cenlronormale einer im Quadranten der positiven Halbaxen 
gegebenen I>tiue, \vf>lrho in der Axc der a: den Parameter a, und in der Axe 
der y den Parameter ü hat. 

Vergleichen wir diese Gleichniig mit jener der gegebenen Linie, so er- 
giebt sich folgende allgemeine Regel, um aus der Gleichung irgend einer Linie 
die Ciieichung ihrer Centrouormale zu liudcu: mau ^eLze das coustantc Glied 
der Gleichung =sO, vertausche in den hmden übrigen Gliedern die Parameter, 
und i^erwandle das Vomeiehen des einen Gliedes in das entgegengeselste. 
Durch Ansfühmag dieser drei Veränderungen gelangt man jedenfalls auf die 
gesuchte Gleichung der Ceatronormale. 

Ist dagegen das Axensystem ein scbiefwinkeliges, so gilt nach §.10 
für die gegebenen Parameter a und b<, nnd liir die gesuchten Parameter «t 
nnd b' die Bedingungsgleicbung : 

a'in —b CQAy)-k-b' {b—aQfAy)'*tii 
aus welcher sich das Vcrhäituiss 

a : h'=b^a < os y. — fl-f-Äcos;^ 
ergiebt. Aber wiederum bedürfen w ir lür die gesuchte iNormalc nur die Kennt- 
niss des Verhältnisses ihrer Parameter ; folglich wird ihre Gleichung 

* _ JL =0 

acosf^ «— 6cosy 
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welche ziwllflbflt für deoPall p^t, h ^ gQffNna lav» positive PttnaMter 
bat, und ds^faer bei eiaer anderen Lage derselben in den Voneiehen tob m 
oder b eine angemessene Aendenmg erleidet. 

Diese wenigen Sätze aus der analytischen Planimetrie sind hinreichend, 
am uns als eine Vorbereitung auf diejenigen Lehren der analytischen Stereo* 
meine zu dienen, mit weichen wir uns nun zu beschäftigen haben. 



3ttrttc« Ca|»ttel. 
AnalytiMshe Staremnaitrie. 

§. 12. Stereometrische AjLensysteme und deren Eiutbeiiung. 

Wenn uns beliebige Poncte, Linien und Flicht im Räume gegeben sind, 
so ist deren Bestimmung nur mittels eines» den ganzen Raum beherrschenden, 
d.h. eines nach drei Dimensionen ausgedehnten oder irimetri sc h en 
Axensyslemes mö>!ich. Neben den Axen der ,r und y wird also die Eitirüh- 
rung einer drilteu A.\e, ausserhalb dei fiilieru' jener beiden, nolhw* iidi^% und 
es wird jeder Puncl nur dann bestimmt sein, wenn ausser seineu Coordinaten 
X und // auch die der dritten Axe parallele Coordinale s gegeben ist. Man 
neuuL diese Axe die Axe der 9, und die drei, durch je zwei Axen gehenden 
Ebenen die Coordinat-Ebenen, welebe nach denen in ihnen* Uegandcn 
Axen als die CoordinaUEbenen (a^y), (sx) und (t/s) unlerscbteden nnd be- 
xetobnet werden. Sie tbeilen den Raum un den Mittelponet des Azensfstems 
in acht körperliche Winkel oder Trii^der , welche Raumoctanten heissen 
mögen I nnd sich am einÜM^hsten nach den Vorzeichen derjenigen Halb - 
axen unterscheiden lassen, von denen sie eingeschlossen werden. 

Ad IQ. So haben wir also eioen Oetanten der drei positiven Halbaxen, 
einen Gclanieii der drei negativen Halbaxea, einen Oetanten der zwei positiven 
Halbaxen der x und der y, aber der negativen Halbaxe der z 11. «s.w. DerGleich- 
fbrmigkeit und ieicbten Orieolirung wegen ist es sehr zweckmässig, stets den 
oboo, vorn nnd reohts Ke|ende« Oetanten aU den der positiven Hal^ 
äsen sn betraebten, oder die obere Hilfta dei* Axe der «, die röchle HsirUe 
der Axe dery, and die vordere Hilflo der Axe der z ein fOr alle Mal ab 
positive Haibnxen 7u wflhleo, wenn nicht besondere Gründe eine Aaiaahaio von 
dieser Regel erfordero. 

Da die liieiguogswinkel der Coordinat- Ebenen iheils rechte, theils 

.X schiefe Winkel sein können, so sind auch ver- 

I schiedene trimetrische Axeusvsteme möglich. Be- 

/' I \^ zeichnen wir jene drei Neigungswinkel , wie solehe 

/ \ an den Axen der a?, der y und der z anliefen , mit 

/ I \ den Buchstaben B und C, so können lu be^ug 

/ />^i>-yB auf sie nur vier verschiedene Fälle Statt Inden, 

^^^.-^Z^^ _^r^^^=<J^ welche wir durch folgende Nomenclator der enlspre- 

Fif . 7. ehendeii Axensyslept nnterseheiden wollen : 
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1) optko«4rit6b«f AxeBryttaa; ÜQid Ctind neble Wiak«!; 
%) »•ii«fclia«<idri«eh«« AmiyitMn, Awmk 0mid nebte, Cietein 

schiefer Wiakel ; 

3) diklino<;drisches Axeosyslen, ^ iet ein mbter Winkel, B «nd C 

aind zweierlei sohiefe Wiukel ; 

4) triklino {^drisch es Axensyite«, At ß und C aiod dmerlei ver- 

schiedene schiefe Winkel. 
Die letzteren drei Axensvsteme, in welchen überhaupt schiefe Winkel vor- 
kommen) lassen sicli auch ^euifinsrhafllich unter dem Namen der kliuoe- 
(Iri scheu Axensysteme zusammen lassen. 

Anm. Diese Noroeoclalur ist also nicht von den Neigungswinkeln der 
A X e n , sondern von denen der Coordinat-Ebeneo, als der Grund-Ebeoen 
des Axeoiystems, entlehnl, weshalb auch bei ihrer Bildung das Wort Aedta 
bemlsl wordee wU WoUl» man di» BttlbdloDg mf die NeigaDg8#iokel dar 
Axeo grSnden, so viffde M BwecknBstifer sein, die Namen ortbometrisch, mo- 
nokiinoroetrisch u. s. w. zu iroljradc^f n. Da ahcr in den Krystnl! formen die 
Flüchen d.*)« zun.'ictist und unmittelbar Ge^^cijeiie sind, und da die iku Coor- 
dioat-Ebeaeo euUpreebeadeu K.ryslalllläehea eine ganz besonders wichiige Holle 
spielen, so Kheiol mir die entere Eiatheilung und Piemeneletor wiehtiger lo 
•ein, ab die leUlere, weshalb leb mieh ihrer aehon seit liogerer Zeit bediene. 

lo den klinoüdrisebeo Asenif »lernen erlangen antser den Neigungswin- 
keln der Goordinal-Ebenen auch die Neigungswinkel der Axen eine grosse 
Wiebtigkcil, welche man, weil sie ibren gemeinschafUiehen Seheitel im Mit- 
telpuncle des Axensystems haben, die Mitlelpunetswlnkel nennen kann. 
Wir bezeichnen sie in jedem triklinoSdrischen Axensysteme, so wie sie den 
Winkeln A, B und C gegenüber liegen, mit den Buchslaben rr, ß und und 
es ist aus der sphärischen Trigonometrie bekann», dass diese beiderlei Winkel 
durch folgende Aeialionen mit nnander verknüptt sind: 

cos-^sin/^sin/=cosa — cos/S cosy 

cosi9sinysiua=cos/9— cosycosa 

eef Ciina sin^=:co8y— eosaeos/9 
Da nnn das ortboifdriscbe Axensy^tem das regeltnässigste nnd einlacbsle isl, 
10 wardan die meisten Probleme in ihm mit weit grösserer Leichtigkeit sn 
lÜsen aaia, als in den klinoedriscben Systemen, als deren allgemeinster Re- 
prUmlanl das triklinot'drische System zu betrachten ist. Desungeachtet giebt 
es gewisse Probleme, welche von dem besondern Charakter des Axensystems 
ganz unabbäogig sind, daher wir uns zunächst mit ihnen beschäftigen wollen. 

A. rreblemej welche in allen Aieasystemen dieselbe Ld&uag laden. 

§. 13. Allgemeina Bestimmung der Lage von Pnneten. 

Sind uus iiit Uaume verschiedene Puncte P, u. s. w. gegeben, so 

haben wir solche auf irgend ein AAeu^yslem zu beziehen, welches, nach 
Maasagaba dar besondanii Basebalenbaii derjenigen Formen, daiian diese 



Puncle nngehörpn , entweder ein ortitoedriscbes, «dar irgend eul kÜDOidri- 
sclies sein kann. Da jedoch die allgemeine Bestimmung der Lage von Punc- 
ten ganz nnahhangig von dem besonderen Charakter des Axensvstems ist, so 
haben auch die folgenden Betrachtungen ganz alla^emeine Gilh'^keit. 

Die Ln<^'pnbestimmung eines jeden Punrics wird daflm rh j^cwonnen, dass 
man sich durch ihn drei Ebenen gelegt denkt, welclir dm Coordinat-Ebenen 
des Axeusystems parallel sind. Es sei z. B. Pein solcher, im Octanten der 

positiven Halbaxen liegender Puncl, so sind PA, PB 
und PC die drei I^Uel-Fliiehen der Ebenen (^«), 
jl^^"^-... {sx) und {xy), alt deren Dnreliiehaittepuiot er ane- 

'l^^.^.^^I^r lytiseh- geometrisch erfu^^wd. Jede von diesen 

drei FlMhen wird oatiifivBh oil einer der Halbaxen 
inm Durchschnitte kommen nnd ein Segment dersel- 
ben von bestimmter Länge abgranzen ; so bestimmt 
y die PA in der Axe der x das Segment MA—a^ die 
ß PB in der Axe der y das Segment MB=b, und die 

^'»f * PC in der Axe der z das Segment MC=c^ und es 

ist einleuchtend, dass die Lage des Puncles eigentlich schon durch die An- 
gabe der Grösse uud der iiicbtung dieser drei Axensegmenle bestimmt sein 
würde. 

Allein die drei Parallelflärhen der Coordinat-Ehenen kommen aiu Ii ge- 
genseitig zum Durchschnitte und bedingen so die Entstehung der drei Li- 
nien PQt PB und PS, welche den drei Azen parallel sind, dieCoordinalen 
des Puncles P genannt nnd mit den Bnchstahen x, y und s hezeicbnet wer- 
den; wie denn überhaupt der Begriff der Coordioaten kein anderer ist» als 
der von ParaIlel«Linien der Axen , durch welche die azoparallelen Abstünde 
irgend eines Puncles von den drei Coordinat-Ebencn bestimmt werden. Da 
nun PQ^MA, PR=MB und PS^mMC ist, so wird der Pnoct P durch drei 
Gleichungen von der Form 

x=a, y = h und r — r 
vollkommen bestimmt sein. Dieselbe Bcstiinnningsmethode gilt übrigens ganz 
allgemein für alle möglichen Puncte ; denn wenn der Punct in irgend einem 
anderen Getauten liegt, so werden gewisse seiner Coordinaten nega- 
tive Vors^ichen erhalten. Die Vorzeichen der Coordinaten bestimmen 
nämlich denjenigen Raum-Octanten, in welchem der Punct gelegen ist, 
und die Grössenwerthe derselben bestimmen den Ort des Puncles inner- 
halb dieses Oclanten. 

Jedenfalls aber erfordert ein Punct im Räume sn seiner Bestimmung 
drei Gleichungen, woraus sich auch umgekehrt die Polgerung ziehen lässt, 
dass drei Gleichungen^ wenn sie auf ein und dasselbe Object im Baume bezo- 
gen werden, uns immer auf einen Punct verweisen. 

Anni. Wie also io der Ebene zwei, so werden im Räume drei Glei- 
cbtmf^en zu der Bestimmung eines Fonctes erfordert; und wfe er dort af< der 
Durchscboittspnncl zweier Parallellinien der Axen, wird er hier unmit- 
telbar als der Durchscboiltspuoct dreier Parallel flachen der Coordioat-£be- 
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SM, odflr mA iiiilt«H»r alt 4«r Pwwfcic l iMtUyMct «IreUr Parall«llinieii 
der Axea erfatit nml dargutellt. \n §. 16 werden wir sehen, wie eige^ieh 

di« wahre analytisch -geometrische Bedeutung der drei Gleichungen x=drat 
yss^b und r = anT^efasst werden muss, durch welche jeder Puncl seine 
einfachüle Bestimrouog findet. Einstweilen begnilgen nii- uns mit der \'orstel- 
Inng, dass durch diese Gleichungen die Richtung und die Grösse der Coordina- 
lee 4et Pmete« aoigedriieki wenlen solleB. 

Fällt der Punct in eine der Co ordinal- Ebenen, so wird natürlich 
diejenige seiner CoordintleD, welcbe nwüi der aosserhalb dieser Ebene 
liegeoden Axe beoannt ist, den Wertb 0 haben, wie sieh diess unmittelbar 
aus dem Begriffe der Coordinaten, als der axoparallelen Abslandslinien des 
Punetes von den Coordtnat-Ebenen, ergiebt. Demnach gellen z. B. für den 
Punrt Q die drei Gleichungen ^»0, jf^b und sssc^ för denPuncI Jfdie 
drei Gleichungen xssOf yssO, g=e n. s. w. 

Liegt der Punci in einer der Axen, Tällt er also in swei Coerdinnl- 

Ebenen, so werden für ihn die beiden, nach den zwei anderen Axen be- 
nannten Coordinnten =0 sein müssen ; daher hat z. B. der Punct ^ die Glei- 

chuugen x=a^ y=0 und c=0 u. s. w. 

Für Hen \f i 1 1 f ! p ii n r l des Axensvstems also, welcher in allrü drei Co- 
ordinat- Ebenen entbalteD ist, gelten demnach die drei Gleichungen .rasO, 
jfssO und «ssO. 

§. 14. Gleichung einer Fläche ausserhalb des Mitlelpunctes. 

Wenn uns eine Fläche, unter welchem Worte wir jedenfalls eine ebene 

Fläche*) verstehen, in Bezug auf ein Axensysleni gegeben isl, so wird ihrc# 
aligemeinsle l.cigc diejenige sein, bei welcher sie ;ui*;serhalb des Millelpunt*^ 
les mit nllen (ireiAxen zum Diirchsclinille kommt. Die datlurrh in dreien Halb- 
axen bestimmten Segmente nennen wir die Paramelcr der Flache, und es 
isl an und für sich einleuchtend, dass eine jede Fläche durch die Grössef ünd 
die Richtung ihrer Parameter bestimmt sein müsse, l'm Jedoch liirc Lage und 
ihr Ausdebnuo^gesetz analytisch-geometrisch, d. h. durch eine Gleichung 
darzustellen, dazu bedarf es dnes algduraiscben Ansdmckes, welcher uns eine 
allgemein giltige Relation zwischen den unbestimmten Goordinaten irgend 
eines ihrer Pnncte und ihren constanten Parametern erkennen iSsst. Zur 
AulTindung einer solchen Gleichung gelangen wir nun sehr einfach durch fol- 
gende Betrachtung, bei welcher wir, um sie einstweilen unabhängig von den 
verschiedenen ^'nrzeiclien der Parnmcfer und Cnordinalen zn lassen, voraus- 
setzen wollen, dass die ^^egebeue Flache in den Orfrtnfrn der positiven 
Halhaxen falle. Auch wollen wir zuvörderst ein orthoedrisches oder 
rechtwinkeliges Axensystem voraussetzen. 



*) Da nimlieb di« Krysiallfornea , b«i noninler AvtbiMmf , «let^ v«i ebenen 
FUttbeo begrinst werdeo, so babeo wir es im Fulgeodeo aucb immer nar nil eoleben 
eben, «ai foiglieh auch nlt Gieicbnngen des erste n Grades so thna. 

Naesien's Kiyilsltegripbie. 2 
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Es sei «m ABC 6$» miMfhtIb dei OeUtotea der porilavea Haibaxra M- 
Imde Pdd emer Fläche, deren Panraeler MA^üj MB^b nnAMC&e sind» 

so wird offenbar dieses Ftächenfeld) zu- 
gleich mit denen von ihm bestimmten Drei- 
ecken der Coordinat - Ebenen, eine dreir 
seilige Pyramide 1BCM begränzen. 

In demselben Fiachenfelde wählen w ir 
ganz willkürlich einen Puncl P, dessen 
Coordinaten PQ=,r, PR=t/ uiui PS=:i 
amd; hierauf ziehen wir die PM oder die 
CentrodistaniliRie des Poncles P, und 
h>* legen dnrcb diese Linie und durch je einen 
'<f* 9* der Pertmeler die drei Ebenen APJSit 

BPM und CPMi welche, als Schnittflächen gedacht, die ganze Pyramide 
ABCM in die drei Theilpyramiden PABM, PBCM und PCAM zeriegen. 
Wir brauchen nur noch für diese vier Pyramiden das Axiom geltend zu ma- 
chen, dass drts Oanze gleich ist der Summe seiner Theile, um aaf die gesuchle 
Gleichung zu gelangen. Also ist 

PBCM-^PCAM^PABM= IBCM 
ßetr;i( [iieri wir nun für jede der drei Theilpyraniiiieu das in der bctrcllcnden 
Coordinal-Ebeue liegende Dreieck als ihre Grundfläche, so bestimmt sich 
als ihre Höhe diejenige Coordinate des Pnncles jP, weiche nach der ausser- 
halb dieser Ebene liegenden Axe benannt ist; daraus folgt denn nach bekann- 
ter Regel : 

PBCM^ibex^ PCAMmt^ay^ PABM^^9\ 
wählen wir ferner für die ganze Pyramide das Dreieck BCM als GrundflächCi 
so wird ihre Höbe aen^ und folglich ihr Inhalt: 

ABCM^iabc, 

und setzen wir endlich diese Werthe in obige Gietchong, so Tcrwandelt sich 

solche iot 

welches eigentlich schon die gesuchle Gleichung ist. Wir können sie jedoch 
in einer noch dnfocfaeren Form sdireiben, wenn wir sie in alleti ihren Glie- 
dern mit abe dividircn $ dann folgt endlich 

übe 

ab die Gleichung einer Fläche, welche im Getonten der positiven Halbaxen 
durch die Parameter a, b und c gegeben ist. Diese von Lame eingeführte 
Schreibart der Flächenglcichungen ist äusserst symmetrisch, und lässt uns 
in gar keinem Zweifel über die eigentliche Bedeutung der Constanten, welche 
als Divisoren der Coordinaten auftreten; dmu jede dieser Constanten ist 
derjenige Parameter, welcher in dieselbe Axe fällt, deren Coordiuatzeicheu 
als Zähler über ihm steht. 

Anro. Der Gleieb(ttrmigkeit und leichteren Oricotirucg wegai ist es daher 
sehr empfebleniwerth, so weit als tbonlieh immer den Bachslaben « fftr den 
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^maüir fai itr Am» Itr Badutahw Iftr Im Faravtiar k der Ast 

4m' y» BnchsUbea & Ür den Parameter in der Axe der J M gelrin- 

chen. Dte pprosse Analogie zwischen der LinieogltMlHiag Ül dflf Etesd vmi der 
Fijidiengleicliiuii; im Auime fiUlt in die Augen. 

§.15. F orUeizung. 

Dass Qitil aber in den klinofe'drischen Axensystemen die Fläcben- 
gtelchung genaa dieselbe Form hat, dass solche also völlig unabhängig 
von den Neigungswinkeln der Coordlnal-Ebenen und der Axeu ist, diess lässi 
sich garz aligjeniein zeigen, wenn wir sogleich ein triklinoedriscbes Axen* 
System vorniissetzcn. Nennen wir in soh liem 

a, ß und '/ die Neigungswinkel der Aacu gegen einander (§. 12), 
f, t; und ^ die Neigungswinkel der Axen gegen die Coordinai-Ebenen, 
aod denken wir ans abennals eine Im Oclanlen der positiven Halbnjcen dnrch 
die Paraneler b und c gegebene Fliebe, so wie die von ibr ond den drei 
Coordiaat>Ebenen begränzte, scbiefe dreiseitige Pyramide dureh drei Scbnitl- 
fläshen, weiche dnreh die Axen und irgend einen Punct P von den Coordina- 
ten y und z gelegt worden, in drei Theilpyramiden zerlegt, so gilt für 
diese vier Pyramiden abermals die Gleichung : 

PBCM-^-PCAM-^PABM^ABCM 
allein die eiuzelnen Glieder dieser Gleirlinnpf werden etwa«; anders 7a\ her(»('h- 
nen sein. Es bestimmen sich DÜmliGh die Graudfläcbeo der drei Theii- 
pyramiden, wie folgt: 

nnd die Höhen derselben, oder die von dem Puticte P aui diese Gruudliachen 
gePällteu Normalen PQ' , Pli' und PS' erhalten die VV'ertbe: 

P^ssxsiDl, PB^^ysxvLVy J^Msing 
Für die ganze Pyra'mide endlieb wird, wenn wir iMTif ab ibre Gnmd- 
Olcbe belncbten, die entsprecbende Hdbe sasinf. Folgfieb erbUt die all- 
gemeine Gleiebmig »iniiobst die Form : 

«fositt a sin l-f-yc« sin ß sin tr h^mA sin }^ sin {sofo sin a sin | 
Da nnn aber eine sebr einfbobe Belraebinng lebri, dass 

sin a sin ^assin /^sintfttsin/sin { 
ist, so verschwinden diese gleichen Facloren ans versiebender Gleicbnng, 
antl wir gelangen a b esm als auf den Aosdrueli 

oder auch 

-I— «i l 

a b c 

als die Gleichung einer, im Octanleu der positiven Halbaxen dnrch die Pars* 
meler «, 6 and « beülmmMn Fttebe. 

Obwohl nnn in beiden Pillen, d. b« im Mtbo4)driseben wie im iriklinelS- 
drisehen Aaemyslene» diese Gleiebnng nonSebst nnr (Br das« innerhalb 
dsi Oefanlen der posiiiTen Btlbttien Uegende Feld der Fliehe gefnndsn 
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worden ist, so steUl sie nos doch du AnsdoiiiiniigtgesetE der PISehe in jJmr 
ganten inddipilen Erstreekuog dar, indem für jeden ausserhalb dieses 
Octanten gelegenen Punct nur das VWzekhen der betreffenden Coordinate 

zu ändern ist. Auch gilt diese (llricfinng ganz allgemein Rir jede beliebige 
Flarlir, sobald wir die Vorzeiciieu der Parameter henicksirhfi^'rTi , wie 
solche irgend einer, in einem andern Octanten gegebenen 1 In- chLsim ot hen ; 
welche \'orzeiclien auch auf die rechter liand vom GleichheiiÄzeicheu stehende 
1 oder sonstige Constante ihren EinOuss ausüben werden. 

Anm. flieraus ergiebl sich denn auch, dass eiue Fläche iiu Ii au nie 
jedenfalU durch eine Gleichung vuUkoisiueu beütiinuil wird ; was sich auch um- 
gekehrt 99 aussprecfaen lasst, dass eine Gleicbnng im Räume an und fiBr sick 
allemal eine Flicke darstellt. Da non der P u d c l an aetner Bestimm uog drei 
Gleicbungeo erfordert, so lässt sich schon im Voraus vermetken, dass die Li- 
nie wohl X Weier Gleichungen bedQrfen werde. 

§.16» Gleichungen solcher Flächen, welche einer derAxen, 
oder einer 4ier Coordinat-Ehenen parallel sind« 

Wenn eine Fläche einer d^ Axen parallel ist, so wird Ihr in dersel- 
ben Axe liegender Parameter den Werth oo haben. Für irgend eine Paral* 
lelfliche der Axe der a: wird also ffsoo, wodurch aus ihrer Gleichung das 
mit X behaftete Glied verschwindet; auf ähnliche Weise verhält es sich mit 
dem Parameter b oder c für Flächen, welche der Axe dery oder s parallel 
sind. Daher wird denn die Gleichung 

einer Parallelfläche der Axe der ^, + - s 1 




uHt] es ergiebl sich hieraus, dass jede Gleichung, in welcher nur zwei Co- 
ordinate n auftreten, eine Parallelfläche derjenigen A.xe bedeutet, welche 
nach der f e h 1 e n d e n Coordinate benannt ist. 

Wenn eine Fläche zweien Axen, oder, was dasselbe bedeutet, einer 
C 00 rdinat- Ebene parallel ist, so werden ihre in beiden Axen liegenden 
Parameter den Werth oo haben, wodurch denn die beiden betreffenden Glie» 
der der Gleichung versch\\ inden : daher wird die Gleichung 
einer ParallelBäcbe der Ebene {ay), » sb c 

- (so:), i/ =: b 

- (i/r), j = a 

und es folgt hieraus, dass jede Gleichung, in welcher nur noch eine Coor- 
dinate auRrill , eine Parnllelllächc derjenigen Goordiuat-Ebcne bedeutet, 
weiche nach den beiden andcien Coordinaten benannt ist. 

Anm. Wie Uberhaupt eine Gleichung im liatinie immer nur eine 
Flüche bedeutet, so gilt diess auch fiir jede der drei vorstehenden Gleicbun- 
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gen« Die Gleiehung x=a S4gt eigeollidb Mt, «less aUe « mit den Werthe « 
so deolea siod; tie verweist ont auf die VorateUaog slnnilHelier Poeele, 
deren axoparalleie Abstflode von der CoerdiDat-Ehene (yz) dea Werth a haben, 

«ntl fnl^lirh auf die Vorslcllnn^ derjenigen Parallelfl.lchc dieser Ebene, welche 
dir A\e der .t in der Eotrernung a vom Mittelpuncle sclmcidol. Dasselbe gilt 
in ganz .iimlicher Weise \on den beiden Gleichungen uud z = c. 

Damit erkennen wir denn auch die wahre aualyliüch-geoiuelrischc Be> 
dealuug der drei Gleichungen, dnreb welche nach §.13 eio Punci im Räume 
bestimmt wird. Jede dieser Gleiebnogen verweist ans eigenüieh nicht auf die 
Vorslellang des Wertfaes, welcher einer von den drei Coordinaten des PUnc* 

tes P zukommt, sondern auf die Vorstellung einer von denjenigen drei Parat- 
lelllächen der Coordinat-Ebenen, weiche durch diesen Punct gelegt oder ge- 
dacht werden können. Die Gleichung Jt=a drüikl .iIüo in der Figur 8 nicht 
sowohl die Gleichheit der Coordinafe PQ mit der Linie ^IM, als vielmehr die 
Fläche PR. fS in ihrer ganzen iiidetinifeii Krstreckung aus; eben so bedeutet 
i/^b die Flüche PQfiS^ und s=c die Flache PQCR^ beide in ihrer indctini- 
ten Ausdeiinung. Jeder Punct im Räume wird daher analytisch -geometrisch, 
oder durch seine Gleichungen, nicht als der Darchschnittspunct seiner drei 
Spedat-Coordinaten, sondern ab der Dnrchschnitlsponct dreier P^nllelflächen 
mit den Coordinat-Ebenen erlhsst nnd dargestellt. 

Ans der vorhergehenden Anmerlang folgt auch, dass «sO die Gleiehnnp 
der Coordinat- Ebene {ys) ist, sowie dass y=0 nnd ^sasO die Gleiehongen 
der beiden anderen Coordrnat- Ebenen sind. Denn vr=«0 verweist uns mit 
nnsercr VorsteHnni: anf alle diejenigen Puncte, deren ;»xo[);iraneler Ab.sfanfl 
von der (^oordinat-KLciir fys) gleich Null ist; uud eben so verhält es sich mit 
den beiden anderen Gleichungen. 

§. 17. Gleichung einer durch den Mittelpunci gehenden 

PlXche. 

Wenn gefordert wird, dass irgend eine Fläche, deren Gleichung 

A US , 

a o c 

■st, durch einen Pnnet P gehen soll, dessen Gleichnngen 

x^pj ff=^q und s-sTt 
sind, so wird dieser Punct als ein solcher vorausgesetzt, welcher auch der 
gegebenen Fläche angehört. W^ie nun für a lle Puncte dieser Fläche die vor- 
stehende Gleichung Giiligkeit hat, so wird solche auch für diesen Punct 
gelten mfissen, in Bezug auf welchen sie die besondere Form 

+ 7-I-- = t 

annimmt. Snbirahirt man diese besondere Gleichung von jener allgemeincu 
Gleichung, so folgt: 

Q 9 C 

als die Gteidumg cioer jeden doreh die Parameter b und c beatimmten 
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Pliohe, welche xvgleieli darch eiaco Panel vaa 4tm CoerdiaateB p, q mnA s 
geht. 

Ist also dieser Punct der M i t ( e I p u n c t des AzeasysleiBSt fiir weMiea 
Pf q und s deo Werth 0 haben, so erhalten wir 

a 0 c 

als die allgemeine Form der Gleichung eioer jeden, durch den Mittel* 
punct gehenden Fläche. 

V^ergleichen wir solche mit der Gleiciiuug euiei ausserhalb des Mil- 
telpuncles gegebenen Fläche, so erik.eunen wir als weseullicbeu tutet schied 
den Mangel eines eonstanten, oder eines von den Coordinalen unabhän- 
gigen Gliedes. Wollen wir also irgend eine dareh ihre Gleichung gegehene 
Fläche in einer, sich selbst parallelen Lage auf den Miiidpuact des 
Axensyslems transportiren^ oder wollen wir für sie die Gleichung ihrer 
Geatropsrallele finden, so hranehen wir in ihrer Gleichung nur das con- 
stante Glied, oder, bei der gewöhnlichen Schreibart, die rechter Hand 
vom Gleichheitszeichen stehende Einheit verschwinden zu lassen. 

Eine unmiüelbar aus dieser ihrer Gleichung sirh ergebende Folgerung 
ist, dass es bei jeder durch den Mitlelpunct geiiendcu 1 l.ii iie nur auf das \' e r- 
bältniss der Constanteu <?, b und c, aber durchaus nicht auf die ahsolulen 
GrösbCuwciLlie derselben ankommt, wie sie denn in der Thal nur noch un- 
eigeutlich den Namen von Puntmeteia luhreu. Man überzeugt sich hiervon 
an leichtesten, wenn man eine ausserhalb des Mitlelpunctes gegebene 
FXche in einer sich seihst parallelen I^age alhailig auf den Uitialpanet traas- 
porlirt; das Verhaltniss ihrer Psrametcr Ueiht dabei inNaer das ursprüng« 
liehe, aber die Werthe derselben vermindern sich fortwährend, bis sie 
endlich im Momente, da die Fläche den Miltelpunct erreicht, auf Null herab> 
sinken, aber auch noch in diesem Momente ihr anfängliches Verhaltniss be- 
haupten. D;U)er ist es io der Thal ganz gleicbgiltig, welche absoluten Werthe 
man ju der Gleichung 

a b c 

den Cunstauten a, b und c ertheiil, wenn nur das Verhaltniss dieser 
Werthe dasjenige ist, welches der Lage der Fläche entspricht, und durch die 
Parameter' irgend einer belidiigen ParaUelHäche bestimmt wird. 

§.18. Gleichung einer Fläche, welche durch drei gegebene 

Puncto geht. 

Wenn eine Fläche durch zwei Puncte P und P' von bekannter Lage 
geht, so ist fSr jeden heliebigeii Werth eines ihrer Parameter die Griisse d« 
beiden anderen Parameter bestimmt, weil durch die Verbindungslinie jener 
beiden Puncte immer noch ansifalige Fliehen mtfgücb sind. 

Sind uns aber drei Puncte P, P und F' durch ihre Goordinateo p^ q 
und #9 p\ q* und m\ ff\ q" und gegeben, so wird di« dursb sie gehende 
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Fliehe vollkomnen bestinint, and es müssea sieh daher 4ie 
Bieter Flache durch die Coordinaten jener Puncte anilräokeB laMes. 
luebiBeo w aa, 4ie Fläche habe die ^xlaiehtti^ 

0, 6, c, 

so iiefern uns die drei Puncte f*. P und P\ weil solche dieser Fläche ange- 
hören, die drei Bedinguogsgleicbun^n -. 

^ + f 
ö, 

flj b, c, 

^. 

mittels welcher die oobekauoteD Parameter , und IcJeht zu bestimmen 
«od, ibdem man z. B. auf der ersten und zweiten, sowie ans der zweiten 
nnd dritten Gleiehvng den Parameter eliminirt, wodurch man auf awei 
neue, nur noch mit b^ und behaftete Glciebongen fdangt ; unterwirft man 
hierauf diese demselben Verfahren, indem man aus ihnen eliminirt, so er- 
hält man den Werth von r^. Auf ähnliche Weise besUmmen sich weiter die 
Wenhe von 6| und <7, ; und führt man dabei die sicli Yon selbst darbietenden 
Reductionen aus, so findet man endlich : 



«1 



qs 

• sp 



—q s)-k-p ig s—q s )-^p( q s —q t) U 

' I . II Ti ; J~n Ti~T~ ~~ "7 V 

— y v -+- q s—qs qs —q s 9i9*) 

—sp)-^q(s p—sp )-k-q(sp —s p ) U 



I . II II I n ft t — / _v 

— sp -h s p — sp -k- sp — * p (p\*P) 

"/ ' ' ^ . 1 1 II ii\ / ' " " '\ WT 

_ s jpg —p q)-i-s (p q^pq )-hs(p q —p q ) U 

»1™ i 1 : n 7} #—77 >/ / — ~, 7 

pq-.pq ^ p q^pq ^ P 9 9 <P^Pq) 
Tn diesen drei Ausdrücken hat der Zähler einen und denselben Werth; 
wenn es also nur darauf ankommt, das V erhä 1 tn i ss der Parameter b^ 
und c, zu kenneu, so kann man den gemeinschartlicben Zähler vernachlässi- 
gen. Dieses VeiMllniss wird nSmfich: 

* <p(^p) ' (p(P9) 

oder auch ^t-^t' ^x—9'(P9)9(^P) • 9>(9^)9'(P9) • 9>('P)9>i9') 

Bei der BeftSounang von Krf stellfliieben wird man immer anr dieses Veriiilt- 

niss zu berfidEsiehtigen haben. 

g. 19. Durehsebniilslinie zwei Fliehen. 

Wenn nns swei FlSehen F vaA gegeben sind, so tritt nns als eines 
der nXehstea Probleme die BesÜmmmig ibir Doiclisebnittelinie enlg^sn. 
Bs 
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die Gteichuii^'^en der beiden Fläclien, so knnn man zwar sagen, dass ihre 
DurcbschDiUsüiuc eigeallich schon dun h die gieichzciligc Posilioii beiderGlei- 
<-hu Ilgen, in der Voraussetzung, das.s solche auf dasselbe Objeci im Räume 
bezogen werden sollen , gegeben sei. W ir gelangen Jedoch auf eine etwas 
andere pnd noch einfachere Bestimmung der gesuchten Linie, wenn wir den 
ümteDd berliduiohtigen, da» alle ifare Punole eben «o wolil der Fliehe F, 
ab aocb der FUtehe ¥* aogehfiren, nsd folf^lich den Bedingungen beider 
Gleiebungen Genüge leisten müssen. Dieser Umstand berechtigt uns, die 
Gleichungen beider Flächen aiif eine ähnliche Art durch suocessive Elimination 
der Cüfdinaten ^, y nnd s mit einander zu combiniren , wie solches in §. 5 
mit den Gleichungen zweier Linien, Behufs der Auffindung ihres Durchsehnilts- 
|Minctes, geschehen ist. 

Wir niullipliciren also die erste (ileichung in allen ihren Glied^^rn mil 
die zweite Gleichung in allen ihren Cüpdern mite', suhlrahircii dann die zweite 
von der ersten, und gelangen dadurch auf eine neue (ileidiuug, weU he nur 
noch mit den beiden Cuurdinaten x und y behaftet ist ; wiederholen wir das- 
selbe Verfahren durch Mulliplication mit den beiden anderen Parametern, so 
erhalten wir endlich folgende drei Gleichungen : 

X y aa*bb\e—e') 

5 X ccaa'ih — b) 

y z _ hb'cc(a^a) 

N~"n ~ m 

indem wir, der leichteren l ehersicht wegen, 

aa\bc —b'v) = M 

hh'{ca-c'a) = N 
cc'iab' — ab) — H 

schreiben. Wir könnten auch diese Gleichungen nul' eine solche Form biin- 
gcu, dass rechter Hand vom Gleichheitszeichen nur l statt der dort stehenden 
Constänten erschiene, ziehen es jedoch vor, sie so zu schreiben, wie sie un- 
mittelbar gefunden worden sind. 

Es 'fragt sich nun, welche Bedeutung wohl eine jede dieser drei 
Gleichungen an nnd für sich hat« Wir wissen (§. 15, Anm.)« dass jede 
einz eine Gleichunglm Räume nur eine Fläche bedeuten kann ; also muss 
auch jede dieser Gleichungen an und für sich irgend eine Fläche darstellen. 
Wir haben ferner in §. 16 gesehen, dass eine jede Gleichung, in welcher nur 
noch zwei Coordinatcn auftreten, eine Pa rall e If Iii c h e mit derjenigen 
Axe bedeutet, welche nach der fehlenden ronrdinafe benannt ist; folg« 
li( h muss die erste Gleichun;,' eine Farallelllache der Axe der die zweite 
Gleichung eine Parallelfläche der Axe der y, und die dritte Gleichung eine 
Parallelfläche der Axe der ju darstellen. 

Weil jedoch diese drei Gleichungen durch Combinatiou der beiden Flä- 
chengleichungen Ton F nnd F* erhalten worden sind, so kifnnen sie sich ge- 
meinschaftlich nur auf alle diejenigen Pnncte im Räume besiehen, 
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welehe diesen beiden Fliehen ^ngleieh angehören, d. b. so werden wir 

durch sie, dafem wir sie anf ein und dasselbe (Nject im Räume bezieheu, 
anf die Durcbsvhnittslinie beider Flächen verwiesen. Polglich wird 
diese Dorchschnillslinie in drei Ebenen erFassl, dprpn jede einzelne eine Pa- 
ralleinärhe mit einer der Axen ist. Diese Ebenen sind ahrr iti drr Thaf keine 
anderen, als die durch die gesuchte Durchschnittslinie i^ele^'tcn oder ji;e- 
d achten Parallel-Ebenen der Axen, welche man die p roj i c i rcn den Ebe- 
nen der Linie nennt; uuil dariu besieht eben die einfachste analylisch-geome- 
trische Auffassung dieser Linie, dass sie als die DurchschntUsfiiiie ihrer pro- 
jieirenden Ebenen vorgestellt wird. 

Non ist aber an nnd flir sieh einlenehtend , dass die gesuchte Dorch- 
sebnittslinie doch eigentlich dorch zwei ihrer projieirenden Ebenen schon 
▼olikommen bestimmt wird, dass nho die dritte projicirende Ebene ge- 
wissermaassen als ein ganz überflüssiges Element tu betrachten ist^ welches 
gar nicht bernVksirliti^'t 711 werfleii bran^'iit, weil es schon in den beiden an- 
deren Ebenen /Ai'^\mc\i mit gegeben ist. Diess ergiebt sich aurb wirklich aus 
den gefundenen drei Gleichungen, von welchen sich sehr leicht (hirtbun lässt, 
dass in je zweien alleinal die dritte schou cuthaiteu ist. Man aüdire näuilicb 
erst alle drei Gleichungen, so folgt: 

aabb'(c—c) ccaa{b—b') bb'ccja — a) 
MN RM '*'^ m 

hierauf addire man irgend zwei derselben» z* B. die erste nnd zweite, so 
erhait mau 

y z ao*öb*(c^c) ccaa{b'—b') 

"N'^H mN rB * 

Setzt man hierin fur*das, was rechter Hand vom Gleichheitszeichen siebt, den 
ans der vorhergehenden Gleichung folgenden Werth, so gelangt man auf die 
dritte Gleichung . . . 

1/ s bb'cc\a'—a) 

Hieraus ergiebt sich denn, dass die Dorehscbnittalinie zweier Flachen 

Fund F' analytisch-geometrisch durch zwei ihrer projicirenden Ebenen er- 
fasst und ausgedrückt wird. Die dritte (ileichnnj:, weklie die dritte projici- 
rende Ebene darstellt, ist cigcntiirh j^ar keme besondere Gleichung, sondern 
uur ein Coosectarium der beiden iiKicrtn Gleiciiungen; und wenn auch oben 
durch successivc Elimination der Coordinuteu drei Gleichittigen erhalten wur- 
den, so sind doch eigentlich nur zwei, wirkUch verschiedene Gleicbaogen ge- 
funden worden« 

§, 20. Jede Linie im Räume wird durch zwei ihreir projiei- 

renden Ebenen bestimmt. 

Was wir im vorhergehenden Paragraph zunächst fnr die Üurchschnitts- 
linie zweier Fliehen j^mid F* erkannt haben, diess gilt allgemein für alle 
Linien; d* h. eine jede gerade Linie wird analytisch -geomelriseh in 
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zweien ihror proficfrenden Ebenen zu erfassen und darzustellen spin. Die 
Richtj^k« iL dieser Behau|ituii|{ dürfte sicli au» foi^^ider aUgemfiiven ßelracb- 
tung ergeben. 

Wir siiid nuL allen unseren Vorslelluiiyeii von l'uncl, Liuit; und Fläche 
an den Körper gcwie&eu, au welchem allein sich diese Ausdehuuu^eu aii» 
Begriiiizungs-Eleiiieiite aniebaiiJick TtrwifkUebt fitdeo, iMtm der eiste als 
Eekpnoet, die zweite ab KaiiteDU«ie, die dritte als OberOäebe eracbeitt. Die 
einzige, aeioem Begrilc entapreebeDde Vorgtellosgaweiae des Poaelaa 
ist es, wenn maii ihn als den Durchscbnitt^uDct dreier (oder mehrer) Flä- 
chen denitt; ebenso entspricht die Vorstellungswebe der Linie, ab dt s Durch* 
achoittes zweier Fhichen, die Vorsleliungsweise der Fläciie, als der Ober- 
flh'rhe eines Körpers, einzig und allein den Begrifleu beider Arten von Aus- 
detiuuüg. Den Piinct in abstracto und gleirhsum isolirt, als ein Etw as ohne 
Lauge f Bre ie und Höhe, die Linie in abstracto, als eine Länije oluu ]5n»ite 
richtig voi z ustelleu, diess scheint nicht wohl mögljcii. Suil nun die 
analyüscb-geomelriscbe AufTassung dieser Ausdebflungen zu brauchbaren Re- 
sultaten Culbren , und frei von Widersprächen bleiben, so wird sie offeobir 
BBit jener nna notbwendigen VorsteUnngsweise im Einklänge stehen mfissen. 
Wir werden daher, wie den Pnnct als Durchschnitt dreier^ so die Linie als 
Durchsebnitt zweier Flächen, so endlich die Fiacho selbst als Oberfläche eines 
Körpers zu erfassen haben. Diess ist auch in der That der Fall ; denn, indem 
wir in den drei Coordinat-Ebeneu drei Flächen willkürlich voraussetzen, wird 
ja offenbar jede Fliiche als Theil der Oberfläche einer dreiseifi|ren Pyramide 
erfasst ; und indem wir für jeden Punct drei GieK huiigen wie x=n. y^b 
und aufstellen, erfassen wir denselben eigentlich als den Durchschuitts- 
punct dreier Ebenen, weil ja jede dieser Gleichungen für sich die i^aralleU 
fliehe einer Coordinat-Ebene ansdrflclct. 

Was nun endlicb die Beslimmnng der geraden Linie im Ranne betriffi, 
so ist es einlenchlend , dass solche znvfirdertt jener nolbwendigen Vorstel- 
lungsweise angemessen, also dergestalt besebaien sein müsse, dpss jede Linie 
als der Durchschnitt zweier Ebenen fixirt wird. Doch werden wir, znr Ver- 
einfachung der Bestimmongs-Metbode, diese Ebenen so zu wählen haben, dass 
ihre Atisdnieke möglichst einfach werden ; welcher Forderunf: nll^^emein nur 
dann (ieinige geleistet wird, wenn wir sie als ParallelffHchen der Axen ein- 
fuhren. Man nennt aber jede Ebene, welche durch eine gegebene Linie mit 
einer der Axen parallel gelegt wird, eine projicir ende Ebene der Linie; 
und man begreift, dass ts allemal für jede Linie so viele projicirende Ebenen 
geben wird, als das Axensystem AjKon lihlt, wihrend doch inuner zwei 
dieser Ebenen inr Bestimmung der Linie vollkommen aasreichend sein wer^ 
den. Folglich wird jede g^bene Linie im Räume durch zwei ihrer pro- 
jioirenden Ebenen bestimmt. 

Da nun die einfachsten Formen iiir die GleÄcbnngen dreier projicirenden 
Ebenen die folgenden sind : 
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M vM aidi In AUgtawuiii Um in Btyne ianh i voi Mlolnr Gk|- 
riiMgon Barges! elli warte» Dtberhaapt abor crfordart no« Linie im Ramn 
stets zwei Gleichungen, und umgekehrt verweisen uns zwei Gleichungen, 
wie sie auch beschaffen sein mögen, allemal auf eine Linie, sobald si« hti4fi 
«Qf ein nnd dasselbe Objeci in Beune beiogeD werden. 



$.21. Linien, welche einer Coordinat-Ebene oder einer Axe 

farniiej sind» 

Wenn eine Linie einer der Goordinet-Ebenen pamllel ist, so fallen zwei 
ihrer projieirenden Ebenen in eine Ebene, welche eolcber Goordinnl Ebene 
parallel liegt, während die dritte projioirende Ebene ihre «Ilgeneine Lage be- 
hauptet. Demnach werden Gieicbnngen 

wie - -A- i =r 



- = 1 und 5 ssü 



^ o ' 

- ^-h aal - a?9BU 

TV 

die Gieioliuiigen dreier Linien, welche beziehendlich den Coordinat- Ebenen 
(*Pjf)t (sx) und (yz) parallel sind. 

Wenn dagegen eiue Linie z w e i e n Coordinal-Ebenen, oder einer Axe 
parallel ist, so bat sie ebenfalls nur norh zwei pi ujicii ende Ebenen, w elclie 
Parallel-Ebeuen der betreüeudeu beiden Courüiual-Ebeuen sindf foigiicb wer- 
den w und :sme^ 

die Cileichnngen dreier Linien, welche besiebendlicb der Axe der d?, der y 
oder der « pereJlel sind* 

Hienne eipebt sieb dem enob, dast 

yaO nvd «bO die Qfoieb«i|ett'der Azn der x 

jjssO - xsO - - - - - y 
y^O - 5=0 - - - - • 9 

sind, wie diess auch daraus gerolgert werden kann, dass die Axe der die 
Darchschnittstinie der beiden Coordinai-Ebenen (ay) und («a?) ist, n. s. w. 



§. 22. Intersectionen einer Fliehe. 

Wir wollen die Durchscbnittslioien einer gegebeneu Fläche uul den Co- 
ordinal- Ebenen allgemein die Intersectionen der Flicbe nennen, md 
solche als die Inlersection (xy), (sx) nnd (yg) unlerscbeiden. Bs ist non 
. leislit» Kr eine dnrcb die Gleicbnng 

SB V S . 

« i 

ü 9 e 
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gegebene Fliehe üe GMchoRgen ihrer intereeetioBeB tn flodeo. D«i ninliah 
eioe jede derselben in eine der GoordinatrEbenen Kllt, so wird auch solche 
Goordioat-Ebeiie die eine ihrer projidrenden Bbenen sein. PelgHeh gilt zu- 
tschst 

für die Inlerseclion (./-// ) die Gieichaog z = 0 

- - • (zu-) - - ^ = 0 

- - - {ys) - - a? = 0 

Da aber jede Intersection von lauter solchen Puncten ^'»^iMldet wird, welche 
der gegebenen Fläche angehören, so wuss auch für jede derselben die Glei- 
chung 

n b c 

Gikigkeit haben. Führt iiiuu nun in diese Gleichung successiv die Bedingun- 
gen s=0, yzsO und jr^O ein, so erhält man die Gleichungen der zweiten 
projicirenden Ebenen. Demnach ergehen eichx 

für die iuierseclion {xtf) die Gleichungen ^=0 und ~ ^ ^ ^ 
- - - {zx) - - y=0 ^ - = i 

C 0 

Anm. Da jede loterseclion innerhalb ihrer Coordinat-Ebehe alseine, 
in einer Ebene £re;;el>pne TJoIp vor^^o^lefU werden kann, so ISsst sich auch, 
bei solcher Voislellun^sweise, von der ersten Gleichung r=0 u. s. w. abslra- 
hiren. Diess geücbiebt ganz gewöhnlich bei der BesliiumuDg der geraden 
Linie im Ranme, indem man die loteneeltooen ihrer projicirenden Bhenen, 
welche man die Projectionen der Linie nennt, als dergleichen in den Coor- 
dinat-Ebenen gegebene Linieo einfllhrt, und demgemäss sagt, dass die Linie 
durch zwei ihrer Projectionen bestimmt werde. Streng genommen 
;n:ehMrt aber zur V orstellung und Darstellung einer solchen Projeetion allemal 
noch eine Gleichung von der Form j;=0, y=0 oder x=sO, weil uns eine 
Cleichnng im Ranme stets auf eine Fliehe verweis! > 



23. Gleichung einer durch den Mittelpunct gehenden 

Linie. 

Wenn eine Linie durch den Miltelpunet des Azensystems geht, so mäs- 
sen natürlich ihre projicirenden Eheneu gleichfalls durch den Mitlelpunel 
gehen; daher wird eine jede solche Linie allgemein durch zwei Gleichnngen 
von der Form 

-1-^=0, — I — = 0, «-H — =0 

f.t V na TV 

hestiuinit werden, in welchen • > nn Ii >;;. 17 gar nicht mehr aul die absoluten 
Grössenwerlhe , suTidern lediglich auf das Verhäilniss der Parameter 
/4, ^ U.S.W, ankommt. 
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Filll üb Linie im dm OeMiBtni der pasjtivea fiaUMm« welcbe Lage 
wir im AUgondaett voraiasela» kdimtB, ao werden ilire Gleiahui^ netli- 
wendig veo der Fwm * ' 

fi y Q ^ TV 
aein müssen, wie eine sehr einfache Betrachtung erkennen lässl. 

Der Umstand aber, dass es für jede durch den Mittelpunct gehende Linie 
nur noch niif dif» Kenntniss des Verhältnisses der Parameter ihrer pro- 
jicirendeii Ebenen ankommt, ver^'eisl uns noch auf eine i olgLiuii^', durch 
welche ihre Gleichungen in einen weit innigeren Zusammenh <ii;^ gebracht 
werden. Diese Foljjerun^ lässt sich in dem Satze aussprechen, dass es bei 
jeder solchen Liine nur uucü aui die Keuuiniss des \'eriiältnis6e6 dreier 
Panaelir inkmnmt, weilinifcren Gteiclinngen die anf dieiellie Axe be- 
xo'glicben Panneter ileta mü demaeilijBii Wert he dnsnfuhren aind.^; 
' Bs fnlgt nMiefa snTfN«rBt ans den vonleli^eii Gläfibnngen, da» 

Setzen wir nun in der zweilea Gleichung /u alalt (r, and ^ atali ^, und setzen 
wir ia der dritten Gleichung f statt und statt so werden solche 

= 0 uud'^ «sO 

Da nun ^ so lassen sich, indem wir diese Grössen durch den eiazigen 

Buchstaben q ausdrucken*), die zweite nnd di^ dritte Gleicbang ancb so 
schreiben : 

---^Ound^--»0 

womit sich denn das Resultat ergiebt , «Inss eine jede durch den Mittel- 
puncl gehende Linie durch zwei Gleichungen von der Form 

«0, =«0, 

UV Q ^ Q 

dargestellt wird, in welchen die ;uif dieselben Axen bezüglicheii Parame- 
ter stets gleichen Werth haben j ein eben so einfaches als folgenreiches Re- 
suitai, 

Aom. Dieses Resultat iässt sich auch folgeadermaasseii dartiiuo. Man 
denke sich durch den Mittelpuaet eine in den (Mairien der positiven Balbazeo 
fallende Linie, and ia derselben irgend einen beliebigen Pnnet dessen Coor- 
dinateo jt«, p aod q sind, so werden die drei pr^vletrendca Ebenen disser Linie 
offenbar durch die drei Gieicbaogea 

--.^asO, »0, und 2 sO 



*) DesMi BedetUiif «Im von nun as aioe ander« Ul« all vorher« 
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ketlinvit, «ad twar gua «lliMiaiD, weil die CiMrAlMiMi ft, p wd ff irgead 
fiMtaa^erea Punctet aelkwendig 4«t VerhMltnis& voo fkiv.^ babaa 
mOssen, und weil es bei einer jeden durch den Mitlel|)unct «gehenden Linie ledig- 
lich auf das VerhAltaias der Parameter ihrer prejicireoden Ebeneu aolLommt. 

§.24. Pürallelismus einer Fläche mit einer Linie. 

Wenn uns eine Linie L gegeben itt, nod die Forderung gestellt wird, 
dass irgend eine Fläche F dieser Linie parallel sei, so ist die Bcdingunt^sglei- 
chung sehr If^icht zu fmderi, welrhp fifr die Parameter der Linie und der Flieh« 
erfölli sein muss, damit der geJordcrfe l'arailclismns wirklich Stall Hnde. 

Aus dem vorausgesetzten Paraiielisfiius der Linie und der Flaciie lulgt 
nämlich, dass, wenn wir beide aof den M i 1 1 e 1 p u n c t des Axensystems Irans- 
portiren, dann die Linie ganz in die Fläche fallen muss, oder dass dann 
alle Pallete derLinie zugleich Poncle der PÜeke sera minee« 

Welcbe Gleiehaiigen mm euch 16r die Linie L gegeben sein B^gen, so 
werden docb (nach |. 23) die Gleielrangen ikfrer Gentroj»arailele auf die 
Fem 

gebracht werden können. Die Gleichung der aof den AtiUeiponcI Iransporlir- 
ten Fläche F aber wird allgemein dorob 

- -*-T - = 0 

a o c 

dargestellt werden. Da nun, bei ihrer jptzij^en Lage, ein jeder Panel der 
Linie auch ein Puuct der Fläche ist, so krinnen wir die aus den Gleichungen 
der Linie folgenden Wcrthe von y und z ii» die (ileichung der Fläche setzen j 
dudurclj werden aus der ietzteren alle Coordinaten elimiuirl, uud es bleibt 

a 0 e 

aUdieBedingUDgsgleichiuigiWelebe swiscben den Parametern einer gegebenen 
Linie L nnd den Pcrmetem irgend einer PÜcbe F in Erfüllung gebrnehl sein 
muss, wenn die Fl&ebe der Linie parallel sein soll. 

Abb. Wie viele PliebeB auch eiaer aad derselben Linie parallel aeiv 
mögen, so wird doch für eine jede derselben die versteheode Bediagungsi:!ei- 

chnng' <;t:l(eri, welche für die Kryslalloyraphie eine ^ros<;c Wichtigkeit erlangt, 
weil ati den Krystaiien sehr hfiofi^ ganze Keiheo voo FlAcbeo aasgebildet sind« 
die alle dtrtelbeo Liote paraiiei liegen. 

g. 29. Bedingung fir den Pnrnllelismns einer Fliiebe mit der 
DnrebschniUsUnie sweier gegebenen Plaebeir. 

Sind uns irp;en(] z.wei Flächen und F' gegeben, und wird vfrlan<]jt, 
dass eine dritte Fliiche F" der Durchschnittslinie der beiden ersleren parallel 
sein Süll, so finden wir die entsprechende Hpdinf;unf^' f^erade so wie im vor- 
iiergeheodeu Paragraph, indem wir äuwohi die Durchschuittalinie von F und 
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F\ ali »Qch die drille Fliehe F" auf den Miltelpunct des Axensyslems traus- 
porlireo, weraaf dano jene Linie nothwendig gans in diese Fliehe ikllen mnai. 
Ei aeifn ano die Fiiebeii Fnnd P* gegeben danb die Qleickwgett 

- H-^ - = l und ^-k- -|--r = l 
a b ü ' a 0 c 

so haben die Gleichungen ihrer Durchschnittslinie die in §. 19 zu AnCiing sie- 
henden Werlhe. Wollen wir diese Linie auf den Miltelpunct transportiren, 
so sind n.K'h ^. 17 in ihren Gleichungen die, rechter Hand vom Gleichheits- 
zeicbeu stehenden GonslaiiteB «0 zu setzen} folglich werden diese Glei- 
ch uogen 

Die dritte Fliehe aber wird, wenn wir sie gleielilUlt auf den Biiltelpunet 
transporliren» eine Gleiehong von der Perm 

X y 5 _ 

-77 -h V77 -77 =11 

a b c 

haben. Selzen wir in dieser Gleichung die, aus den beiden vorhergehende» 
folgendeD Werlhe ve« ff nnd so folgt : 

M N R 

~T7 77> 

a 0 

oder, indem wir für 3/, IS und Ii ihre in 19 siehenden Werlhe einschreiben: 

aa{bc —b'c) bb'(ca^o0) cv(ab'-^ab) * 

— — /> '■ .» ' • ' ■ " jr **w 

a o c 

welches die gesuchte Bediugungsgieichuug ist, die für eine Flache F" erfüllt 
sein nnss, wenn solche der Dnrebscbnitlslime zweier Fliehen Fond f pa- 
rallel sein soll. 

Anm. Mae tiebt, das» Aeses Reivltal aoiailtelbar ane dem vorbcrgeben- 

den Paragraph gelblj|ift werden kann, weon man erw.igt, dass hier die Orissen 
Mt NmiK gaas dieselbe Bedeoleng babea, wie dort die Grossen ^, v nui 

|. 26* BotttmnioDg einer Fliehe, weUhe zweien Linien 

parallel ist. 

Wenn ans irgend zwei Linien L und L' gegeben sind, so wird es zwar 
sahüote Fliehen gehen, welehe suglsicb beiden diesen iiiiien pwallel sind. 
D» jedoeb alle diese Fliehen aneb noler einander lelbsi parallel sein nritasen« 
so koiSMt et nop fcraef an, das V.erbiltiiis8 der Parameter aufzoHnden, 
welebes fSr irgend eine derselben Statt findet. Dieses Verhältnis» ist nun 
aber für die doreb den Miltelpunct gehende Fläche genau dasselbe, wie 
fiir alle übri|?pn ; und diese Fluche bestimmt sich sehr leicht, indem wir 
beide Linien L und L' auf den \fi[felpunct des Axeosyslems traosporlireo. 
In dieser Lage werden ihre Gleichungen : 

•^-^ «Onnd* ' -0, 
^ — ^7 «sO und * »0. 



-77 -t- 77> -77 ™ 0 
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a 9 e 

die GtotchoBg der gesoehten Fläche, so gilt filT tie (nach |. 24) vwmSg« des 
geforderten Pamüelisiiias mit L die Bedioguog : 

a b c 

uad el>en so, vermöge des geforderteo Parallelismas mit L', die Bcdingoog 

?'._o. 

a O r 

Etimliiirl man aus diesen heidt n litMÜngungsf^leichung^en sucressiv die Para- 
meter //, b und r, so gelangt man leiclit auf fülgeude drei l'roporlionen : 

b '. C = (.iV — /< >' : Qf.1 — Q'f.1 

c : tt =i vq ^vq : — ^'v 
ab» ^(t ^^'fi : v^* — i^Q 
aus welchen dann weiter die Proportion 

gefolgert werden iLonn. 

Da man nun immer einen der drei Parameter b «od c mit einem will- 
kürlichen Wfrih** annflimon k;inn, so sind ttk Ii die anderen beiden, jeden» 
falls aber alle drei uacb ihrem V erhüllui.sse hckauuU 

§. 27. Bestimmung einer PlSche, welche den beiden Dureh- 
schnittslinien zweier Flicbenpaare parallel ist. 

Im vorheiisehenden Paragraph worden die beiden Linien, denen die 
Fliehe parallel sein sollte, als irgend zwei beliebige Linien vorausgesetzt. 
Wir können aber dasselbe Problem auch in der Weise auffassen, dass uns 

jed^> (lioser Linien als die Durcbschnitlslinie irgend eines Flächenpaares ge- 
geben ist; die Lösniig der Au%abe wird dann natürlich dieselbe, und nur die 

Form des Resultates eine etwas andere sein. 

Es sind uns also gegeben irgend zwei Flächen F und F', denn Dureh- 
schnittslinic L heissen mag, und eben so ir^^^nd zwei andere Flächen F" und 
F'" %on solrher Lage, dass ihre Durchschiultslinie // der L nicht parallel 
ist. Die Parameter der ersten Fläche F seien «, b und c, die gleichnamigen 
l'arameler der übrigen drei 1 iaclien schreiben wir mit einem, mit zwei und 
mit drei Accenlen. Es wird nun verlangt, dass eine fünfte -Fläche F,, deren 
Parameter a^, ^, und heissen mögen, zugleich der £ und der^' parallel sei. 

Ans dem Parallelismus mit der Oorcbsebnittslinte L folgt für die Fläche 
F. nacb§. 25, 

h T- + — S=0 

wobei M = nn'ihc — b c), u. s. w. 

Aus dem Parallelismus mit der DurchscbniUslinie L' folgt eben so : 

it ]S' R' 
h r- — =0 

/7, 

Wi n '"/I" "' /"' " 

= a a (b c — b c u. s. w. 
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Vergleicht man diese Bediogungen mit dem, was in |. 26 atdil» ei^ 
gelitt aieli elwc Weiteres folgende Proportionen : 

n,: b^^ HM' - H M ■ V/r -A'Ä 
dupcfi welche uns »Irnn abermals das Verhaltniss der Parameter r?,, //, und c, 
bekaiiui ist, weil wir jmnicr eiitcu derselben mit beltelii|j;ein Werllie ciotulireQ 
können. 



B. fielilcBei welche k Tenckledene n iiew|tte«ee efaie rertcMeie Ueaeg 



§.28. Gen trodistanz eines Punctes. 

Wir wendea ms jetzt zu einigen von denjenigen Problemen, welche sieh 
auf UneergrSesen end WinkeUiuiGlioBee besielu n, und nach dem besonderen 

Charakter des AxfnsvstPms sowohl eine verschiedene Behandlung erfordern, 
als auch auf verst luedcue Hesullate gelangen lassen. Dnhei woüets wir jedoch 
nur zwei Arlr-u von Axensystemen, nämlich das orlhoedrische und das irikli- 
uoedrisclie System berücksichtigen, weil sich aus denen für dieses letztere 
System gütigen Resullalen sehr leiclit auch iiicjenigen Resnllate ableiten las- 
sen, welche dem monoklinoedriscben und dikliuoedrischen Axeusysteme ent- 
sprechen. 

Abu. Dasfdbe gilt freilieb raeh fiBr das orthob'drii^ Axensystem« des* 
sea besondere fierfieksiebligoDg somit überflassig ersebeinen köonle. Deinn- 

geachtet ist es sehr vortheilhaft, eio jedes Problem zevOrdorst ftr dieses ein- 
fachste im*! regelm.f sl^'^stp Axensystem in Betrachtung z« ziehen, weil man da- 
durch leichter zu einer klaren Einsiebt in das Wesen der aoaiytisch-geome- 
Irischen Behaadlun^rsweise geUngt. 

Das erste Prohicin, welches sich uns für gegebene Puncte im Räume dar- 
Melet, ist die Aaffindong ihrer GeDtrodhlassen, oder ihrer Abstünde vom 

Milteipnnole des Azensystens. Es ieuditet von selbst 
ein, dass für irgend einen, durch seine Coordinaten 
ar, ff nnd » gegebenen leinet P diese Centrodistanz 
PM die, von dem Puncte selbst auslaufende Dia- 
gonale desjenigen Parallelepipedons ist, welches 
durch seine drei Coordinaten bestimmt wird. Die 
Grösse dieser Dijti^ouale wird aber verschieden aus- 
fallen , und auf etwas verschiedene Weise zu be- 
rechnen sein, je nachdcin uns ein rechtwinkeliges 
oder ein schiefwinkeliges Axensystem gegeben ist. 

I. CenirodUUm» ehet Punet99 im «rtiuMritekm AxtnijfitewM* 

Ist das iVxensystem ein orlholfdriscbes, so ist das Parallelepipedon recht* 
winkelig. Ziehen wir die if j^s so erhallen wir ein rechtwinkeliges Dreieck 

ritnmaiia a hrysullographie. ^ 
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MCQy dessen beide Katheten QC^y, und AfCsirsind; folglich wird das 
Quadrat der Hypotenuse MQ = //-t-r'. Ehen so ist aber auch PQM tm 
rechtwinkeliges Dreieck über dco beiden Kalüelen /'(^sb^, nndMQi daher 
wird PM, oder die gesuchte Centrodistanz 

n= /.r2 -H ^ 

welcher Ausdruck in allen Fallen gilt, der Punct P mag uun in diesem oder 
in jenem Oclaotea liegen. 

II* CmOrodUUmM anet Ptuiet$$ im trUtUnMritektn Axentfftitme. 

Es ist ein bekannter Sats der Stereemetrie, dass in jedem P^u^elepipe- 
don irgend eine der Diagonalen gleich ist der Snmme der Projeclionen 
der drei anliegenden Kanten auf sie selbst. 

Es sei nun MÄYZAer Octattt der positiven Halb- 
axen, in weichem ein Puiu-l P durch seine Coordi- 
naten PQ = .r, PK = y und PS ~ z gegeben ist, so 
wird PA/, oder die gesuchte Cenliodisinnz, diejenige 
Diagonale /> drs den Punct beslimnieiiden Parallei- 
epipedüns, an welcher dessen drei Coordinalen PQ, 
jP/? und P5 unmittelbar anliegen. Bezeichnen wiralso 

mit I den Neigungswinkel der PAf gegen PQ oder x 

« - t; - PR - y 

Fig. n. - f . - - . - P5 . Ä 

80 folgt aas dem erwähnten Satze der Stereometrie, dass 

PM^PQ.eoBi+PR* cos V H- P5. cos{ 
oder il=sd;cos$-l-yeost;-h«60s[ 

sein muss ; denn die rechter Hand vom Gleichheitszeichen siebenden Grössen 
sind ja lif Projeclionen der drei, an der Diagonale PJlf anli^fenden Kan- 
ten PO. PK und PS auf sie selbst. Es handelt sich daher nar noch darum, 

die drei W inkel v wwA Z zn finden. Zu dem Ende ziehe man in den drei 
Coordiii.it i;benen die drei l^itiicu MQ, AIU und MS, so wird, wenn wir wie 
in §. i'i mit a, ß und y die den Axen der y und ^8 gegeu überliegenden Mil- 
leipunctswinkel oder Axenwinkcl bezeichnen : 

MQ = |//-j.5* + 2y3 cos et = Q 

MR= y s^ + x^-hZsxcö fß^fi 

MS = }/ ^ -t- -4- 2 j'f/ cos y = S 
lü den drei Dreiecken PMQ, PMti und PMS lassen sich nun, indem wir 
PM = D setzen, die Cosinus der drei an P anliegenden W jukel, welche keine 
anderen, als die Winkel ^, v und ^ sind, durch folgende Anadricke darstellen; 

cos^= — ^nr^ 

£ß+^^ip 

"^"^ — 
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MtütipUcirt man diese drei Gleichuagea beziebeadlich mit ZDjCf 2Dy uod tD»^ 
und addirl sie hienitir, so folgt : 

21^ s 3/1» + ^ -I- / 4- iP - ^ 
daher 

nnd eodlich, nach Binaetzunf der Werthe Yon R nnd 5» 

ab def gesnohle Werth der Centroditlans des, dnreb seine drei Osordinaten 
gegebenen Pnaelesi'} ein Werth, bei dessen BeonlsBng natniüqli darnnf Jtüek* 
sieht sa nehmen ist, dass die Forsnel vorauss< i/.t. der Punct P liege im Oo- 
tanten der positiven Halbaxen, und die Winkel a, ß und y seien in diesen 

Oclanlen lauter spitze Wiukcl- SoIUp also einer dieser Winkel ein s tu m - 
pfer sein, so wird der betreffende (losinus negativ zu ociiuien sein, und sollte 
der Punct iu einem anderen Uc tauten liegen, so werden Aenderungen der 
Vorzeichen sowohl für gewisse Cosinus, als auch für gewisse Coordinaten 
eiiiLretcu uiü^äcn. 

Aaoi. Daäi io diesem aUgömeinaten Ausdrucke für die Centrodislaoz eines 
Panetes auch der verbergshende, für ein ortbolMriacbes Axeuysleni gefundeee 
Adsdrock enihaltea sei, dies ist eiiileuefateod, weil in diesem Axeesysleae u^ß 
SS 90® wird. 

§. 29. Distanz eder Intervall zwei Pnncte. 

Sind uns zwei Puncle P und P' gegeben, so erkennen wir durch eioe 
sehr einfache Betrachtung, dass ihre gegenseitige Distanz oder ihr In- 
tervall die Diagonale desjenigen ParaUelepipedons ist, dessen drei Kanten 
ven den drei Differenzen der gleichnanigen Coordinaten beider 
Pnncte gebildet werden. 

Man überzeugt sich besonders leicht von der Richtigkeit dieses SaUes, 
wenn man sich beide Pimrfe in einem und demselben Oclanlen, und 
für den einen derselben lauter grössere Coordinaten gegeben denkt, als 
für den uaderen. Es hat aber der Satz eine ganz allgemeine Giltl^kcil, wenn 
man, bei anderer Lage der Pnncte, und bei anderen \ erliältnisseu ihrer Coor- 
dinatwerthe, nur aut die V urzcichcu der letzteren achtet, durch welche 
sich in gewissen Fallen die Differenz der Coordinaten ab die Summe der^ 
selben, oder aneh als eine negative Griisse heransslellen wird. 

Nehmen wir nnn an, um znnidist jeder Berlieksicbtigang der Vorzeiehen 
aberhoben sn bleiben, dass beide Puncte im Octanten der positiven Halb- 
axen liegen, und dass die Coordinaten des Punctes Pgrösser sind, als die 
des Punctes P\ so ergiebt sich die Lösung des Problems, die Distanz oder 
das Interv;ill beider Puncle zu bestimmen, unmittelbar aus dem vorhern^ehen- 
den Paragraph, in dessen Hesultaten wir nur statt j-, y und s die Uillerenzen 
x—x\ y — y und s — einzusetzen brauchen, weil diess ja im ii^egcnwärti- 
gen Falle die an der gesuchten Diagonale des Paraiielepipedoos uamiltelbar an- 
liegenden Kanten sind. 

3* 
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Ist also das Axcusystea ein orlhocünsuhes, so wird die Distanz oder das 
Intervall beider Puncte : 

welcher Ausdruck ganz allgemeine Gilligkeit hat, sobald nur die Vorzeichen 
der Cüordinaten berück sie Ii Ligi werden, wie sich solche nach Maassgabe der 
Lage der Puncte in diesem uder jenem Oclanlen bestimmen. 

IL JIH»imt9 Mm§kr Pimote im tn'kük^ikHtekm ^wmv^fHtm, 

Iii das Axensystem em trikliDofilrisebes, ao wird die IMilanz beider 
Pnnete : 

2(s^z')(a:-~a/)cosß+2(x—x')(y—y)co3y] 
wobei in jedem besonderen Falle nicht nur auf die Vorzeichen der Coordina- 
ten, sondern ,iiirh dnrntif Rürkstrhf ru nehmen ist. welrlie von den Winkeln 
er, ß und / in dcm()ctanten tlei lositiven Halbaxen als spitze oder als stumpfe 
Winkel erscheinen, weil der Ausdruck von J in seiner vorstehenden Form 
voraussetzt, dass beide Puncte im Octanten der positiven Halbaxen lie- 
gen, und dass in demselben Octanten alle drei Winkel spitze Winkel sind. 

§.30. Neigungswlnlce! zweier Linien. 

Sind uns im Iiaume irgend zwei Linien L und L' gegeben, so isl eines 
der wichtigsten Probleme die Bestimmung ihres Neigungswinkels ff . Denn 
wenn auoli beide Linien gar nicht zum gegenseitigen Durchschnitte kommen, 
so werden sie doch immer mit einander einen gewissen Winkel bilden. iSuu 
ist es aber tob selbst einleuehlend, dass dieser Winkel gar niebt tou der ab- 
soluten, sondern lediglicb von der relativen Lage der Linien abhängt, ond 
dass er nnverindert bleibt, wenn wir eine jede derselben in einer sich 
selbst parallelen Lage anf den Mitlelpnndt des Axcnsfstens transporliren. 
Wie also auch die absolute Lage beider Linien beschaffen sein nag, so sind 
wir berechtigt, bei der Bestimmung ihres Ndgnngswinkels statt ihrer selbst 
ihre beiden Centropara Helen einznfobren; und welche Gleichungen nns 
auch riir Ar und L' gegeben sein mögen, so werden solche immer auf die Form 
der Gleichungen einer durch den Miltelpunct gehenden Linie zu bringen sein. 

Es seien nnn die Gleichungen der Gentroparalleie von L 

p q s p 

und eben so die Gleichungen der Gentroparalleie von 1/ 

4-«,=0nnd^-f =0 

Da v. \r den Winkel nicht unmittelbar, sondern nur in einer seiner trigono- 
meirisciien FuncUooen bestimmen koaoen, so wollen wir den Cosinus dessel- 
ben aufsuchen. 
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Zu dem Ende wählen wir ia im Cratr^panUdie von L irgend eisen be- 
liebigen Panct Pf dessen Coordinaten Xj y ond sowie in der Genlropnral- 

lele von L' ir^^end einen beliebigen Punct P\ dessen 
Coordinaten wir mit ^' , y und s' bezeichnen wnllen« 
um sie von denen des ersleren Puncfes zu unterschei- 
den, Ziehen wir nun die Verbindungslinie PP' beider 
Puutte, eiilsteht eiu Dreieck PPM^ in weichem der 
«n M anliegende Winkel PMF der gesuchte Neigungs- 
winkel ßF beider Centroperallelen nod felgUcb auch 
beider Linien ist. Hieraas eraiebt sieb 

«f »• cos fy - ^P^+pp'^^f-^PP' 

couv miTpli 

oder, indem wir die für die Centrodistanxen and für das Interrall beider 
Pnneie gebtaaebtan Bnebstabeo einrühren : 

eos fr — 227/>' 

Bis hierher ist die Losung des Probienis dieselbe, welche Beschaffenheit 
auch das Axensystem babeu möge; es handelt sich nun aber durum, für Z7, 
D' und ./ ihre Werthe einzusetzen, welche ailcrdings nach Maassgabe des 
Axeosystems verschieden sind. 

I. Neigungswinkel sweier Linien hn nrtkoSdritchen Axent^steme. 

Wenn das Axensystem ein orthorflrisches ist, so folgt aus vorsteliendeHi 
Ansdrofike ven cos fV, ind em mau fiir Z> , ly und / ihre Wertbe 

J ^Y{» - (y - -!-(*- 
einsetaly naeb den gebSrigen Reduciionen, 

cos ff = 



Snbslitoirt man bierin die ans den ebigen Gleicbangen der Centroparalielen 
von L und V sich ergebenden Werlhe von y und js, von y* ond 9\ so elimi* 
niren sieb alle Coordinalen, and es bleibt 

welches der gesneble Weiib von eosM^ in einem orthoSdriscben Axensf- 
Sterne ist. 

Hienns ergiebt sich für die Ree hl winkeligkeit sweier Limon die 
Bedingnngsgleiebnng fp* 4- fq 99' »0. 

II. Neigungswinkel zweier Linien im triklinoediHschen Ajrpusysleoie, 
Setsen wir in dcas oben vor I stebenden Ansdracke von cos IV 
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3 sBt y'[j;*+y*-4--5*-+-2y5 co8o+2s^cos/94-2«ycos}^J 

= K [(-t--Ty+fy-yV-^fs-i';'+?fy-y';f:-i>os«-^2(»-sO(*-*>os/r-».l(#-*n(ir-^^ 
SO ergiebt sich, nach den gehörigen Keductionen, zanäthst cosfF 

B y 3*+t^*^ 5* + 2y;ro5f< -t- "ii 'ixyros}' * 4- 5'*4-'.'»/ : ro«f« + 2;\r'co»,i4-*ia-.y cos;' 

Subslituirl man hierin abermals die aus deu obigen (jileicbuugeü der Gentro- 
parallelea iulgeodea Werthe von u und von y' und a'. so erhält mau 

Für die ReehtwiDkeligkeit zweier Linien nnss daher die Bedingnngs> 
gleidimig 

in ErföliuDg gebracht aein. 

^. 31. Ceniroaormale einer gegebenen Fläcbe. 

In der theoretischen Krystallographie spielen die Centron orm alen 
der Flächen, d, h. die aus dem Miliclpuncte des Axensystems aar die Krystall- 

fliicltoi) '^rz»>n^enen oder gedachten Normalen eine sehr wichli}i;e Rolle : aurh 
bcdiirfeu wir dieser Linien bei der Bestimmuni; drs »ii^Min^rswinkels zweier 
Flächen : es ist daher nolhwendiij. für eine gegebene Fläche F die Gleichun* 
gen ilirrr Centronormale autzusucben. 

Es sei die Gleichung der gegebenen Flache wie gewöhnlich 

« o c 

80 wird ihre Centronormale, als eine durch den Hittelpunct gehende Linie, 
im Allgemeinen durch zwei Gleichungen von der Form 

P q ' ^ P f » 

dargestellt werden. Zur Bestimmung der Werihe von p^ f und t gelangt man 

nun aber durch folgende Betrachtung. 

Da die gesuchte Linie auT der Fläche uonnal sein soll, so niuss sie es 
auch auf allen in dieser FlHcIie liegenden Linien, folglich auch auf den In - 
tersec Ii <Mn> n dor Fli) !tp sein. F-]s werden aber diese Interscclionen nach 
§. 22 durch tuigcude (jleicbuugen bestimmt : 

nie Interseetion (ya) durch j? 0 und | ^ ^ it 
(mp) - vsOund " -»-'-«1, 

(xy) ' Ä 0 und - T = 

^ " ab 

Für jede dieser Inlerseclionen und für die gesuchte Normale niuss also die 
Bedingung der Kechtwinkeligkeit erMIt sein, welche irir in §. 30 ken- 
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mh geknit hahm. D« jUneh dkM Miqgiing Mch Maangplie des Am»« 

Systems dne verschiedene ist, so bs]|€B wir auch die MAim FiU]« des ortho0- 
drisobm vml trikliaoddrissbeD Azeasystems besoaders id BetrachbBiif za 



I. Centronormale einer Fläche im orthoednschen Axensysteme, 

In einem orHioedrischen Axeiisysleme sind nach §. 30 zwei LiliieB Mf 
einander rediiwiiiikelig, wenn liii ihre Parameter die Gieicbiüig 

-f- -h = 0 

erfüllt ist. Lasseii w ir nun die P;iraiiicter q und s als die der gesucljleu 
Normale gelteo, so werden wir Itir die drei Parameter p\ q uad s successiv 
diejenigen Werlbe eniBvfiibren haben, welehe in den ebenstebenden Gleicbun- 
gen der drei iDlerseetiooen indieirt sind; diese werden : 

fiir die InCerseelian (ys) : /i' s 0, / » ^, s ~ e 

- - - (xy) : = <?, ff^^b, *' = 0 

woraus sich denn für die Reclitwinkeligkeit der geuichten Normnle mit diesen 
drei intersectionea die Bediuguugeo : 

qb — sc = 0, pa — sc = 0, und pa —q/f = 0 
ergeben. Da wir nun für die Normale, als eine durch den Miltelpuiit t - < in inie 
Linie, nur die V'er ha Uni &s w e rthe ihrer Parameter q und s zu kciiuen 
brauchen» und da diese in den vorstehenden Bedingungsgleichungen gegeben 
sind, so werden in einem recblwiokeligen Axensysteme 

|_«=o, 

b a a e e b 
die Gieichungrn der Centronormale einer, im Oclanten der positiven Halb- 
axen mit den Paramelern b und c gegebenen Flache. Hat die Fläche eine 
andere Lage, so werden sich die Vorzeichen fieser oder jener Parameter 
ändern. 

Anni. Wollf'n ^vjr diese Gleichungen so schreihcn, wie es eigenllir!) Hir 
eine durch deu ^iitteipuiict gehende Linie gefordert wird (§. 23)t dass uaulich 
die anf dieselbe Ax^ bezüglichen Psrameler Bbcrali denselben Werth 
babea, so mOssea wir die erste mit e, die sveite mit b, and £e dritte mit « di^ 
vidirea ; demnach stellen 

^—^ = 0, -__=:0, aad-2- — -7«0 . 

bc ra Uli hr ea ab 

die (jlcichuiigen der iNuniialc io ihrer wahren und eigeollicben Form dar, auf 
welche hei oiancheu Problemen Rücksicht zu nehmen ist. 

II. Cenironormaie einer Piacke im triiltnoädnteken Axeneyeteme, 

In einem triklinoedrischen Azensysteme ist nach §. 30 die allgemeine 
Bedingungsgieichnog för die Rechtwinkcligkeit zweier Linien: 

pp'-hqq*^ts'-hiqs'-i-q's)cosa+{sp''^'s'p)coSfi-h(pq'-^p'q)cosy=iO 
Mehmen wir hierin abermals p, q und e als die Parameter der ^nebten Nor- 
male Nf sowie p'f -q' ond a' saceessir als die Parameter der drei Inlcrseclio- 



uiyiii^Cü Ly google 



■ 



40 Aoalydtehe Stereometrie; CenlroDorinaleo. 

^en TMi wl« sotebe unter I uf^fllhrt siMdt so einhalten wir ab B«> 
dliigoog8||eSebttog«i ihrer ReektwinkdigUit gegen dielioraile 
für ItterMctioa (y»)y eeesft)/)— (e^lcosa^^-C^cesp^^ceee/fj^BO 

(jsot), (c — acosß)s — (a— ccos/J)/>+(ccosa — acosy)^^«^ 
{tt—bcosy)p—{b—acosy)q-k'{acosß—'bco8a)stss0 
Von diesen drei Gleichungen sind je zwei hinreichend, um die Verhältniss- 
werthe von q und s zu hesltmmen, aufweiche es ja lediglich ankommt. 
Wählen wir z. B. die beidnn GIfirhuiigen für die lnlersec!ionen (yz) und 
(z.r). muUipücircn wir die erste in allen ihren Gliedern mit (r — a^'mß)^ die 
zweite in allen ihren Gliedern mit (c— Äcosf?), und addiren wir sie dann, so 
findet sich das Verhältniss von p : g-, und durch ein ähnliches Verfahren ge- 
langt man auf das Verhältniss von p und oder auch von q und s. Wird 
diese Rechnung ausgeführt, so folgt endlich nach allen Redaetionent 
p s 6csin'a— a&(cos/9— cos^cosa)— ca(cos;'— cosacos/?) 
g im minV— ^('(cos/— GOsaeosiQ— ff6(G08O— cos/SMgj^) 
* s Asln*^— ea(GOfla— cos/9cos/)— ooej^ofea) 
welches die Parameter der gesuchten Centronormale einer im Odantea der 
positiven Halbaxen durch b und c gegebenen Fläche sind, wobei noch 
Toransgesetzt wird, dass die drei Winliel et, ß and / in solchem Octanlen als 
spitze Winkel erscheinen . 

Wir können diese Wertlie noch etwas einfacher ausdrücken, wenn wir 
die zu Ende von §. 12 slcfiendcn Relationen benutzen, welche zwischen den 
drei Axenwiukeln a, ß und y und den, immer als bekannt voranszuselzen- 
den Neigungswinkeln B und C der Coordioal-Gbeaen Statt finden j setzen 
wir dabei, der leichteren Uebersicht wegen, 

cos^8in/9sin;' = ^' 
GosMn^vitttt B' 
mC%mamß as C' 
so gelangen wir für ^, q und # auf die nachfolgenden Aasdrneke : 

f « cas'm^ß^bcC—abA' 

s = abs'm^y—caA' — bcB'' 
Anm. Werden die s.lramtlichen Winkel =90'* gesetzt, so führen nns 
diese Werthe auf die Proportion p:q:s = //r • ca : aby aus welcher sich die 
obigen sehr einfaehea Gleichangeo der CenlroDoroiale in eineai rechtwinkeligen 
Axeosysteae ergeben. 

§* 2St, Neigungswinkel zweier Flächen in einem orlhogdri- 

sehen Axensystene* 

Wenn nns swei Flächen F und F' gegeben sind, so ist, nächst der in 
§. 19 gegebenen Bestimmung ihrer Durchschnitlslinie, die wichligste Aufgabe 
die Bestimmung ihres Neigungswinkels. Das Verfahren, dessen wir uns dabei 

bedienen, ist ganz ahnlich demjenigen, welches m ^. 8 befol^j^t worden ist : 
d. h. wir suchen den Neigune^s\\ inkel /f' der C on tronormalen Iteider 
Flächen, welcher ja dem Winkel der Flächen selbst gleich sein moss. Die 
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lJkmt$ Mbhns ist faher tnok tvmfaiedeii nteb Maassgabe des Axen- 
systeiBS, nnd wird suoiebsl I6r ein orlhoMriBebes Axuofttm Mgeml«!^ 
«aaMth Ko geben sein. 

Es seien die Gleicbugen T6n P Irad F' 

- + 4+- = l und -r+ rr + -y =1 

a 9 e übe 
so werden nach |. 31 die Gldehongen der Gentranormale von F: 

b m a 0 

md elien se die Clei chi ny p der Geotronomale Ton F' : 

=Ouod^.--r =0 . 

Verlahren wir nun eben so wie in §. 30, d. Ii. i^len wir in der ersten Ner- 
male irgend einen Puoet F, in der zweiten Nervale irgend einen Puncl P', 
und betrachten wir das von diesen beiden Puncten und von dem Mittelpuncfe 
M des Axensystems bcslimmtc Dreieck WM, in welchem der der Seite PP' 
gegenüberliegende Winkel der gesaclUe Neigungswinkel W isl, so erlialten 
wir abermals : 

cos/r » 

oder, nach Solislilnlion der Werthe von D' und J, 

cos/T: 



Setzen wir endlicii iit diesem Ausdrucke für ^ und r., für y und s' ihre, aas 
den Gleichungen der beiden Gentrononnalen folgenden Werlhe, so ergiebl 
endlieh 

... M hb ee 

COSfr s — 



oder eosl^ » 



aabb'-hccaa-i- bh'cr 



welcher Ausdruck deshalb negativ zu nehmen ist, weil es sich gewShnlich um 
den stumpfen Neigungswinkel beider Flächen , oder um denjenigen Winkel 
bandelt, innerhalb dessen der Mittelpiinct des Axensystrms fz;plri^en ist. 

Für die Rechtwinkeligkeit zweier Flächen folgt hieraus die Ikdio- 
gungsgieicfaong: 

III* 

— 7-4-TP-*-— » 

an M rc 

oder ancli aa'Oö' -hcc'aa -i-bb cc ==0 
wogegen für den Parallelismus derselben die Proportion a i b' ic = a-.b-.c 
erfüllt sein muss. Da nächst dem Cosinus des Neigungswinkels fV zweier 
Fliehen aneh die Tangente desselben eine wichtige Panelion bildet, so 
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Mlien wir nfteli den Werth dfifMlIiea bec, wie er locht ms dm Warthe von 
ooelP gefolgert werden kann; es ist 

yi^d\bc^b' c)'''^bH' \ca'^c'af'¥f^c'^{ab'''ab)^ 
oder auch, indem »an die in $. 18 gebranohte Sehreibart anwendet: 



Anm. Es ist nun sehr leicht, aus dieseo allgemeinen Ausdrucken fflr cos^ 
oder tangM^ die Neigangiwinkel hrgeod eioer Fliehe F gegen die drei Coordi« 
oet-Ebenen zu bestiniiien. Man braucht zu dem Ende nur die zweite Flüche F* 

successiv als die Coordinat-Ebene (/yv), (zj-) und(j-y) einzuführen. Bezeichnen 
wir die Neigungswinkel der Fläche /' gegen diese Coordiuat -Fhenen ntit .V, Y 
und Z, so wird successiv a\ b' und e' = 0 zu setze» sein, uod man Tindel daher : 

eefJT: 



cosr= 



ca 

ah 



worant sich die Proportion : 

cosJT : cosK : eosZ ^ be \ eaxab 
ond die Verbttllniwe : 

cos^ : cosT ^ b : a 
cosZ : cosA = a : c 
eosK : eosZ ^ e : b 

ergeben, welche aus einem dieser Winkel sehr leicht inr Bestimmeiif der bei- 
den aederen geiaogen h» sen. 

§. 33. Cosinus des Neigungswinkels zweier FUeben im 
trikllnol^drischen Azensvsteme. 

In einem triklinoSdHÜchen Aiensysteme gilt zwar ebenfalls für den Nei- 
gnngswinket zweier PÜehen der im V«rhergeliedden Paragraph stehende all- 
femeide iAuedrack-«^' 

—2DD'- 

allein diefirössen D' und J erbaiten hier andere VVerlhc, weil sich ja nach 
§. 31, II die Piunrnoier q und p\ q und s der beiden Cenironormaien 
ganz anders hesliinnjen, als im orlhüi''drisc{ien Axensvsteme. 

Die Gleichungen der beiden Flächen /« und ¥ seien abermals: 

- + y -4— =s 1 und , -H -r = 1 

ft 0 c a b c 

Nennen wir ihre üeutrononnaieu iV und iV', und setzen wir, die üleichungen 
seien: 
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furA': - - ^ =üuud i - - =0 

^ f 9 p 

so wird nach §. 31 , 11 iu diesen Gleichungen 

fÖriV: p=bcsm^a—abB —caC 

t Bff ^sUi V~ *ff*A — ^«Ä' 

rUr ZV' : p=^l/c6\n'a^a h B' ^caC 

*'«Ä'*'ßinV-«v^-*vjr 

Der ^'eigungswinkei beider Normalen be&timiul sich aber aus ihren vorslehen- 
deo Gleichungen, nach §. 30, durch cosfV = 

4 

/ 7' 4- ?7 igt' +q'g]eosf(-t-[$p' +s'p:eo»ß+i pq' -i-p' 1/ coi>y 

Sobslitairt man iu diesem Ausdrucke für p, q und ^, p y q und s ihre vorhin 
aogegebeneD Wertbe, so gelangt man attf Äaa eigeolücb gesueblen Werth von 
omI^. Es wurde jedoch diese Substitntion 'eine ziemlich weitläufige Rech- 
nnng erfordern, wenn man dabei den Zähler und Nenner von cosM^ ohne 
Weiteres in ihrer vorsiebenden Form zn Grunde legen wollte. Weit schnel- 
ler gelangt man zum Ziele, wenn man vorher den ganzen Ausdmck von cos^ 
einer Rediu tion unterwirft, welche sich dadurch ergiebt, dass man sowohl 
den Ziihler //, als auch die bf Ideu Facioren H und ti des Nenners in einer 
anderen Weise schreibt. Es isl iiiimlicli : 

H = p(p'+q'ensy-+-scos^j ) -f- f/(f/' -h-s' cos a-hp'oQSyyt'M^s'+pQOSfi+q'c^tiia) 

n^lcr iiiK'ii, auf ahnliche Art uusgedrückl : 
H = /; I ;?-4-f/L0sj' scQ&ß) q\q sw^a pcosy) + s\s + pcoaß j^cosa; 

und es. jsl ebrii .so : 

H =p(p-^q cos/-*- s cüSji ; 4- y(y H- *cosa -+- pcoay) s (s-hp cosß -f- ycosa ) 
Jf s y (/?'4-y'co8y-»-5'cos,y)4-y'(y'-fr-« c08fl+/»'cos/)H-Ä'(jr'-4-/>'cos/?-f.y'cosa ) 
Sacht man nun zuvördersi die eingeklammerten Grössen durch SnbaUtu- 
tion der obigen Werthe von ;^ v, p\ t/ unda' zu bestimmen, so findet 
man, wenn 

l^cts'tt— co8*j9<^cos'/H-20osaoQi^cos3^s E 

gesetzt wird, 

p+q cos/ ■+- s cosß wm beE 
q -\-s Cosa -+- p cos/ = cnE 
s -\-p cosi^-f- y fos«= nbE 
p -k-ij cos/ -H ^cüSiV = h c K 
y -h* cosa -hp co&y s=ca£ 
s -i-pQOsß + jf'cosce ^ab'E 
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woraus sich denn crgiebt, dnss 

H ss{pb' c '^qc a -¥sa b' oder auch ^(pbc'hg'ca+iab)E 

K={pbc -^qca '^sab)E 

K'=(p'b'c-hqc'a'h Ba'b')E 
Demgemäss reducirt sich der obige Ausdruck, von cosfV auf: 

„, pb'c'^qc'a'-^stilf \ 

eosM^pr , , . 7^7=^ T T— 7-7, 

y pbc-^qca-^saby p b c -^q c a -^s ab\ ^ 

y pbc+qca-hxah y p 0 c -hq c a -\-s ah] 

Führt man nun in den einen oder anderen dieser Ausdrücke abermaU die 
oben siehenden Werthe von p<, fl ^ q und ein, so wird: 

»jp =66'rc !sio*« + r<>'fla'sin",'?+aa'66'»in'/— <lfl'lAc'+6 ci ./ — fet'(ra'+c'a)£f' — cc'(a6'+a'6)C' 

in welchen Formeln man nur noch die zu Ende von §.31 stehenden Wierthe 
von A\ B* nod C* zu snbstitoiren bniDclil, um dien definiliTen Ant- 
drnek für cos/P^ «iin« Fonelion der Perimeter beider FUcben Food 
F' und dereeehsGrundwiukeldes Axensyetemee sn erhalten. 

Man ersieht aus dieseoi Ausdrucke für cosfV, daM die Berechnung von 
Winkeln nach den Fonndn der analytischen Geometrie in den schierwin- 
keligen Axensyslcmen nicht vorlheilhafl ist, weil sie meist auf sehr weitlau> 
fige Rechnungen führt, während man durcli die Formeln der spbMriseheo Tri» 
goDometrie weit kürzer zum Ziele gelangt. 

Desongeachtet hat der allgemeine Ausdruck von cosif den Vortheil, dass 
er uns» iu allen Fällen sofort auf das Endresultat gelangen, insbesondere aber, 

dass er ttis die Bedingungen erkennen IümI, welebe filr die geforderte Lage 
irgend gegebener oder auch gesuchler FiSchen erfüllt seitt mfiuen* Pir die 
theoretiacbe Rryiilanegraphie ist er diber gir nicht sb entbebreo. 

|. 34. Tangente des Neigungswinkels sweier Fliehen Im 
triklinoSdrischen Axensystene. 

Aus dem zweifarhf n Ausdrucke, auf welchen wir in §. 33 für den Co- 
sinus des Neigungswinkels zweier Flächen F and f gelangt sind, näm- 
lich aus 



cosM^ 



Y pbc-^qca-^sab Ypbc'^qcü'^-M ob' 

, „, pbc-^acn-^tab 
undcoslrs - r , . , , , . , . , 

y phc-hqca-hsul/ y p'b'c'-^q'c a a b 

gelangen wir unw sehr leicht zu der BestijDmung von cos^//''; indem wir 
nämlich diese beiden Ausdrücke mit einander muilipliciren, ergiebt sich: 
^^jy ^ {pb' c -^qc a -^sa ii ) ( p'bn-^qca +s'a b) 
{pbc-^qca -i-gab) {p bc't-q'ca-t-sdb) 
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.iii^ iMui elMfOlt arfl LMligk«it toittniify, w4^«i4IMI #9^TtD* 

':T'*lH| pbc+qca+*ab 

Dieses ist ein einfacher und iibersichllicher Ausdruck für die Tangente des 
IVeigunf^wrnkHs zweier FIHrhrn. in welrhrm solche als eine Function der 
Parameter beider FlSrhon iiitil di r raranieter ihrer beiden T. eiilronor- 
mai^u etscheiiil. Man Lräuclil nur uuclt iüi' p, ^, p\ q und .v ihre 7.u 
Anfang von §. 33 stehenden Werlhe zu substji^uii'eo, diesen Aufdruck a^o 
nmzugipMfluii» di^s er si^h avdi alt tiiiß f pi|6|i|»ii 4«r Wuilel 4% ß, <7, «, ß 
nnd y (iimi^ Pilirl PUB diffi 3f|NI^M9» Wßlhm geiangl |i|aK,,pi|ehi 

y 5— y/=sin^,/s?n''/gsinV[^K/'f //e — A'c) -hblf'ieä-^om je myi % ^ $ ^'{ab' -a b)co&ß\ 

s'p—sp =sui^Bsin^ysin^a[bb (ca --c a)-hcc(ab' - abjoosa-haa (0^^ 

p q—pt/' :=%m^(yw^rr;iU}^i^rr (ab' — a b)H'aa (bc —b c)c&sß'^^ 

und daao aul loigeaiien dehnitivcn Ausdruck : tangl^ 

_ sii>//.sin;3sin ;- ^/ V' + /?* +2 .l/.Vcosj' + 2/f ,Vcos/9 +2A7?«os«) 

1b wplohMi, der besseren Uebeniclil wegen, wiedemm 

M'(ca-ca) mtN 

nad, wie eben in §. 31, 

- cos.-/sin/isiny=y^' *■ 

M cosi^sinp/sincrsi?' 

cosCsinasioi/^;» 6" 

geseisl worden ist 



IPrtttM Cä)»ftrl. 
Ailgemeine Zonenlehre. 

$. 35. Vorlinfige BeneTkong. 

Indern wir jetzt za einigcu, die Kryslallformen insbesondere belreffenden 
ItoM^CB der annlf liscben Ifeemelrie iibergehen, nUssen wir i« ibien bes* 
Iprea Venlindoisse eine allgemeine Bemerkung Formusebtcken, wdeke sich 
ipf die AUeiUipg der RryslaUformeo beiiebL*) 



*) V«r|l. »elae Atfiustgriid« d«r KrysUllograpb!«, 2. Anl. 8. 19 f. 

« 
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Alle KrystallferiDeD, welehc an mner und ienelbea Hioerilspeeics 
kommen, Inlden bekanollieh eioen in sieh ib^sehloHeiieB Pormeneomphnc, 

zwischen dessen einzelnen Gtiedern ein sehr genauer Zusammenhang Stall 
fiodel. Dieser innere Zusammenhang ist wesentlich darin begründet, dass die 
den ver«;oh}edenen Formen angehörigen Flächen verschiedene Parameter- 
VVerthe h.iben, welrhe insfresamml auf ein i^eineiHschnftiirlirs d i u [i d v e r- 
hiiltiiiss zuriHkt^t'Inlirt werden können, aus (Jessen (ilie(ierii de IVtramcter 
der übrigen Flaciien durch MullipHcalion uiil rationalen, ganzen oder ge- 
brochenen Zahlen abzuleiten sind. 

Neunen wir also die Grundparameler a, b and c» so wird es allemal 
eine Form geben, deren Fliehen dnreh diese Parameter bestimmt sind, 
weshalb sie aneb die Grundform genannl wird. Alle obrigen Formen des- 
selben Formencoroplexes lassen nun aber ihre Parameter als rationale 
Multip la oder Submultipla dieser Grundparamelw nrbennen. Bezeich- 
nen wir daher die rationalen Factoren der Grundparameler mit den Buchsta- 
ben m. n und r, so werden sirh die ParaoMler-VerbäUoisse aller übrigen For^ 
men G\ G" u. s. w. allgemein durch 

sia \ nb i rc 

mm inb i rc 

o. s. w. darstellen lassen, flfan nennt daher auch diese rationalen Factoren 
m, fi und jr', n* und r' n. s. w. die Ableilnngsnahlen der Formen 
€t n. s. w., weil durch ihre Eiuruhrung die Parameler-Verhilloisse dieser 
Formen ans dem Grundverhältnisse abgeleitei werden. 

Dieses Gesetz, dass die Parameter aller Formen eines und desselben 
Formencomplexes rationale Multipla oder Submultipla der Parameter einer 
dieser Formen sind, oder dieses Gesetz der Rationalität der Ablei- 
luugs zahlen ist bekanntlich eines der wiclitigsleu und einflnssrcichslcn Ge- 
setze der Hrystallograpbie, dessen Erwähnung an gegenwartigem Orte erlor- 
derlich war, weil die Resultate der folgenden Betrachtungen zum grossen 
Theile auf ihm berohen} Belrachtangen, welche sich dneslheils anf die Zo- 
nen der Krystallflächen, andemtheils anf die T ra n s f o r m a t i o n und C o - 
pnlation der Axensysteme beziehen, 

§. 36. Zonen, Zonenlinie, Zonengleichung. 

In der Krystallographie spielen die Flachenzonen eine ausserordentlich 
wichtige Rolle, und die Wissenschaft wird es immer dankbar anerkennen, 
dass fVetss zuersl die grosse Bedeutung dieser Zonen erkannt und nach allen 
Richtungen geltend gemacht iiat. ^ian versteht nauilich unter einer Zone 
▼on FlSehen jeden Inbegriff von drei oder mehren Flüchen, welche einer 
nnd derselben Linie im Ranme parallel sind.*) Diejenige Linie, in Besag anf 
welche solcher Panllelismos Stall findet, nennt man die Zonenlinie; alle 



*) Vergl. AobBgagniode der Krystallographie, 2.Aia. S.S. 
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PUfetaeD aber, welehe sn eiser wd denelbeB Zooe gehüreo, wollen wir 
tantozonale Flachen nennen. 

Am diesem fiegrilTe einer Zone folgt von selbst, dass alle taalosooale 

Flächen, wenn sie mit einander zum Durchscliniüe kommen, lauter parallele 
Darchschniltslinien oder pnrrHlelc Kanten bilden müssen, wodurcb sie 
sich aiirh gowöhnlir.li als die Fiactien einer und derselben Zone zu erkennen 
geben Den;!« i( In n zu einer und derselben Zone gehörige Kanten mögen 
lautozüuaie Kaulen heisseu. 

Da das wesentliche Verhällnies aller tautozonalen Flächen in ihrem Pa« 
rallelismos zu einer und derselben Linie gegeben ist, so ist es gleicbgiltig, ob 
wir ons diese PlÜeben ausserbaN» des Ifitlelpnnetes, oder ob wir sie uns ins- 
gesammt anf den Mittelpunct des Azensystens transporliii denken. Sind sie 
uns also aussCTfaalb des Mittelpunctes gegeben, wie dies an den KryslaUfMinen 
der Fall ist, so wird ihr wesentliches Verhältniss nicht gestört werden, wenn 
wir sie auf den Millelpuncl verip«?efi. Sie werden sich dort alle in einer nnd 
deraeiben Linie sciineideu, welciie ü-Ijcu ilic Zoiieiilinic ist. 

Die Wiehl i^'lceit der gauzcu Zonnilelue beruht besoudcrs darauf, dass 
die Zonenlinie nicht als eine arbiträre, sondern als eine, iu der Entwiciceiung 
des betreffenden Formenromplexes nothwendig gegebene Linie hervortritt. 
Sie wird jcdeniülf dnreb irgend nwei FlSebend^Zone bestimmt; welebe 
swei Fliehen es aber auch sein mögen, als deren Dnrebsebnittslinie wir uns 
die Zonenlinie denken wollen, so wird sie doch stets dnreb zwei Gleiebnngen 
▼on der Form 

f-3^=Oond5-^ «=0 

dar;rp<;tel1f werden können, in welchen, nach Maassgah^ ihrer be<:ondern Lage, 
die \ orzeicüeu der Parameter angemessene Veränderungen • i h idnn werden. 

Ist uns nun aber die Zonenlinie durch zwei solcher Gieiciiungcn gegeben, 
so ioigt aus "Z^f dass für eiue jede Fläche der Zooe die Bedingungsgleichung 

a b e 

Gittigkeit bat{ denn offenbar moss eine jede der Zone angehörige PlSebe diese 
Gleiehang erfiillen, welebe Wertbe nnd welche Vorseieben auch 
ihre Parameter a , b und e baben mögen. Wir können dabcr diese Gleiehnng 
mit allem Rechte die Zonengteichung nennen. 

Da uns aber je zwei beliebige Flächen der Zone in ibrer Durch- 
schniltsiinie dieselbe Zonenlinie liefern, so wird man ;un h die VVerlhe von 
/<, V and Q aus den Parametern irgend zweier taufo/.onaler Flächen F* 
und F" ableiten können. Aus §. 25 ergiebt sich, dass in diesem Falle für die 
Zonenlinie die Gleichungen 

gdlen, nnd dass die Zonengleichung die Form' 

a » c 
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erhält, in welchen Gleichungen die drei GrtfMCB M9 N und B, weiche wir 
die Coi^fficienlen der Zonengleichung nenne« vollfü« diipeb die WerUe 

M—aa'{b'c" — b"c) 

IS ^b'b"{ca"-c"a') 
und R = cc\ab"—a"b') 
beslimnil sind. Da nun aber diese Linie identisch mit der, oben dureb die 
Parameter v und ^ geg^enen Linie ist, so muss offenbar 

edereech M^kih N^kr^ U^k^ 

seiii, woliei k irgend eine, von der Lege der beiden Fliehen und F" ab- 
büngige Zehl ist, welebe sieb, ele der gemeinaebelUiebe Peeler der naniebel 
gefundenen Grösien Af, N und B leiebi besliBnil, und eigeotlich von selbst 
ens den Gleichungen eliminirt, so dass man zuletzt immer auf die ei n fa c h - 
sten Werthe von 3/, iVund d. h. auf die Werthe v und q gelangt, 
welche die Parameter der projicirenden Ebenen der Zonenlinie sind. Auch 
diese Ebenen enbprechen immer gewissen Krystall flächen der Zone, 
welche letztere durch sie auf die einfachste Weise bestimmt wird, weshalb 
man von diesen Krystallflächen sagen kann, dass sie die Zone cbarakle« 
risiren. 

Anro. Da«ts übrigens die Zonengicichung von den Grundparametcrn 
des belreSenden Pormencomplexes völlig uoabhaagig, dnss sie in allen Fällen our 
als aiee iwiscben des Ableitaogssablen bealebeode GMeboeg aa betraeb* 

tea ist, diess ergiebt sich sofort, wenn man, zufolge der io §. S5 g e geb ea ea 

ErlMeteniBg, in den Wcrihen der Cocdlcieulen i/, A' und R 
statt a\ b' und c die Grössen m'a, r/'b und r'c 
' a fö ' c - - m Oy n 0 ' r e 
so wie fiir die Flache F 

statt a, b aad e die 6r8sfen ma, ni aad re 
clnfllhrl, indem man jetzt unter den Buchstaben a, b und e die GmDdparameter 
versieht. Durch diese Substitution werden die Grundparamelcr aus der Zonen- 
gicichung gänzlich eliminirt, und os erscheint dann diese Gleicbiing lediglich als 
eine Function der Ableituogszableo m, n, r u. s. w. 

§. 37. Bestimmung unbekannter Flächen, die in bekannte 

Zoneo fallen. 

Wir wissen, dass es bei den Rrfstallfliehen nlebt aaf ihre abeelnle, son- 
dern nur auf ihre relative Lage ankommt, woraus denn folgt, dass ans eine 
Rrystallfläohe bekaant ist, sobald wir das Verhältniss ihrer Parameter /7, 

b und c kennen, von welchen immer einer mit einem willkürlichen Werthe 
eingcfiihrl werden kann. In dem Verhältnisse a:b:c ist also eine Grösse 
als <;e<^cbrn zu betrachten, und es handelt sich nur noch um die Bestimmung 
der beiden anderen Grossen. 

Wenn nun eine Fläche F, deren Parameter -Verbältniss aibic unbe- 
kannt ist, in eine Zone fallt, welche bekannt, d. h. durch ihre Zonenlinie ge- 
geben ist, so wird nns dnreb dieses eine ZenenTerfailtaise swar nicht der 
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abftotale Warth, aher doeb das VerhSltnisf zweier Parameter beatimmC. 
Denn io der ZooeDgleichuDg 

^ -I- -r H- - = 0 oder — + -r- -i- = 0 
m o e m b e 

ist ja, nach demie ehea Gesagten, stets eine der drei GrSssen «r, b olor« 

als gegeben oder bekannt vorauszusetzen ; die Gleichiog enthält also nur 

noch iwei unbekannte Grössen, deren Verhällniss aus ihr abznlefiten ist, 

iodon man die eine als eine Pnnetion der anderen ausdrucken kann. 

Sehr hiiiiß^ fälil aber eine und dieselbe unbekannte Flache F in z w ei 

verschieHenn Zonfn. und daufi ist sie offenbar vollkommen besfimint, so- 
bald um beide diese Zonen bekannt, d. h. dmcli ihre Zonenlinien ^'e;;rben 
sind. Die zweite Zone liefert uns uamiicb eine zweite Zonengleichuug von 
der Form 

C- ^. - ^ B 0 oder h -r -I — ™0 

übe übe 

und dann gelten nach %, 25 für die Parameter a, b und e die Proportionen 

e X tt ^ VQ* — VQ : fiv' — ft'v 

b i o ^ IA9 — fi> : Qn' — q'^ 

a ; b = ^fi — ^'fi : — VQ 
dnreh welche ihre Verhältnisswerthe völlig bestimmt werden. Von diesen 
zonalen Bestimmungen der Flächen wird in der Krystallographie ein eben so 
häufiger als wichtiger Gebrauch gemacht, wie wir ans später äberzeogea 
werden. 



§. 3H. Allgemeine Entwickelung einer Zone. 

Unter der allgemeinen Entwickelung einer gegebenen Zone versteht mau 
eine erschöpfende Angabe aller derjenigen Flächen , welche rings um das 
Axensyslem in dieser Zone möglirh sind, wobei jednrli nur auf die kryslr^l- 
lograp bisch möglichen, d. h. auf diejenigen b läciien Rücksicht genommen 
wird, deren Pararoeler-V'erhällnisse durch rationale Ableifungszahlcii (§. 35) 
aus einem gemeinschaftlichen Grundverhältnisse abzuieilen sind. Bei dieser 
Entwickelung dient uns die Zonengleichung 

mxO oder »0 

übe übe 

zum sichersten Leitfaden. 

Da in dieser Gleichung die Co^flicienten y und oder If, N und il 

als bekannte, die Parameter «, b nod e dage£|en als unbekannte Grössen zu 

betrachten sind, so wird man nun zuvörderst untersuchen, für welche Vor- 
zeichen der Grössen b und c die Gleichung unmöglich wird. Diess muss 
ofTenbar liir diejenigen Vorzeichen der Fall sein, durch welche alle Glieder 
der Gleichung entweder positiv oder negativ würden, weil eine Summe von 
lauter positiven oder lauter negativen Grössen niemals =Osein kann. Man 
lernt so zuvörderst dicji nigen Ilaum-Oclauten kennen, in welchen es über- 
haupt gar keine Flächen für die Zone giebt, uud welche keine audeieu sem 

NaumanB's Krysullogritpiiic. 4 
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werden, als diejeni^, in weMw die aof den Mitlelpaaet tnnfporlirte Zanen- 
lioie fallt. 

Für die übrigen Raom-Ocianleii» in welehen also mifglicherweise Fliehen 
exisliren können, unlersuchL mm nun weilrr, wie sieh dieae Flachen 
Dach den vcrscbiedeDen Grössenverhiiliuissea der Werlbe von b und c be- 
stimmen , und welche aligemeinen Ableitungszablen ihnen demgemSss ent- 
spreciien werden. Mit der Aullitultinii; dirsor Ableitungszalilen ist die Auf- 
gabe einer all','eoieincii Eiilwickeluitg ücr Zoue selbst als gelöst 2u betrachten. 

Da sich die Kntwickelung, je nach der besonderen Beschaffenheit des 

Axensystcms und je nach der besondern La|]^e der ZoncMÜTiie .^iif (! ts Ver- 
schiedenste modificirt, so lässt sich auch im A!!<]:enieincu nicht viel mehr dar- 
über sagen, als hier geschehen ist, und inuss die specielfere Erläuterung der 
Betrachtung der einzelneu Krystallsysleme vorbehaiieu bleiben. 

§.39. Graphische Uarstei 1 u n«? der Zonen nach der Punctir- 

mclhode. 

Wenn nns am einen geneinachaAlichen MiUelpnnet und an demselben 

Axensysteme irgend ein, durch dasselbe Grnndverbältniss der Parameter 
rerknüpfter Formencomplex gegeben ist, so können wir zu einer vollständi- 
gen üebersicht aller möglichen, zwischen seinen Flächen existirenden Zonen 
durch sehr einfache graphische Darslellungen gelangen , auf welche zuerst 
Nrr/mfff/r/ aiifn erksam gemaclit hat. Da uns nun dergieiciieii Darslellungeu 
wirlvlicli a 1 i e möglichen und selbst die verstecktesten Zonen des ge- 
gebenen Formencoraplexes miJ einem Bücke erkeimca las.sen, so gewinnen 
sie einige Bedeutung für die llieorclische lirystallographie, weshalb sie auch 
an gegenwSrIigem Orte crlaolcrt werden sollen. 

Die von ISctmanu .selbst angewendete graphische Darstellung der Zonen 
können wir mit QurnsU'df ^ie Punctirmelhod e nennen. Sie beruht auf 
dem Satze, dass die Ccu iruu or ni a I cn sanimtiicher Fiüciieu einer und der- 
selben Zone in e i n e Ebene, und folglich die D urchscbnittspuncte aller 
dieser Normalen mit irgend einer beliebigen , ala Gonstmclionsfläobe dienen- 
den Ebene in eine gerade Linie fallen.*) Diese Durehsebnitispunete der Fli- 
ehen -Normalen mit der Constmetionsfläebe beseichnet Neumann mit dem 
Namen der F llc hen or te , und die Aufgabe der Pnnetirmetbode besteht we- 
sentlich darin, sämmtliche Flächenorte eines gegebenen Formeneomplexes 
auf dem, die Construclionsfläche darstellenden Papiere genau einzutragen, 
nm sieh ein anschauliches Totalbild aller möglichen Zonen zu verschaffen, 
welche zwischen den Flächen der gegebenen Formen hervortreten. Denn es 
wird offenbar eben so viele verschiedene Zonen geben, als sich trornde Linien 
durch je drei oder mehre Flächenorle ziehen lassen, worüber man durch den 



*) Ifnmann*» Beitrl^e zur KrystaUosomtt, Heft I, S.lff. ; dieia gcrtdcB Lialeu 
•Iii «s, welche v«i JVinniimii Zeeeaiiaitn K«Meet werden. 
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bloscii AugeoKlMin, oder durch Hilfe eii^ Lneals belehrt wird» wenn nur 
die Couitmelien niti der gehörigett- Genaniglceit aiugeliibrl wurde. 

Da nun die Wahl der Gonstruetionsfljicbe ganz beliehig ist, so aehcint es 

am zweckrnässigslen , daso die ParallelOäche einer der Coordinat- Ebenen, 
z. B. der Ebene (^«) zu wählen, welebe die drille Axe, also die Axe der .r, in 
dor Enirernuiig ] vom Mitteipnncte schneidet. Die Gleichung der so bealimm- 
len Constructionsfläche wird also : 

.r= I. 

hl nun die Gleichung irgend einer KrystallQäche 

a b c 

10 werden die Gleichungen ihrer Gentronomale, unter Voraussetzung eines 
orthoSdrisehen Axensvstems : 

1-^^ «Ound--f «0 

Man braucht nun blos diese beiden mit x behafteten Gleichungen der Gentro- 
normale mit der Gleichung der Constructionsn;i( he zu eombinireo, d. h. j? = 1 
zu setzen, um die Coordinaten ^ und z des Fiichenorles zu efhailen, und 
findet demgemlss 

a . a 
y-^UDdy =-, 

wobei iialüiliih auf die Vorzeichen der Paraiueter a, b und c sorgfältig 
Rücksicht zu nehmen ist. 

Diese Wcrlhc von y und z sind es, welche Lei der graphischen DarsLei- 
lunj; der Zonen benutzt werden. Man ziclii iiaiuiicli zwei, sich rechtwinkelii;- 
sciineidende Linien, welche die in der Couslructionsüatlir liegenden Axen der 
y nnd z vorslelleo, Ii ägl hierauf für jede Fläche die ihr zukowineudea W'erlhe 

j und ^ in diese Axen ein, vollendet das Parallelogramm, und erhält so den 

verlangten Pliehenort. Sind auf diese Weise sSmmtliehe Flächenorte des ge- 
gebenen Formeneompleies eingetragen, so maeben sich die Zonen von «eäst 
darslellig, indem diese Ftäehenorte nach versehjedenen Richtungen reihen* 

weise in gerade Linien geordnet erscheinen. Je drei, in eine nnd die- 
selbe gerade Linie fallende Fläohenorte bestimmen eine Zone, und jede 
einzelne Fläche fallt in so viele verschiedene Zonen, als sich verschie- 
denen Reihen von Fläcbenorlcu nachweisen lassen, zu denen auch ihr Flä- 
cbeuorl gehört. 

Da übrigens je zwei Gegendächen eine und dieselbe iSormalc haben, so 
wird bei der Construction nur auf die obere lliilfle einer jeden Form, oder 
nut diejenigen Flächen Rücksicht zu nehmen seiu, lur welche der Parameter 
a positiv ist. 

Anm. Wir haben die Ponclirmethode nur in der Vorau«s<-iz<iog eine« 
rechtwinkeligen Aieosystems erläutert, weil solche bei aebiefwiako- 
iigen AzeasystesMu Diodereinfach wird, wie sich daraus ergiebt, da»« in der<- 

4* 
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i;leichm AzaatyttmeB ^teCMlr^aomalM dnrefc •■4»re, vm itm uk^tem Nei- 
googswiokelo tbbingige, «od bieweilfla simlidi oospHcirl« Warlle d«r Ptra- 

§* 40. Graphische Darstellung der Zonen aaeh der Linear- 

neihode. 

Es lässt sicL nicht läuguen, dass das gemeiuschafllicbe Kreuzen vieler 
Linien in einem nnd denaelhen Punele for die Anschauung ein weitbeatimni- 
teras nnd leichter ergreifhares VerbJUlniss ist, als die Lage vieler Pnncte 
in einer nnd derselben geraden Linie. Diess bestimmle Quetniedt^ eine an- 
dere, von Neuauum gleichfaUs angegebene aber nicht angewendete graphische 
Methode vorzuziehen *), welche die Linear methode genannt werden kann« 
und auf dem Salze beruht, dass sich sämmtüche Flächen einer Zone, wenn 
solrhf si(h selbst parallel auf einen und denselben Pnnct transporlirt 
werden, in einer und derselben Linie schnei<1r n , welche nalürlich 
keine andere als die Zonenlinie ist. Wird nun eine solche Zone von irgend 
einer beliebigen Ebene oder Conslruclionsnaclie geschnitten, so stellt sich ihr 
DurchschnilL gewöhnlich als ein System von geraden Linien dar, 
welche sich in einem und demselben Puncto schneiden; ausgenom- 
men sind nur diejenigen Zonen, deren Zonenlinien der Constmclionsfliche 
seihst parallel liegen, nnd deren Durchschnitt daher ein System toq' Pa- 
rallellinien darstellen wird. Da unn diese Linearroethode auch gänzlich 
nnahbiogig von der besondern Beschaffenheit des Axensystems ist, so difrfte 
sie aus mehren Gründen der Punetirmethode vorzuziehen sein« 

Die beliebige, als Constructionsfläche gewählte Ebene nennt Qiiensteit 
dieSeotions-Ebene, und die Durchschnitte der Flächen mit ihr die Sec- 
tionslinicn oder F f ;i c Ii e n ! i n ic n , nntcr welchem letzteren Namen sie 
schon JScumnnn einführte. Er transporlirt sämmtiichc FKiflu n ,iiir denjeni- 
gen Punct der verticalen Axe (also der Axe der .r), welclier um die Länge 1 
vom Miltelpuncte enlfernl isl, und wählt zur Sections-Ebene die (^oordinat- 
Ebeue durch die beiden andern Axen. Wir wollen die sämmllichen Flächen 
auf den llftlelpnnot des Axensystems verlegen, und zur Seetions-Ebene die- 
jenige Fliehe wählen, deren Gleichung ^sel ist. 

Die Au%ahe llnft nun wesentlich darauf hinaus, die sSmmlliehett Fläeben- 
linien eines gegebenen Ponnenoomplexes auf dem die Seclions-Bbene darstel- 
lenden Papiere su construiren, um sicli durch solche Constmetion ein Uild sn 
verschaffen, aus welchem man sogleich und mit einem Blicke ersehen kann, 
nicht nur, welche Flächen zu einer und derselben Zone gehören, sondern 
auch, iu wie viele verschiedene Zonen eine und dieselbe Fl.-irlie Trillf. Jeder 
Kreuzungspunct (oder jedes ParaUeisystem) von drei oder mehren Fläcbeo- 



*} Poggwd^ Annalen Baad 36, S. 503 nd 651, and Methode der Krystsllograpbie, 
18i0, S. Qff. A«iiin«}iii (r*b die Nethod« «e in seinen Beitrigen snr Rrystalloneinie, l| 
S. tl7. 
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Ubma bMtiiimt ninlkli eine Zeae, wä et wird m viele versekiedene 
Zonen piken y ale eieb der^eidien Kreuiungipiiecte (oder PatiUelsyMeaie) 

herausstellen. Eine und dieselbe Fläcbe aber füllt in so viele Zonen, als 
ibre Flacbenlioie darcb verscbiedeoe KrenztiDgtpuncte oder ZoDenpaDcte geht. 

Die Ansfabmng der Sache ist eben so einfach, als die ihr m Grunde lie- 
gende Vorslellnng. Die Gleiobung der Seetions-Ebene ist abermals 

• J7 = 1. 

Ist nan die Gleichang irgend einer, auf den Mittelpaoct transportirlen Fläehe 

(IOC 

so wird die Gieichaog ihrer Sectionslinie 




folglich sind — - und — — die Parameter, welehe die Lage der entsprechen- 
den Fiäcbeiilinie in der Coostractionsfläche bestimmen. 

Man ziehe also auf dem Papiere zwei Linien, welche sich unter dem« 

selben ^^^inkcl schneiden, wie die Axen der // und weirfie Axeri sie in 
der ConslriK lionsÜät lir mu h wirklich vorsicHen, nehme dir jede Hrystnllfläcbe 
(unter sorgfältiger Berücksichtigung der Vorzeichen ihrer Parameter) 

in der Axe der y den Panunder — - , 

in der Aze der « den Parameter — - , 

a 

nnd ziehe die dnrch solehe Parameter bestimmte Linie, so ist die verlangle 
Flachenlinie entworfen. Sind auf diese Weise die PÜchenlinien aller Formen 
eingetragen, so Ist aocb die Uebersicht aller zwischen Ihren Flüchen beste- 
henden Zonen conslruirt worden. Dass übrigens wiederum nur auf die 
obere Hälfte der Formen ftöcksicht na nehmen ist, diess vctiteht sieh ven 
selbst. 

Anm. Dia vorstehende Regel zur AusAbraag der graphiicheD Darstel- 
lung der Zonen nach der Lioearmethode gilt zwar ganz allgemein, erführt aber 
in der Anwendnng noch einige Modificationen , weiche wc^enUit h darin begrün- 
det sind, dai>ü wir es in jedem besonderen Falle our mit solchen Formeo uod mit 
solchen Flachen zu tbuo haben, weiche dem in §. 35 erldutertea Gesetze der 
Ableitung unterliegCD, wesbalb deaa für n, ^ and e die GrOsMB m«, nk aad 
rc eiagef&hrt ircrdea mliiea, woraot folgt, dass für jede Seclioasliaie 

d.rP.«.e.eriod.rAxed.r,«itdea.W.rü..*-* 

^ ma 

re 

• ma 
zu !5cii reiben isf. Da es nun aber bei allen diesen Construclionen mir auf das 
Verhältuiai:» der Parameter ankommt, so lässt sich auch der gemeioschaA- 
liehe Divisor e glaalich veroacUlnigea. Demaach «efdea für irgead einOf 
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dureb Ihn Pinineler ma, Mb uid rc gegebane Kryttallflfdie dte ht der graphi- 
Mheo Dintellnog «of der PnyeeliMiijliche » k 1 emitragradeo Paruial«r 

in der Aze der </ dea Werth ^ 

rc 
m 

haben. Die bei den einzelnen Kry)»ldlU\>teiuen zu eiläulerudeo liei»|)ieie wer- 
den die» noch deutlicher machen. 

§.41. Verhällniss der Tangenten tautozonalcr Kanten im 
orlboiSdrischen Axensystene. 

Es ist ein alfgemeinps, die sämmflichcn Kry-sfallformen hrhorrscheiidcs 
Gesetz, dass die Tangeiileu laulozonaler Kanten zu einander in rationalen 
Verhältnissen stehen, oder, anders ansg^rdrlickl, dass sie rationale 
Multipla eines und desselben irralioualeu (•ruudweiilies sind. Obwutil >vir 
den besondern Nachweis dieses Gesetzes erst bei der Betraehluiig der einzel- 
nen Krystallsysleme geben können, so lässt sich doch ganz allgemein darthuu, 
dass dasselbe anter gewissen Bedingungen Giltigkeit haben muss. 

J)ie gegenwärtige allgemeine« wie die später su gebende besondere Er- 
örternag dieses Geselses der Aationalilat der Tangenten -VerhäUnisse hat 
jedoeh den verschiedenen Charakter der Axensyslene zn berücksicbtigeo, 
weshalb wir auch hier die beiden Fülle eines ort hoedris eben und eines 
triklinoi^drischea Azensystems besonders in Betrachtung sieben müssen. 

Wir denken uns also znvorderst in einem ortho<!dri sehen Axen- 
systeme eine S^nct deren Zonenlinie L durch die Gleichungen 

f -1^ =Ottnd--*=0 

gegeben ist. Es seien nun Fund F', F, und F,' irgend vier beliebige Flä- 
chen dieser Zone, und es bedeute /F den Kanlenwinkel der beiden crstercn, 
sowie IV' den Kanlenwinkel der beiden ielztereu Flächen, so ist nach ^. 32 
tan ^= V^l^^^'^+H^ 

aa'bh' -J- cc'(in -+- bb'cc 
hl»»-- 1 l/,^+.V,»+fl? 

wenn wir, wie dort, der besseren Lebersichl wegen 

aa'ibc' —b'c) = M a^a^{b^c^ — b^'c^) = ^l^ 
bb'(ca—ca) = iV b^b^' {c^a^' —c^'a^) ä i>', 
cc\ab' —a b)= II c^c^{a^b^ --a^b^) = /?, 

setzen. Nun wissen wir aber aus §. 36, dass für die beiden ersten Flachen, 

weil sie in die Zone der Linie L fallen, die Bedingungen 

und dass ans demselben Grunde für die beiden anderen Plioben die Bedin- 
gnngen M^szk^ii^ N^^k^v, it^s^,^ 
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•rfvllt Mia Hälse«, folglich er halten die iWfri^# 

Diese beiden Werfhe müssen nun jedenfalls ein rationales Verhällniss 
haben, sobald nur A- und sowie Ar, und Q^ rationale Grössen sind. Diese 
letzter« Bedingung #tftl aW1>ei den KrystaiiriäcbeD wirklich erfüllt 
sein, wie schon dtraas gefolgert werden kann, däss üM |; ^38(''fllir' RryMl- 
flMehen eines nnd desselben Ponaeneon^zes < 

satt a, b und c Werthe wie ma, nb ond re 
- a\ b' und c' - - m'tf , n*b und r'c 
n. s. w. voransxaselzen sind, in denen die Ableituogszahlen «, jt, r u.s.w« 
mliennl sind, und nach deren Einführung die in den VVerÜien von Q und 
erscheinenden Producte a^b'^y c^a^ und AV* ebenfalls rationale Werthe erhal- 
ten müssen, sobald die (irundparameler a, b und c entweder nur durch ratio- 
nale Zahlen oder durch Quadratwurzelzahlen auszudrücken sind. In derselben 
Voraussetzung werden aber auch die Werthe von k und A,, welche dersel- 
ben (ob — und oder — und oder ^ und ^) auch in Anwendnnc 
kommen mögen, nolbwendig rational auMlen müssen. 

Da nun //''und // ' ir<;end zwei beliebige tautozonale Kanten be- 
deuten, so wäre hiermit vorläutig iür sammlliche orlhoedriscbe Krystallsy- 
sleme die Rationalilat der Tangenten-Verhälloisse lautozonaler Kanten, nnd 
sogleich die Behauptung erwiesen, dass in diesen Systemen die Tangenten 
tantozonaler Kanten rationale Moltip la einer o nd derselben irratio- 
nalen Grösse, nSmIich der Grösse Y/t*+i^-¥'^ sind. 

Auch ergiebt sich hieraus, dass die Tangente ii^nd einer, von zwei be- 
liebigen FÜlcben P und F* gebildete Kante doroh den Ansdmek 

tangM^B - , > T^P~> 

^ aa Ob H-cc aa -hbb cc 

dargestellt wird, sobald nSmIich diese Flächen in die durch /u, v und q be- 
stimmte Zone fallen. 

Anm. Da die Rationalität der Tangenlen-Verbailoisse eine durch alle Be- 
•baebtungoR betiltigto Tbaltacbo Ist, and da sie, aaeb denen ftirtaogXrnod 

tangß^ gefundenen Werlhen, gar nicht Statt finden k-önnte, wenn die Grand» 
parameter </, b und c andere, als rationale Z.ihlMerthc oder Quadratworzel- 
werlhi* hJIMcn, so liefert sie uns den Beweis für die liichlif^keil der von ff'eisf 
geltend getnachten Ansicht, dass die (i r u ndpa r a m c t er in den orthoedriscbeo 
Krfftallsysietneo allgemein nur in Qu adratwnrzelgrOssen threanalop- 
gemliien Aasdmek Asdea ktfaneo, «bne dais jedoch ralionale Zabiverlbe glai- 
licb anaMsehloswo sind. 



g. 42. Verhftltiiiss der Tangenten teatosonaler Kanten in 
den triklinoSdriseben Axenayilemen. 

Nehmen wii an, dass die vier Flarhi ri F und F\ F, and F,' einem Iri- 
kliooedrischeu i\xeusystcme aiigehöreu, 50 gelangen wir allerdings auf ganz 
andere and weit compUcirtere Reaultale. Die allgemeine Begründung dieser 
Retnllate jsi Jedoeb wesentlich dieaelbe, wie im vorhergehenden Paragraph, 
und ihre Versebiedenheit ist nur in dem verschiedenen Werths hegrändet, 
welchen die Tangente des Neigungswinkels zweier Flachen» vermöge de» 
eigentbümlichen Gbaracters des Azensystems, nothwenüig erhallen moss. 

Es sei die Zonenlinie abermais dnrcfa die Gleiohnngen 

^-5^=0uiid^L_f«0 

gogeben, und es seien die Parameter der Fliehen dieselben wie in §. 4i, also 
b ind e ßir F, a\ b' und c für F' u . s. w , so wird nach §. 34 tanglPaB 

.derUiigy-"'^"°y''yy^ 

ganz auf ähnliche Weise bestimmt sich der Werlh von 

tangff^'c= ^'"^^^ ^ "'^^'°^ y Fi 

indem wir in dem Ansdmcke von tang/F statt if, iVond R die GrÖsseii M^^ 
iV« nnd.it|, fl«wie statt 6 und c die Grjissen Aj, und Cp endlich statt 
ü'% h* nnd c' .die Cinissen a/« vnd c/ einsetzen. 

Da nnn eher die vier Fliehen F, F', F^ nnd tanto&onal sein sol- 
len, so gelten fiir sie abermals die Bedingungen ; 

Mz^kfi, N^kv, R=kQ 

Hieraus folgt denn t 

tangM'— ^'"-^^'"^'^'"y ^ ^ 

tangff^'nc V ^ 

in welchen Ansdrfieken 

ist, daher sieh denn vorläufig ergiebt, dass beide Tangenten Multipla eines 
und desselben irrationalen Gmndwerthe8»nimiich der Gr&se wmAmnßaa^yP 
sind. 

Sollen nun aber die Factoren dieses Irrationalen Gmndwerthes ra- 
tional sein, so müssen sowohl k und ^„ als auch Q und rationale Werlbe 
haben. Für die tieidcn ersten Grössen ist diess nach §. 41 unbedingt aom* 
nehmen ; die beiden anderen Grössen Q und aber werden, wenn man in 
ihnen ma, nnd re statt a, b und sowie mV, nb und re statt a\ b' und 
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e% o. a. V. MtH« tolebc WtrllM «rhallMi, deren BalioiiililiU bot ium be- 
tükm k§am^ wmb jedes der drei Producte 

ktui\ oder be9tt§Asiüßsmy 

ühC\ - fibcotOammß 

£Ür sich einen rallüiialen Zcihlwcrth Itat. 

Diess wären also diejenigen drei iU iiiugungenf welclie in einem jeden 
triiiitnoedrischen Axensysteme zwischen den Grund paramelern b und 
c, und zwischen den Grund winkeln desselben erfülll sein müssen, dafern 
aoeh in ihm das Gesetx der RationalitSt der TaDgenteD-Verbillittsse tantoso- 
nnler Kaoten erhalten bleiben eoU. 



TnaifomiatioB der Azensyiteme. 

|. A$, Erlialernnf der Anfgabe. 

Da in manrheu Krystallformeu die Wahl des Axensvslems eine willkfir- 
liche ist, oilor auf verschiedene Weise getroffen %s crdeu kann, und da es bis- 
weilen sclbhl lur solche KrystalHorinen, welche uns unbedingt auf ein einzi- 
ges und bestimmtes Axensystem verweisen, von theoretiscbem Interne sein 
kann, lie anf ein anderes Azeosfsleni zn besteben, so bildet die Trans* 
formation der Axen, od«r der üebergang von einen AxensysteiM 
anf ein anderes, eine nicht nowicblige Aufgabe der Kryslallographie. 

Diese Aufgabe länft wesentlich daranf binans, fh'r irgend eine, durch 
ihre ParaMter in Berag auf ein gegebenes Axensyiten bestimaite Fläehe 
diejenigen Parameter aufzufinden, welche ihr in dem neu einge- 
führten Axensysfeme zukommen. Da wir jedoch fftpse Aufgabe nur für 
das besondere Bedürfniss der Kryslallographie zu losen haben , so wollen 
wir sie auch gleich in der Weise auffassen , wie sie für die K r y s t n 1 1 for- 
men in Anwendung zu kommen pflegt. In den Kryslalltormen wird nämlich 
für das neu einznfiibrende Axensysten gefordert, dass selbiges von irgend 
dreien, nicht in eine Zone IbHenden RrystallfUehen, als den 
nenen Goordinat-Ebenen, ond daher von den drei Dorcbscbnitts- 
1 in ien dieser Flächen, als den neuen Axen gebildet werde. Sonach iSsst 
sich unsere Aufgabe folgeoderweise ausdrücken : 

In einem beliebigen Axensystcme ist inis eine Fläche F durch ihre 
Paramffer /?, und c gegeben; drei andere, aal dasselbe Axensysfem 
bezogene Flächen F\ F" und F'" sollen als die Coo r d inal-Ebenen 
Mues nenen Axensystems eingeführt werden; man sacht die Parameter 
tt^y und Cj, welche sich für die Fluche F in den drei Durchsobnitls- 
linien der nieben F\ ¥** und F"\ als itea Azen dieses neven Axensf- 
•lems, ergeben. 
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Bei dieser Trmsliiiiaietioii wird übrigens stets vorausgeeelsl, dins beide 
Aacensyslene einen ge in einschaft liehen Mittelpunct haben; daher 

werden wir uns die drei Flüchen F', F" und F'" jedenfalls auf den Mittel- 
punct dos i^Pi^^oboneu Axcnsystems verlegt denken, in welchem sich die 
neuen Axen eben sowohl schneiden müssen , wie die iirs|)riini?lichen. Mi» 
Ausnahme der Fläche F haben w ir daher nur solche Fiacheu zu berücksichti- 
gen, welche durch den MiUelpuuct gehen. 

§. 44. Allgemeine Auflösung der Aufgabe. 

Um UDsre Aufgabe ganz allgemein zn lösen, wollen wir annehmen, daas 
das gegebene oder ursprüngliche Axensysiem beliebig entweder ein orlbo' 
edrisches, oder ein triklinoi'drischcs sei, wodureh nur für das Endresullal 
eine Verscbicdenbeit berbeigefübri wird. 

Die Fläche F sei durch die Gleichung 

a o c 

gegeben, und eben so seien die Gteiehnngen der. drei» auf den Mittelpunct ver- 
legten Flächen F\ F" und F''* : 

+ • t ^ ~7 "l ""7* *+" TTt ^ "Fl — — ~~TTi 7777 T7 — " 

a u v a b c a u c 

so kommt es zunächst darauf an, die drei Durchschniltslinien dieser Flächen 
zu Ünden, welche ja die neuen Axen bilden sollen. Nennen wir 
L die DuircbsulinilUlinie von F' und F" 

V ' - - F'" ' F' 

V - - - F" - F'" 

so heslimmeu sich nach §. 17 und lü in jedem Axeusyslemc die (ikichungen 
dieser Linien, wie l'oigt: 

fürL", 0 und ^*-^cbO 

in weichen Gleichungen: 

Ji = a a (b c —b c J\ = b 0 {c a — c » ), R —c c {a b —a b ) 

Jlf »0 ü{b e —b c ), i\ =£» Ä (c a—ctt H =c c {a b --a b) 

man »f tUttt'tH t>-> V, «w i"!.'"* ^" ^'<» "v n" '» -"'r— " 1."' — •"l."v 

JI SS a a (0 r — « c }, Jx = 6 b {e a *— c a ), R c (« © — ä * ) 
Combiniren wir nun die Gleichung der Fliehe F suceessiv mit den Gleichun- 
gen der Linien £, L* und L'\ so gelangen wir auf die Goordinaten der 
Durchschnittspuncte P, P* und P", in welchen jene Linien, als die neu ein- 
geführten Axen, von der Fläche F geschnitten Werden. Diese Goordinaten 
erhalten, wenn wir der leichteren üebersicht wegen 
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schreiben, Hie folgenden Wcrlbcj 



abeM 


abcN 


abeR 




S ' 




ebcM' 


abcN' 


abcR 




S' ' 





für den Panct P i X9x > y« » j» » — ^ 



3"' 



Nun sind an C c n t r o iJ i s l an z c n dieser drei Pnncle oH'enku nichts Ande- 
res, als die gesuclüen neuen Parameter a^^ und c,, durch welche die 
Ijage der Flache F in Bezug auf das neue, von den drei Linien L, L* und L" 
gebildete Axensystem bestimmt wird. Die wettere Auflösung des Problems 
wird -also auf den verschiedenen Gbaraltler des ursprünglieben Axen- 
sjstcms Rücksicht zu nehmen haben. 

Ist dieses Axensystem ein orthoüdrisches, so finden sich die neuen 
PaMefei" (nach §. 28, 1 ) wie folgt : 

_ übe \ M --hX '^in abv. y r 

^» ~ M bc+N ca-hM ab^ T 

und hicnnii wäre denii die Aufgabe für ;ille diejenigen Fallf^ gelösst, da ein 
rechtwinkeliges Axensystem gegeben ist, welche Beschaffenheit auch 
da« neue Axensystem haben mag« 

' Wenn dagegen das gegebene oder ur^rfingKcbe Axensysiem ein tri- 
klino^dri sches ist, so haben wir zu borticksichligen, dass die Coordtna- 

teu jedes der drei Pnncle I\ P' und P" schicfwinkelig zu einander sind, in- 
dem X und // den W inkel y. z und r fi ii VVinivcl // und z den Winkel u 
bilden. Diiiier erhallen in diesem Falle die neuen Parameter (nach g. Ii) 
folgende W erthe : 

^» " ~ \n„ -{■X'cn^li'xb s' 

Setzt uiau III diesen Ausdrücken c^ = ^J =-y = ÜO", so gclaugl mau ualürlich 
anf die vorher gefundenen Werthe. 
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§.45. Wichtige Polgerung für die Krystallographic. 

Die im vorhergehenden Paragraphen gefandenea Resultate erlangen nun 
für die Kry s tallforinctt deshalb eine ganz besondere Wicht ffrkeit, weil 
nach §. 35 alle Flächen eines und dessplheii Formencomplexos tmler dem Ce- 
selze stehen, dnss ihre Parameter rationale MiiUipla gewisser Grmid- 
parani^ur sind, durch welche dieser Formeucoiopiex zunächst charakte- 
risirt wird. 

Bezeichnen wir also diese (irundparameter mit /i, h und c, und wollen 
wir die Resultate des vorhcrtjeheiideii Paragraphen in einer, jeiitiu ki y.slallo- 
graphiscfaen Gesetze ents| r* < I f'iulen Weise darstellen, so haben wir in ihnen 

für die Flädie F stall a, b aud c die Werlhe ma, nb und re 
. . . F ' ä^b' und e' • - wiu^ nb and re 

- . - F' - und «" - - m% nb und r'e 

- • - F" - «V'nndc"' . . »'Vn^^n^r c 
eittinseliitiben. Dadureh erl^en die Wertfcn von b^ und 0, eine kleim 
Uageslallnng; denn es wird zuvörderst 

abc = mnrabc ; bc = nrbc, cassrmca, ab = wiwflÄ ; 

ferner erhalten die bisher mit Jf, Nf R u.s. w. heseiebnelen Grössen folgend« 
Werths: 

M — - inin'{nr" — 7i"r')fi^hc =■ aMabc 
i\' — it H (r m" — /'"'''' )<i()^c = bNfibc 
H = rr {m u — m u)abc^ = C'Ila/»c 

.if = « (nv-jivv^ - «w«**» 

JV' s n'"nir"m'-^f^m"')0^e ^ bJlfabc 
R « rr\m "n-$iiii ")mbi^ » üR'a^ 

Ä" « r r "(»w"«" -w"» >*c»-: «R'fl^c 
FQhrt man alle diese Werthe in die Ausdrücke von a^, b^ und c^ ein, so er- 
giebt sich, dass wenn in irgend einem, durch die Grundparameter c cha- 
rakterisirten Formencomplexe eine durch die Parameter ma, nb und rc be- 
stimmte Fläche F auf drei neue Axen bezogen werden soll, welche die 
DurohscbniUsliuien dreier anderer Flachen F\ F und F' desselben For- 
mencoHiplexes sind, dauu die drei neuen Parameter «j, b^ und der Fläche 
Fsich mii lulgenden Werlhcn berausstellen : 

1. weiin das ursprüngliche Axensystem ein orlUoe drisch es ist: 

_ wiir/fl^M'-t-^'N ' -Hc^R' ^ mnrYT 
^» ~" Mjir+NrwH-Rmn 5 

mnr 

* • U'nr-i-Nrm+^mn " 
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%, wesB das ursprüngliche Axensystein ein tri kÜDoedrisches ist: 

mnrV a*M'^>fr*W*-^c*R*^♦•^&gWBeota 4- gcaRMco8^-t-2otli?leoiy rnnr/J 

lliir-l»fli»jit-|>R]ii« ^ S 

von- \ * + c'R'*-t-2fecN'R'co8a-t-'2caR'M'cog^-«-2je>M'N'cogy _ mmrYT 

M'^r+VrOT+R"»!« 



ßetrachlct man diese Wpi-fhp «renau, so erkennt man sofort, dass jeder der- 
selben aus einem rationalen Factor besieht, welcher mil einem der 
drei ij i ationaleu Factorcn yT, oder i^T', oder yT'' mullipiicirt 
ist. Denn da die Grössen «, r, »< , « , /■ u.s.w. nach §. 35 stets ratio- 
nale Werlbe haben, so gilt dasselbe auch von den Grössen M, R, M' 
u. s. w. , and folglieb auch voo denen doreh 5, S* und S" aosgedrücklen 
Snainien* 

Besieben wir nun irgend eine zweite Fliehe deraelben Fermeneom- 
plexe«, welche nnt in dem orsprüngKcben Axensysteme durch die Pammeler 
M^dfy II und r^c gegeben isl, anfdaaselbe neue Azensystem, so beBlin- 
men sich deren neae ParaaMtcr k^waA in gans ähnlicher Weise, 
wie folgt: 

m,n,r YT m,n,r y T ni,n,r yT " 

wobei die Grücse 5, = M»,r, Nr.w, -f- Rw,n, 

S,' = M'w,r, -h N'r,w, -f- R 
Ä,' — M V.'jrj ■+- -+■ R //ij«, 

und man erkennt, ilass diese di ei Parameter abermals aus rationalen 
Facloren bestehen, welche in dfesefhou drei irrationalen Fac- 
toren y*?*, yT' und yT" muUiplicirt siud, wie solche in den Werlbea 
von (7,, und c, auftreten. 

Da nun die beiden Flächen Fund F, zwei ganz beliebige Flächen des 
geg^eaen Pormencooiplexes sein können, so ergiebt sieh hieraus das sehr 
wichtige krysiallonomiscbe GeseU; dass alle Fl&cben, und folglich auch 
diss alle Formen eines imd desselben Formeneomplezes, wenn solche auf 
ein neues Axensystem bezogen werden, dessen AxQn die Durch sehn itts- 
linien ii^end dreier Flächen desselben Formeocomplexes sind, diese 
neuen Axen gleichfalls in rationalen Vor bäiinissen schneiden.*) 

Dieses Gesetz gilt ganz allgemein, es mag nun das ursprüngliche Axen- 
system ein orlho^'drisches oder ein klinoFdrisches sein: ii:iU allfremein, 
welche B e sc h a f f e n lie i f nurh das neue Axensysleni iiaben möge, und es 
liefert uns sonach deu Beweis, dass ein jeder F o r m en c o m p 1 ex nach Be- 
finden aut sehr verschiedene Axensystcme bezogeu werden kann, 
in deren jedem jenes andere Gesetz (§. 35) erhalten bleibt, dass dieParu- 



*} Kupffer gab deu Beweis für diesca Gesetz io seiaem iJandbaebe der rechneodea 
RrritaHoMi« 1831, S. 491 f. 
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nieler aller Flächen rational e Mullipla dreier Grundparamoler sind, 
weichen wir wohl im Allgeuieineji irrationale Werl he zuerkennen müs- 
sen. Denn die drei Grössen -^T, y T und yT" stellen in der That die 

drei neuen Gruodparameter der, so wie die drei GrSssto ^ü- 

und -STT die raUooaleu Facloreu derselben, oder die neuen Ableilungs- 

zahlen darslellen. 

Bei der Belrarlituni; der einzelnen Krystallsysleme werden wir Gelegen- 
heit haben« diese Transrormation der Axensysteme specieller zu erlSulern. 



« Theorie der Zwillingskrystalle. 

§.46. Erläuterung und Begründung dieser Theorie. 

In der Krystallwell kommt sehr häufig die Erscheinung vor« dass zwei 
gleichgestaltete Krystalle oder Individuen derselben Species nach einem 
bestimmten Gesetze mit einander verwachsen sind. Man nennt der- 
j;leic!ien f^esetzniassig verbaiulerte Pjhire von Individuen Z w i ! I i n skry- 
stalle. Das ihnen zu Grumie In -ende Geselz lässt sich aber iu den meisten 
Fällen dahin aussprechen, da^s leide Individuen in Bezug auf irgend 
eine Fläche des betreffenden Fonnencomplexes, welche die Z w Illings- 
fläche genannt wird, zu einander symmetrisch gestellt sind, oder, mit 
anderen Worten, dass sich das eine Individuum in einer, um die Normale 
der Zwillingsfliche, welche die Zwiliingsaxe genannt wird, durch ISO* 
verdrehten Slellang gegen das andere Individuum befindet. 

Dieses Stelinngsgesetz der beiden Individuen ist ganz unahhingig 
von der Art und Weise ihrer Verwachsung; es bleibt unveründert, beide In- 
dividuen mögen nur an einander, oder durch einander gewachsen seiu$ es 
bleibt also auch unverändert, wir mögen uns die Axensysteme beider In- 
dividuen um verschiedene Mittelpuncle, oder um c i ti ^ n und densel- 
ben Mittelpunct ausgebildet denken. So weil es sich dalin u\n die Hi uril)ei- 
lung der Stellung beider Individuen eines ZwillinfjskrystaiU handelt, kön- 
nen wir jedenfalls vorausselzeu, dass ihre beiden Axensysteme einen gemeio- 
schafUichen Mitlelpunct haben. 

Sonach ist uns in jedem Zwillingskrystalle eine Lopululion zweier iden- 
tischer Axensysleuie gegeben , welche um einen und denselben Mittelpunct 
dergestalt ausgebildet sind, datt heide symmetrisch gegen eine bestimmte 
PISche liegen, welche stets eine krystallograpbisch-reelle Fläche des betref- 
fenden Fonnencomplexes ist. Von dieser Vorslellong ausgehend, klinnen wir 
die Theorie der Zwillingskrystalle anf die symmetrische und kryslallonomi* 
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sdi« GopiilMiM swtt8r kleoiiMsher Azeasysteme gründeo, iiod als eio ganz 
altgemeines Problem der ualytiteben Geometrie behandelD. 

ßie emraelMite VortteUong, weiehe wir bei dieser Theorie zn Grende 

legen können, ist nun die, dass anfaegs die beideoAxensysleme I and U edn- 

cidiren, urifl .]:,ss hierauf das- eine gegen das anderr um die Zwilliagsaxe durch 
löT verdreiit werde. Es seien .)/,V, .1/r und MZ die drei positiven Halb- 

axen des Axeusystems I, und es sei MN die Zwil- 
lingsaxe. Das Axensysleni II, dessen Axen wir mit 
jMä", MV und MZ bezeichnen weilen, coineidirt 
vor der Ürehuiig mit dem ersteren ; nach der 
Drelumg fällt jede seiner Axen in die durch die Zwil- 
lingsaxe und die gleichnamige Axe von I bestimmte 
Ebene» oder in eioe der projicireadea Ebenen der 
Zwiltingeaxe» also die JUX' in die Ebene NMX^ 
die MT in die Ebene NMY^ und die MZ* in die 
Ebene SMZ. Auch bildet eine jede dieser Axen mit 
der Zwillingsaxe denselben Winkel, wie die gteiebnamige Axe des Axen« 
Systems I, so dass 

Winkel yMA ' = Winkel XI/.V 

- AJ/l' = - XVI 

- = - AJ// 

Aus diesen Bedingungen lassen sich iiuu die Gleichungen der Axcu des 
X weiten Axensystems in Bezug aef das erste Axensystem abieilen; ein 
fonblem« dessen Lösung uns weiter auf die Erkennung des Zusammenhdnj^es 
fSbrt, weleher zwischen den Flächen der beiden Individuen eines ZwiUjings- 
krrstaUs obwaltet, WCshalli wir es wenigstens für die o r thoSdriscben 
Axensyvteme etwas ausführlicher behandeln und verfolgen müssen. 




Fig. 13. 



§•47. Xransposition des einen Axensystems auf . dv andere, 

bei rechtwinkeligen Axen. 

Wenn die symmetrisch cepnlirten Axensysteme ortbojfdriscbe siud, so 
wird die allgemeine Losung der Aufgabe, die Axen des sweiten Systems als 
Linien darzustellen, welche uns im ersten Axensysteme gegeben sind, in fol- 
gender Weise zu geben sein. 

Es sei die im Axensysteme I gegebene Gleichung der Zwillingsfliebe 

a b c 

so werden nach §. 31 die Gleichungen der Zwillingsaxe: 

b fi a c CO 

öder, vollständig so geschrieben, wie es eisjentlich für eine durch den Mittel- 
puncl geheude Linie gefniderl wird 23 und §. 31, Anm.) 

£-IL«o l-£«o ^-l«o 

6c ea ^ Qb be. ' cu ab 
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ÜDterscbeitleo wir bmi die Azen des sw ei teil AxensyeleiM tli AzM der 
a^'i y aad % von dai Am der y vhd s des cMco Axensystcme, •# kt et 
die erste Bedinguog für ihre Lage, dass eine jede derselbe» in eine der pro- 
jieireiideB EfceMii der Zwilliogsaxe ftUt) and swer ftllt 

die Aze der m in die prqjieirende Ebene dnreb go^ 

- - - y' - - - - - 



folglicii wird die eine Gleicbung 

rdr die Axe der j?': ^ - 4 »0 

ca ab 

für die Axe der y' : — ~ «0 

^ ab be 

fürdieAzeder V: ^-i^ «0 

bc ca 

Da nun aber diese dpei Axen gleicbfalls durch den Mittelpunct des ersten 
Azensyslems gehen, so sind wir nach §. 23 bereehtlgt, als zweite Glei- 
ehnngen fiir sie die folgenden einsnfBhren : 

für die Axe der o:' : — — > = 0 

ft ea 

fiir die Axe der ^ : ^ — ^ =0 

fiir die Axe der s : ^ — ^ = 0 

Q bc 

und CS handelt sich jelzl mir noch darum, die Parameter ju, v und q zu finden. 
Dazu «:;elanj;en wir durch Henutzutij; der zweiten Bedingung für die Lage 
dieser Axeu; der ßediiiiriini; niiuiiich, dass jede derselben mil der Zwillings- 
axe einen <]^lei€b grosseu Winkel bildet, wie die gleichnamige Axe des 
ersten Axensystems. 

Es bestimmen sich aber die Winltel v und welche die Axeu der .r, 
y nod M mit der Zwillingsaxe bilden, nach dem in §. 30, I stehenden Aus- 
draeke 

cos/r= _- pp^^9'^'r 

wenn wir in selbigem einerseits ps=bc^ q=.ca und# = aÄ, anderseits suc- 
cessiv y »oo, y' =oo nnd / s oo setzen, wie folgt : 

t he be 

ca ca 
cosv = _ = 

Y *^b^-i-<^a-'^b''c^ yS 

?ab ab 
SS = — — 

Eben so erhallen wir die Winkel 5', r' und T', welche die Axen der .r', i/ 
und M mit der Zwillingsaxe bilden, wenn wir in demselben Ausdrucke von 
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eoßff^ einerseits iüi p, q und s die vorherigen Werth«, anderseits stall p\ q 
and s successiv die oacbsleheuden Werthc einsetzen : ^ 
für dii Axe d€r m i p ss^a, gs= coy s tm äb 
fUr die Axe<der t p' ^bcy ^ = / stmh - 
für die Axe der m t p' srnbcf f ^ eu^ 
Anf eolelM Weiae bcetuMnit ödi 



Meehl man non die Bedingungen gellend, dass | =5$, v und ^' = ^ sein 
BÜssea, so ergeben sieb innächal dretGleiehuogeD, aus wekben mit Leiebtig- 
keit folgende Wertbe von ft, v und ^ abgeleitet werden : 

'^'^ 

" ^ 

M 

Demnach wrrrlen die Gleichungen der drei Axen des Axensystems Uf wem 
solche anf das Axeosyslen 1 bezogen werden, folgende: 

für die Axe der ^' : ... ^t^^ 1 ^OnndiS. — «.0 

für die Axe der e' : -xT=--^7^i — töt — ? =»0 nad ^ 

(tlr'^tr{n*-^b*) bc bc ca 

mit welchen drei Syslemen von Gleichungen die Gnmdln^'o für dio Theorie 
aller Zw illingskry stalle ortboedriscber Krystaliformen gefunden ist**) 

§.48. Transposition der Coordinat-Ebenen des xweiten 

Axeasystems auf das erste. 

Naebdeni wir die Axen des Axensysleau II als Linien dargestellt 
haben, weiehe uns im Axensfsteme I gegeben sind, so ist es eine sehr leichte 
Aufgabe, aneb die Geordtnat-Ebenen jenes Axensystems als Flächen 
innerhalb des ersten Axensystems anszudrüeken. Zu diesem Ende bedarf es 
BW der Erwignng, dass eine jede dieser Ebenen die Normal-Ebene einer der 



*) Vargl. ada Lflii^n«b der raiaai «ad aagewaadtea RrytUdlosrafil«, II, 8. t36, 
we dieadbea R^nllit» ttilKflibtUt Warden slad. 

NAVMMa*« KrjaMlI«si«pbie. 5 
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Ax«D, oder dtss jede Axt die Centronorinale doer der getoeiiteB Gotr- 
dinat-Ebeneii ist; es ist nMoiIieh ' 

die Axe der x' die CeDlroDermale der Ebene Of'v) 

- . . y' - - - - («J?) 

- - - -iP - - - - (y*) 

Man setze mm, es sei allgemein die Gleichung einer jeden dieser drei Geordi» 
nat-^Ebenen von der Form s 

=0 

übe 

§0 werden die Gleichnogen ihrer Geatrooormalea ali^emeio : 

b c c a ab b c c a ab 

Da nun diese Ccnfrnnnrmalpr) id entisch mit den Axen der 5', der t/' und x' 
sind, so brauchen wir nur linc Glpirliunf^en successiv mit denen zu Ende des 
vorhergehenden Paragraphs stein u lt ii Gleichungen derselben Axen zu iden- 
tificireu, um für jede der drei Cooi diiial-Ebencn die ihr zukommenden Werlhe 
von a\ b' und c zu finden. Es wird also z. B. für die Axe der a: , als die 
Centrononnate der gesuchten Ebenen (^y'^') : 

ab as«p, ca scff, bc » ~ 

HoltipUeirt man die beiden ersten Gleichungen, und setzt man in das Prodnet 
n'^^V statt 6V den durch die dritte Gleichung gegebenen Werth, so findet 

man „j, %€?b^c'^ 

woraus steh das Verbiltaiu «'* : a'b' i eV, oder 

folgern lässt, aaf dessen Kennlniss es ja ledigtieh ankommt, weil die gesuchte 
Coordinat-Ebene (yV) eine durch den Mittelpunct gehende Fläche ist. Durch 
dasselbe Verfahren erhallen wir nun überhaupt folgende Parameter-Verhält- 
nisse for die transponirten CoordinatrEbenen des zweiten Axensystems : 

ffir die Ebene ( ) : «' s i' : c' = a : 4 : ^i^, :::^(^a'+¥) 

2bc^a^ 

für die Ebene (aV) : a s Ä': c' « : — , ». : c 

Ar ti. H.«.. (yV): .•:»'■.'_ p^^^g^ = » : • 

A001. Betrachten wir die<)e Verbältaisse etwas gennaerf iodem wir za- 
gleich daranf ROcksieht nehmen, dass die Zwülingsflache, wenn wir sie gaox 
allgemeio ab irgeod eioe abgeleitete Fläche vor&lelleu wolleo, eigeoUich 
doreh ein Parameler-Verblltiiits m»:Mb:re bestimmt wird, dasa also in vor- 
stehenden Verbillnissen diese Grössen an die Stelle von o, b und c geaelst 
werden mflssen, so gelangen wir zu der Erkenntnisse dass sich die Parameter 
a, b' und e der traasponirten Coordiaai-fibeoen jedenfaUt als rationale 
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Maltip Ja der drei Grondparameler des Aieosytteois I beraentelleo, Mbeld 

nur diese Gruodparameter entneder durch ratioDale Zehleiij oder dnrcb Qoa- 
dral» nrzelzahlen atugedrUckl wertlen könoen. 

Damit sind \%ir .tber oifenbar auf das Hesultat gelangt, dass, bei jeder 
zwilliogsmjtesigen Copaiation zweier ideoligcber (orthoedrischer) Axensysleme, 
die drei Coordieit-Bbeiien dei AiestyaleBt II dr^eo krytteliograpbisch- 
■«giiehen Pllchea des AxeaaysleBs I eatsprecHea, uad vice versa. Wir 
kOnneo also ta jedem Zirilftagskry-^talle die drei Coordinat-Ebenrn des eioen 
Individiiur!)« drei kryslallograpbiscIi-mOgUcbe Flicben des «aderea iodivida* 
ums betrachleo. 

|. 49. Transposition irgend einer beliebigen Fiäclie des 
einen Axensysiems auf das andere. 

Das 80 eben hervorgehobene Remiltal betritt jedooh rar deo beumderen 
Fall eines ganz allgemeinen Gesetzes; des Gesetzes nSmIieb, dasein 
allen ZwilUogskrystallen orlboSdriseher Formen jede FUehe des einen 
Indindnnras, venn sie auf das andere individum transponirt wird, einer 
krystallographiseh-nügUchen Fläche dieses Individanms «nlspricbt, 
indem sich ihre Parameter auch in dem Axensysteme dieses Individnums 
als rationale Mullipla der Gmndparameler herausstellen. 

Die Wirklichkeit dieses Gesetzes lässt sich aof folgende Weise darthon, 
DenkM wir nns im Axensystem II iigend eine Fliehe F' doreh die Gleichong 




gegeben^ so läuft die ganze Untersuchung darauf hinaus, für dieselbe Fläche 
dipjpMigen Parameter a^, und c, zu berechnen, welche ihr in den Axen der 
Ä", der y und der des Axensystems I zukommen. Nun haben wir bereits in 
§. 47 die Axen der u', der y und der s aU Linien innerhalb des Axen- 
systems I bestimmt ; die vorstehende Gleichung aber sagt uus, da:»» 2>oiciie 
Linien von der Fläche F' respoelive in den Distanzen m\ b' und e' vom MiU 
telponcte geschnitten werden. Bezeichnen wir also die Dttrchsehnittspuaete 
dieser Linien mit den Buchstaben X\ Y* und Z', so wird unsere Anfgabe 
wesentlich darin bestehen, erstens die Goordinaten x^y und » für jeden 
der drei Puncte X\ Y' und Z' zu hestimmen, wobei die Parameter a\ b' 
und c', die Centrodistanzen dieser Puncte, zu benutzen sind ; dann aber 
nach §. 18 die Parampter dprjpni^en Fläche nufzusachcn, welche durch die- 
selben drei Puncto geht, und natürlich keine andere, als die auf das Axensy- 
stem I transponirle Fläche F' ist. Wir wollen den ersten Theil dieser Rech- 
nung beispielsweise für einen dieser Puncte, ciwa lur den Puncto' durch- 
fuhren, hierauf die Goordinaten für alle drei Puncte zusammenstellen, zuletzt 
aber den j. \% in Anwendung hringen, um dis EndreBuItat, d. b. um die Be- 
sltfluiung von a^, und c, zn erhalten. 

Die Goordinaten des Punctes X' 6nden sich durch folgende Betrachtung. 
Pur jeden Pnnct der Axe der a gelten die Gleichungen: 

5* 
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tsu — 173— ^v — ~ und -2- sO 

"^^^'^^ 23? 

die OeDtrodbtaiiK irgend eines Pnnetei dieser Axe wird dther 

Nun Ist uns sber die Centrodistanz des Panetes X* mit dem Werthe a gege> 
ben; folglieb wird fOr diesen Ponct, wenn wir seine Coordinetea mit /», q 
nnd # statt mit x, y und « bezeichnen, 

Darob gm» XboHebe Betrachtnngen bestimmen sieb für den Pimet Y* die Ce- 
ordinelen: 

P'—T-'f = Ä =-T~* 

imd eben se lir den Pnnct die Cooidineten: 

? =— *-5T-,# »; 5 

Die in dem Axensysteme II durch die Parameter ^ und e' gegebene Fliehe 
F*' gebt 'Aün'aber durch diese drei Puncte, deren verslebende Geenünalea sieb 
aof das Axensystem I bezieben; scbreibenirir also ihre anf dasselbe Azen* 
System besngliche Gleichung 

h r- 4-— asl 

^ 

so werden ihre in die Axen der dery nnd der «rAtlknden Parameter a,, 

und c, durch die neun CooHfn^üen ä, // u s. w. nach §. 18 voll- 

küFTmien besliaiml sein. Snh'ifit uii l man nämlich iu denen zu Knde von 18 
stehenden Ausdrücken lür f/^, und Cp statt p u. s. w. ihre vor- 

stehenden Werthe, so erhält man nach den eriorderlicben Redurtioucii : 
ab' cja^b^-^v'^ü- h- b^c^) abcS 
*« ** 2abc(Jib' -^cc)d ^{b''c-'-a''i;'-c^a^)b'c " Habc^bb' -\-cc)a' ^Ab'c' 



'* tabcUia -^l'h )r ■^(a'^h'^--<':^n^ -b'^c'^)äb' tabc{aa -k-bh )<■ -Lab' 

welches die gesuchten Parameter der auf das Axensystem I traosponirten 
Flache sind. 

Dass nun ihrr diese Parameter wirklich rationale Multipia der 
Grundparametcr sind, diess wird sofort ersirhlUch, wenn wir sowohl die 
Fläche Ffoder die Zwilling; ^ flache) als auch die Mäche F' Toder die beliebige 
KrystallQäche des Individuums 11) als abgeleitete Flächen eiafübreny indem 
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" wir voraussetzen, dass der lietretfende FornuMu omplex durch die Gnmdpara- 
- Bieter a, ä und c ( iKuakLensii i sei^ und demgemass in vorsleheadeo Werthen 
sUtU a, b uad c die ürossea ma, nb und re^ 
. ■ . . • a\ b* UDd c die Grössea ma^ n'b luid r'c 
eiiifelien. Dadoroh wird zuTörderal: 

und endlieb ; 

»' - ' wi-nr _ 

m n r Sc 

Da Don die Factoren P, Q und R rationale Werth e haben, sobald nnr 
die GniDd|Murameter 1d, ^ und c entweder durch rationale Zahirn oder durch 
Qoadratwurzelzahlen darstellbar sind, so ergiebt sich, dass solchenfalls auch 
ff^ nnc! rntiohale Multiple der Gr undparameier des betreffen*- 
den Foruencomplexes sind.*) 

|. dO* Transposition des einen Axcnsystems auf das andere 

bei schief wini^eligen Axen. 

In den sebiefwinkeligen nnd znmal in den triklino^Sdrisehen Azensyslo- 
ven liset nns die Tlieorie der ZwiNingriiUdong aof weit complidrtere Resul- 
tate gelangen, weshalb wir nns auf die Transpesilion der Azen besebranken 

wollen. 

Denken wir nns, in einem triklinoiSdriscbea Azensysteme sei die Zwil- 
lingsflacbe ebenfalls durch die Gleichung 

- + 1^ + - =1 

m 9 C 

gegeben, so werden die Gleichungen der Zwillingsaxe, nach §. 3t, II, 

£-.v=0, ^-^«0. i^-i=ü 

In wdeben 

p B besln^a—abB' ^caC 
q SS eas\n*ß—bcC' —abA' 
s == abs\v?y—eaA —bcff 
und ^Wcos^siiv^sin)', iB^scosÜsin^wncc, C'scosCsinasio/?. 



•) Verfl. aclM Lefcrhaeh 4er Rryttyiagrapye, II» 8. 240. 
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Da mm die Azen der w\ y ond %* des sweilen AjEensyttettt tu ihrer 
aattoglieben Lage (der CoineideBS mit den Azen der y und %) doreb eiM 
halbe UmdrebuDg um die Zwilliogsaxe in ihre n eve Lage gebracht worden 

sind, so müssen sie abermals in die projicireoden Ebeoen der ZwilUngsaze 
fallen y weshalb sich denn die eine Gleicboog 

für die Axe der x mit = 0, 

für die Axe der y mit — *= 0, 

für die Axe der z inil — — =0 

P 9 

hesUmmen wird. Aaeh werden sich die zweiten Gleichungen wiedemm 

für die Axe der o?' in der Form — — ^ = 0 

9 

für die Ajte der y in der Form as 0 

p V 

für die Axe der ^' iu der Form — — — « 0 

^ P 

einführen lassen, weil alle drei Azen durch den Uitlelpunet des Axensyslens 
gehen. Znr Beslimmung der noch unbekannten Parameter /tt, v und q gelan- 

gen wir abermals durch die Bedingung, dass jede Axe des zweiten Axensy- 
stems mit Her Zwillingsaxe denselben Winkel bildet, wie die ^IpfrhnnTnige 
Axe des crslrn Systems. Es ist ^ber nach §. 30, II der allg» mr me AusdriK k 
für den Nei^Lint^^swinkei zweier Linien in eiueni Irikiiuoedriscben Axen- 
systeme : cosM = 

pp' -k-qq' "4- 9'*; cos« -♦■(*/> -♦- « /» pq ■¥ p' <j co^y 

Lassen wir in diesem Ausdrucke die Buchstaben g und s unveiündert, wäh- 
rend wir successiv //, y' und / mit dem \\'erllie 00 einfuhren, so finden wir 
die A'eigiin<!:s%vinkel ^, t' und T der Axcn der x, y und 9 gegen die Zwillings- 
axe mit loigeudeu Werlbeu : 

oesf 

ff-l-SGosa4-;»cosy 

0051= i- 

f±$[^osa-hj9cos/} 

in welchem h' = p^-ht/^-i-s^-i-^qscosu-i-^spmsß-i-^pqcosy ist. 

Die gleichnamiijen Neigungswinkel ^, v' und der Axen der j\ y und 
z gegen dieselbe Zwillingsaxe erhalten wir aber, wenn wir, mit Beibehaltung 
der Buchstaben q und ^ , successiv 
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liir die Axt der ^ i p'^ fi, 7' = / b j 

für die Axe der y' : = g'^tf / « # 

iÖr die Axe der « : ^Pf f ' ™9 
einsetzeB ; es wird nämlich 

V^f«'>l-^+«'+2^«cos€rH-2/u«co8/:f<4-2^0i^ 

ö(*+ycosa-h/icos/9)-»-;;'-4-y'-»-2;/ycos/-|-jr*cosof-l-5/;coS|9 

COS^ ^ 2 — ^ — — — — : — rr^:,-.— _. — 

Um Bün die Werlke ron ^, 1^ uod f »1 fiadeii» dazu haben wir dberauJe di 

drei BedinguDgen ^ tm$^ v' mmv nni gellend xn aeehen. Wir woiien 

beispielsweise die Recliaung für die erste Bedingung durchfSkreD, dann aber 
die Endresultate mitUieilen, wie aich solebe aus der äbnticben Behendlnog der 

boden übrigen Bedingungen ergeben. 

Zur leichteren Vorfolguoi; der Bediagung cos^'weos^ seue mau zu- 
vörderst 

p-^-SCOS,ji-hf/C0S'/=f^ 

so führt uns die Bedingung cos^'=:co.s^ iiufdic Gleichung: 

fif^-hH^^ F Y^i^ + 7* + +2f «coso 4- 2/i«ü08/t+2^f COS}' 
oder auch, indem mnn das Wiirzplzpirlicn wegschaA^ 

«»f^»4.2^^/rH-M'*»/u«^»-l-/>'*(y»H-*»+2f«os«+2^«coa/J+Vy«<W 
woraos denn folgt, dass 

Vf^/F-acosj^f^-^coS}'^ = ^VH-*'+2f«!0Bo)-IP» (1) 
Snbstituirt man in dem linker Hand vom Gleichheitszeichen stehenden Factor 
von 2|uf^ für F und IV ihre Werthov so bestimmt sieb 

Man seile ferner M^» Th-JI, nämlich 

7*-»-«^-l-2$rjeo8€( B r, und 

so wird die bei (1) rechter Hand vom Gleichheilsieichen siehende Grfisse 

Der Factor von T erhäk aber den Werth : 

also verwandelt sich die hol (1 ) sirhnide Gleichung io folgende: 

Nun ist aber p^T—H^ = p'L, folglich wird 

Setzt man in diesen Ausdruck für T nnd ^ ihre Werthe» so bestimmt steh 
endlieh: 



k 
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^ ~" 2C/7+ycosy+5C08/>) 
Behandelt man MfihiiUohe Weise die Bedieipiiigsc^efamiy eett;' s eoav, so 
findet man; 

2(y -4-*cosa -f-pcosy) 
uod (iurcii iiuä:>elbe Verfahreu aus der Bedingung cosf' = cosj|; . 

V/jr begBÜgea ans mit diesen Resaluteo, ohne solehe noch weitei' dnlrtli Sab* 
stitation der Wertfce von q andt zn verfolgeo, well in > den trikUnoiSdri- 
sehen KiysUllen die Zwiiiingsflielie in der Refel einer der Coordinai-fiknen^ 
oder mch die ZwiUingsaxe einer der Azen entspricht, wodurch sieh die Snehe 
sehr Tereinfachk. die Zwillinge monoklinoedrischer Krystalte erhalten 
die Grössen p, q und s ebenfalls sehr einfache Werlhe ; fär orth orffrische 
Krystalie aber wird p = bc^ q = ca, s = ab^ weshalb denn (weil auch a = ß 
=r y =s 90" ist) die vorstehenden Wertbe von fi, v und q auf die in §. 47 ge- 
fundenen Werlhe zuriici^kommen. 



Zweiter Theil. 
Theoretiiohe Krystaliograptaie. 



§.51. üebersicht der Krystailsysleme. 

Es ist bekannt, dass die sämmtlicben KrystaUformeu oacb' denen in ihren 
Symmetrie- VerbUlsiifteB angezeigten AicensfslenieD in sieben Abtheilnngen 
gebneht werden könneoi wäebe man Rrystallsf stem'e' genannt bal.^) 

Oer geometrisehe Gmdehanikier eines Jeden irfstaUbgraphiscben Azen- 
sysleros berubt nälkiKch auf folgendeu drei Momenten i 

1 ) auf der Z a b 1 der CoordinatpEbenen oder Axen, 

2) auf dem allgemeinen Neigongsverhältnisse der Coordinal- 
Ebenen, und 

3) auf dem ailgemeiurn Grösseuverbältnisse der Axeu. 

Nach der Zahl der Coordiiiat-Lbenen oder Axen zerfallen die sämoi iiichen 
KrystaUformeu zuvörderst in die beiden Ab tbeiiuugcu der irimelri sc be u 
md der tetramelrisebon Formen, je naebdem sie vermjl^ ihrer Sym- 
melrie-VerblUtnisse anfein dreizibiiges, d. b. ans drei Coordiaat*Ebenen 
bestebendes Akensystem, oder auf ein vierzlbtiges» d. b. ans vier Goor- 
dinafr-Ebenen bestdiendes Axensystem zn beziehen sind. 

Die trimetriscben Formen zerfallen weiter nach dem a 11 ge m ei- 
nen Neigung sv er hältn isse ihrer Goordinat-Ebenen in vier Abtheilun- 
gen, welchen die oben in ^. 1*? erläuterten Axensysleme zu Hrnnd liej^en, 
wesbalb denu diese Abtheiiuni^^en selbst füglich als o rlho ed risch e , mono- 
klinoedriscbe, diklinoedrische und triklinoedrische Formen 
aufgeführt werden künuen. Die te tramelrisch en Kormeu ia^ü^eu nur das 
einzige Neigungsverhältniss erkeuiea, dass sieb drei Goordinat-Ebenea in 
einer md derselben Linie unter W scbneiden, wühread die vierte anf ihnen 
leebtwinkeüg ist. 

In Bezog auf das Gross enTerhällniss der Axen, in welehein aicb 
ihr gegenseiliges WerthTerbiltniss begründet ist, Indet nun bei den er- 
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tholSdrischen Formen eine dreifache Versdiiedenbeit Statt, je nacbdeni 
oSmlieh alle drei Axea als vollkommen gleiche und gleichwerthige, oder 
nur noch zwei als solche erscheinen, oder endlich alle drei ungleich und 

ungleirbwerlhig sind. In den versrhiedenen kli n o«'d r i sc h e n Formen schei- 
nen die drei Axen immer ungleich und ungleichwerlhig zu sein, weshalb denn 
das Grössenverhäilniss der.selben keine weiteren Unterschiede bedingt. In 
den tetra metrischen Furmen waltet stets das eine Verhältniss, dass die 
drei in eiuer Ebene liegenden Axeu gleiche und gleicbwerlhige sind, während 
die vierte, auf ibneo reeKtwinlLelige Aze «nglei^ oder doeb wenigsteai nn- 
gleichwertbig ist. 

Fassen wir nun alle Merkmale sussmmen, so erbaltep wir ZQvörderst 

folgende Definition : ein Krystallsystem ist der Inbegriff aller mSgUcben 

Formen, welche, bei gleicher Zahl und bei demselben allgemeinen Neigungs- 

verliälhiisse der Coordinal - Ebenen, dasselbe all'^^emeine Grössenverhiütniss 
der Axeu bej»itzen. "Vach diesem Begriffe und nach den vorhergehendeu Er- 
örterungen gelangen wir aber zur Anerkennung folgender sieben KrystalU 
Systeme : 

iL Trimetrisclie F^men; 

a. OrthoedrUeke Formen ; 

1. Tesserales oder isometrisches Krystallsystem, 

2. Tet ragonales oder nionodimelrisches Kryslalkystem, 

3. Uhombisches oder anisomelrisches Krystallsystem \ 

k, Kh'noedrische Formen ,* 

4. Monoklinoedrisches Krystallsystem, 

5. D i k I i noe dri s c h es Krystallsystem, 

6. Triklinot^driscbes Krystallsystem) 

i. Tetranetriicbe fbraen ; 

7. Hexagonales oder monotrimclrischcs Krystallsystem. 

Wir glaubten hier diese l>I)crsiclit der Kryslallsysleme einschalten zu 
müssen, weil sie uns die Rcilienfolge für die nun folgenden Lebren der theo» 
reliscbeu Kryslallographie bestimmt. 

Warum wir denen, an und für sich Irefilichen Namen i.someli isriies, moDO" 
dimcirisches und monotrimetriächcs System die Namen tesserales, letragonales 
und bexagonaics System vorziehen, darüber werden wir uns bei der Betrach- 
tung dieser Kryitallsyslenic aussprechen. Oer Name rhombiwbes Syitteui aber 
ist losserst bezeiebneud Ar die belrelTende Abtheilong von Formen, und jedeo- 
falts weit bexeichnender als der Name anisometrisches oder triniclriscbcs Sy. 
«tcm, weil diese« Syslem die 1' n g I e i c h Ii ei ? aller drei A.ven mit den klince- 
driKrlieii Systemen -lemein h.it , n.'ihrenil ilnu die fciigen.iicbafll au$scblie»>siieh 
zukommt« dass seine lornien nach allen drei Axen rhombische Quer- 
schnitte, d. b. sefehe Qoerscbaitle liefen, wel^e eatireder Rbombeo oder 
docb solebe Piguren sind, io und um urelebe sieb Rbombeo besebreibeo lassen. 
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Erster Alischiiitt. 

Tesserales Sjrstem. 



€tfl» CofTttci. 

Holoednseiiie formen des TeMeraLsystems. 

> ' ■ §• 52- Axensyslem; Zwischeiiaxeii. 

Gleichheit und absolute Gleich werthigkeit dreier, inf einander 

rcr Ii f w in ke liger Aach sind bekanntlirl) dio Figcnsthaflcn , welche das 
tesseiale Krystallsyslcm auszeichnen, und für seine Formen den höchsten 
Grad von Re^elmässigkeit bedingen, dem wir überhaupt in derKrystallwell be- 
gegnen. Ja, es gehören sogar mehre von den regelmässigen Körpern, welche 
die Geometrie zu betrachten pf[* -i. mit in den Bereich der tesseraien Formen. 

• . Daher si od wir deuD auch last geottlliigi, bei der iNonienclatur der 
tviaeralcD Fonnen ducelbe Priiieip xu befolgen, dem die Geoniekrie bei der Be- 
MSBiiBg der regelmlssigea Korper gefblgt iet, d. h. die Nuien derselbe! nach 

der Zahl ihrer Pla<:hea zu bifdeo. Wollten wir anders verfahren, so wOrdm 
dfeseihf'ii Körper in zwei so nnhe verwmidtfMi XV'issensch iften ver schiedene Na- 
men erhalten, was sich auf dem Cebiele der Krystnllogr.iphie um so seitsarber 
ausoeiimen würde, aU »ie eine Tochter der Geometrie ist, und zwar die jün^st- 
geboreoe Toebler, welcher ei gewiss nieht »ikoinint, den iweil«ateodj.'ihi i<;eii 
Sprachgebrauch ihrer Matter zu verdr«fngen. Nirgends dUrfle wohl die Kegel, 
dass den älteren Namen, sobald sie nur gut und brauchhar sind, das V^or- 
rerht erehührt, mehr zur Geltung zu bringeo sein, als auf dem Gebiete einer 
der Geouielrie entsprossenen Wissenschaft. (Jod was i^l wohl uo den so be- 
^zcicbncoden Namen Tetraeder, Hexneder und Oktaeder aiiszusetzea , welche 
'j. jnea neoiieh durch die Namen Helvinoj;'der, Qaloeder und Magnelo^der zu er- 
. ^..setzen versucht lial? — 

\\ as den Namen des Kryslallsystems selbst betrifft, so zlelicn wir ih< Pi i- 
dicat lesseral deshalb den ^^flbrigens sehr bezeichnendenj Pr.'idicaten isome- 
trisch oder regul.'ir vor, weil es sich hesser zu gewissen Zasaiuroeuseixun* 
^ gea eignet. Se Itenn x. ß. eine faemiedrisehe Pom des Tesseralsystemet sehr 
■ '-Wehl eine semiiessemle Perm, «her nieht fdglich eine hemi-isemetrisehe oder 
'^semiregnilre Form geiennt worden. Hl^' 

^' ' Aus der absoluten Gleichwerthigkcit der drei Axen ergiebt sich, dass 
ganz beliebig eine jede derselben als Haupia^e gelten, oder die aufrechte 
Stellung der Formen bestimmen kann, dass also jede tesserale Form drei 
völlig gleichwerthige Hauptaxen besitzt. Wir denken uns nun das Axen- 
systeni in einer solchen Sfelhinj^ vor uns, dass eine seiner Axen verliral steht, 
während eine der horizontalen Axen ?eg:cn uns «rericiilct ist. Die aufrechte 
Axe betrachten wir als die Axe der a*, die an uns vorbeilaufende Axe als die 
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Axt der y, imd die auf vm inlanfeiide Axt th die Aze der in auch betliai- 
meii wir eio für aüe Hai dei ▼tfro » olbea» rechts Hegenden Oelanten ab 
den Oelanten der positiven Halbaxen. 

Ausser den drei HanpttxeQ sind -einige andere, durch den Mittel- 
pnnet gehende Linien von Wichtigkeit, welche wir die Zwischenaxen 
nennen, and als rhombische und trigonale Zwischeoaxeu unterscheiden. l)n« 
ter rhombischen Zwischenaxen verstehen wir nämlich diejenigen in 
den Coordinat -Ebenen enthaltenen Linien, welche mitten zwischen zwei 
Hauptaxen liegni, und folglich den Wifike! dersclbrii halbiren ; unter tri^o- 
naleii Zwisclienaxen da'regen verslelieu wir diejenigen Linien, wciclie 
mitten zwisciiea drei iiuupLa.\ea liegen, und also gegen jede derselben gleich 
geneigt sind. Es giebt daher € rhombische, und 4.t<Sgona]e Zwischenaxen. 

Da wir ihrer oft bedürfen, so müssen wir die Gldchongen. dieser Zwi- 
schenaxen wenigstens in Oetanten der positiven Halbaxen aiifsucben ; aus 
der so eben mitgetheflien I^^nbestimmnng derselben ergeben sieh für die 
drei rhonbi sehen Zwischenaxen dieses Oetanten die GleichongeaL:' 

jt bO undy— is = 0 

ttasO und^— ;r = 0 ' ' * . 

5=0 und ,r — y = 0 
für die trigonale Zwlscbeuaxe desselben Octantea aber gelten die Glei- 
chungen 

.r—t/ = 0 und 5— .r = 0 
Mau wild äich leicht auch iür jede andere dieser Axeu die ihr zukommeudeu 
Gleichungen bilden köuneo. 

§. 53. Verschiedene Parameter-Verhältnisse. 

Unler einer Form Überhaupt versteht man in der Kryslaltegraphie einen 
Inbegriff TOtt lauter isoparametrischeo Flächen, d. h. von solchen Flä- 
chen, welchen dasselbe Parameter- Verhältniss zukommt; man unterschei- 
det aber die Formen als holoiidrische and als !>emi€drisch e Formen, 
Je nachdem sie den vollständigen Inbegriff, oder nur die symmetrisch 
verUieille Hälfte aller derjenigen Flächen besitzen, welche für das gegebene 
i^arameter-Verhällmss möglich sind; (Aulangägr. S. 14 und 15>. Da nun die 
Eigeulhümlichkeit einer jeden Form wesentlich in dem Parameter -Verhäll- 
niwe ihrer Fliehen begründet ist, so wird es offenbar eben so viele Arten 
von holoidriieh*lei8eraleD oder plenotesieraleii Formen geben« als es 
weeantlieh versehiodene Parameter -Verbültniaso giebt. AUgemein sind diese 
Verhältnisse nur dreierlei: nämlich das Verhlltnisf der dnreh^lngigen 
Gleichheit, das Verhältniss der Gleichheit zweier gegen einen ungleichen Pa- 
rameter, und das Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit. Die beiden 
letzteren Verhältnisse sind jedoch verschiedener Modalitäten iahig, weiohn 
eine besondere Berücksichtigung erfordern. 

Betrarhlen wir zuvörderst das Verhältniss der dnrrhpängi^pn Ungleich- 
heit, welches sieh allgemein durch «i: a: 1 ausdrücken lässt, indem wir den 
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kUiBfteB PaniBcter m \ lelaeD, dan grdssteii mit «t, nnd den nitlle- 
ren mit n bezdeliB0D, m begründet es eine wesentliche Verschiedenheit, ob 
der grösste Parameter ?n noch einen endlichen Werth hat, oder ob er mit 
dem absolut grösslen Werthe oo gegeben ist. Sonach kann das Verhält- 
nhs der durebgängigea Ungleicbheit der Parameler in den zweierlei Moda- 
litäten 

m : n : i und oo : n : 1 

vorkumüiea, wekhen zwei verschiedene Arten von Foiuieu euUprechen. 

Das WrhHllniss dfr flfeichheil zweier jrr^jpn rinrn nn^lrirhf ii P>irameler 
ist ziin;ii IinI ein vprschieiieiies , }«■ nachdem die loieideii gleithuu Parnmftpr 
^^os^( r odri klt iiier ;ils dfr ilnlle Parameter sind. Rezeiuhncn wir also 
\\ir(l(M iiMi (icii ^i-i)s>lt'ii Par.iineLer mit m, und setzen \\\v den J^leinsten = 1, 
sio gelaufen wir aul die beiden ModaJitUlcn m im-. 1, und m : 1 : 1. Beide 
diese Verhältnisse gestatten aber wiederom die Unterscheidung der Fälle, ob 
m noch mit einem endlichen Werthe, oder mit dem absolut grössten 
Werthe oo auftritt, weshalb denn das Verhällntss zweier gleicher gegen einen 
ongleichen Parameter in den vier Modalitäten 

m : «R : I, nod oo : : 1, 
m i I : 1| nnd oo : 1 : 1 

Torkomoien kann , welchen eben so viele Arten von Formen entsprechen 
werden. 

Das \ ciliaiiiuaa (iti üurch{^äugigen Gleichheit ilci I'araiut ler, welches 
sich am einfacUstcn durch 1:1:1 darstellen lässl, gestattet natürlich gar keine 
wnilei« Verschiedenheit, und liefert auch daher immer nur eine und dieselbe 
Fatm. 

Hieraus ergiebt sich denn, dass im Tesseralsys lerne nur sieben wesent- 
lich verschiedene Pnrameterverhältnisse, nnd folglich auch nur sieben Ar- 
lieki von holoMrischen n>rmen möglich sind ; was durch die Erfahrung voll- 
fcMnnen bestätigt wird. 

54. Arleu der plcnotesseraleu Formen. 

• * ' 

* Denen im vorhergehenden §. nachgewiesenen Parameter -Verhältuisseo 
entsprechen nun folgende sieben Arten von plenotesseralen Formen. ' 

* •. • 1 . I )a H p X ,1 f! p r , f|pr Srrh«;f1;?' lnier oder der Wür- 

lei {tvssera)'^ eitie von ti -Ii irlini ijn ifirafeii umschlos- 
sene Form , deren 12 Kanicji 9U ' iiit^.^tii, und deren 
Flächen das i'araraeler- Vcrhällniss oo : oo : 1 haben; 
diese Form ist einzig iu ihrer Art, wcsüall) sich denn 
die verschiedenen Hexalfder nur durch ihre Chriifjsn >nnd 
durch den verschiedenen Grad der Regelmässigkeit ihrer 
14* Ausbildung unterscheiden. 
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2. Das (Oktaeder, oder der Achtfliehner ; 
von 8 gleichen, gleichseitigen Dreiecken umschlossene 
Form, deren 12 Kanlen U)\i^ 28' messen, und deren 
Flächen das Parameler-Vcrhällniss 1:1:1 luihen ; auch 
diese Form ist einzig in ihrer Art, weshalb es denn 
keine wesentlich verschiedenen Oktaeder giebt , und 
ihre wirklich vorkommende Verschiedenheit nur in den 
«biohiteii DimeDsioneii, o4er im der vertehiedenea VoJI- 
koamenheil der AasbildoD^ begründet ist. 

3. Das U h 0 ni b e n d o d c k a e d c r , oder der Zwölf- 
flächner; eine von 12 gleichen und ähnlichen Rhom- 
ben umschlossene Form, mit 24 gleich werlliigen Kan- 
len, welche 120" messen, und mit 14 Fcken, von 
denen 6 (elragonal und 8 trigoual sind.*; Die Fla- 
ehen haben das Parameter-Verhiltiiiss oo : 1 : 1, und 
sind durch das Verhältniss ihrer beiden Diagonalen 
Y% : 1 charakterisirl. Das Rhombendodekaäer isl, 
eben so wie das Hexaeder und das Oktaifder, einzig 




. 17. 



in seiner Art, ond gestattet daher keine versehiedenen Varietäten. 

4. Die Tetrakishexaeder, Viermalsechsflächner 
oder Pyramidenwiirfel ; sie sind von 24 gleichscheuke- 
ligen Dreiecken nniscblossene Pomeni deren Pttehen 
aligeoiein durch das Pkrsneter-Verhiltniss oo:»: 1 be> 
stimmt werden, nnd deren Gestalt steh, nach Haasigabe 
desWerthes von n, bald mehr dmn Hexaeder, bald mehr 
dem Rhombendodekafe'der nähert, welche als die beiden 
Gränzforroen derselben za betrachten sind. Von den 
36 Kanten fallen die 12 längeren mit den Kanten des 

eingeschriebenen Hexaeders zusammen ; die Kcke /rrfallen in 6 tetragonale 
nnd 8 sechsflächige Ecke. £$ giebt möglicherweise eine zahllose Menge von 
Varietäten dieser Form. 

5. Die T ri ak i sok taed er , Dreimalachlllächner, 
oder Pyramidenoktaeder; sie sind gleichfalls von 24 
gleichschenkeligen Dreiecken umschlossene Formen, 
deren Flächen jedoch allgemein durch das Parameter- 
Verbäliniss m s 1 : t bestimmt werden , und deren Ge- 
stalt sich, nach Maassgabe des Werthes von m, bald 
mehr dem Oktaeder, bald mehr dem Rhombendodeka(^ 
der nähert, welche als die beiden Gränsformen der- 
selben zu betrachten sind. Von den 36 Rauten Men die 

12 längeren mit den Renten des eingeschriebenen Oktalfdert xusammen $ die 
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fiSoke ralorMlieMloi M ab d düüragonale and 8 trigonale Ecke. Mttglicber- 
w d i e kaan m saUloae VariatiMen dieser Perm geben. irr 

6. Die I k o s i l e f r .1 e d e r oder Vierundzwanzigflücli- 
ner sind von 24 Delloiden oder symnielrischen Trape- 
soiden amschlossene Formen, deren Fliehen allgemein 
doFch das Parameter - Verhültniss m : m : 1 bestimmt 
werden , und deren Gestalt sich , naeb Maassgabe des 
Werlhcs von m, bald mehr dem Oktaeder, bald mehr dem 
Hexaeder nähert, welche als die beiden Gränzformen 
derselben 2u betrachten sind. Von den 48 Kanten Tallen 
die 24 längeren paarweise iiberdie Kanten dos eingeschrie- 
benen Oktaeders, die 24 kürzeren paarweise über die Kanten des eingeschrie- 
benen Hexaeders ; die Ecke zerfallen in 0 lelraj^onale , 8 trigonale und 12 
rhombische Ecke. Auch diese Form kann in zaiillusen Varicliiten vorkommen. 

7. Die Hexakisoktaedcr oder Sechsnialachl- 
tliicliuer sind von 4H u[ii;leicliseitigen Dreiecken um- 
schlossene Formen , deren Flachen allgemein durcli 
das Parameter- Verbällniss w.n:i bestimmt werden, 
nnd deren Gestalt sich, nach Ifaassgabe der besoodft- 
ren Werihe tob m «nd m, bahl ne br dieser, bald nebr 
jener der voriier «v^efuhrlen Formen näbert, wes- 
halb denn die Telrakisbeauieder, die TriakisoklaMer 
und die Ikositelraeder gcwisscrmaasseu als die er- 
sten, das Hexaeder, das OktaiSder und das Rhombendodekaeder aber als die 
letzten Gränzformen derselben zu betrachten sind. Von den 72 Kanten 
fallen die 24 miuleren paarweise über die Kanten des eingeschriebenen Uklae- 
ders, die 24 kürzesten paarweise über die Kanten des eingeschriebenen He- 
• xaeders, und die 24 längsten einzeln über die Kanten des eingeschriebenen 
Rbombeudodekaeders. Die Ecke unterscheiden sich als 6 ditetragonale, als 
8 sechsflächige (bald ditrigonale, baU hexagoualc), and als 12 rhombische 
Ecke. Es giebt möglicherweise zahllase Varietäten dieser Form. 

• Anm. Unter diesen Varieiateo sind zwei Gruppen hervorsahekeo, welche 
'.steh dnreh eine betondere Regehnlssigkeit aotneiebMe. Die ertie Gruppe be* 
> grdft diejenigen Hexahuehtaeder , derea secballichige Ecke hexagenale 
sind, oder dereo lüngste und kürzeste Kanten gleiches Winkelmaass 
haben: die zweite Gruppe ist dadurch ausgez»*ichnet. d.iss ihre l.ingsten Kan- 
ten mit den Kanten des eiogeschriebeoen Kborobendodekaeders zusaiumeo- 
fa 1 1 e B , und folglieh so je sech» nad lecht etnaoder parallel sind. Wir «rol- 
loe die onleren die isogonalen, die andern die parallelkantigen He* 
^aUtoklaäder neanen. 

§. ft5. Grandforn, Ableitung nnd Beseichnnng. 

Zur Grundform kann nur eine solche Form gewählt werden, deren Flä- 
chen ein dem Axenverhältoisse entsprechendes Parameter-VerhäilDiss haben ; 
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(Aobtigigr. S. 20). Da mm jenes Verhültmae du i» tociigäagigen Gkkl«' 
heit ist, so wird auch für die Grandfem des Tesserilsystems des ParämeCeiw 

Verhäitniss 1:1:1 feferdert. 

Denken wir uns am des Axensystem für dieses Verhäitniss den voU- 
sländi^n Inbp^'riff aller isoparamelrisrhen Flächen, so erhallen wir das re^- 
läre Oktaeder. Denn iii jedem Raum-Octanlcn ist offenbar iinr eine solche 
Fläche möglich: jede derselben wird durch ihre drei Aebenllachen als ein 
gleichseitiges Dreieck begränzt, und alle diese Dreiecke werden ein- 
ander gleich sein. Das Oktaeder ist also die Grundform des Tesseralsjr- 
Sterns, und der Bochstebe 0 liefert uns des krfstallographiicbe Zeichen, 
dessen AnUiek nosrer Einbildnngskrafk die Gestalt des OktalSders vorfShren 
solI| (Anfangsgr. S. 2t). Aach folgt bieraos, dsss jede Halbaxe des Okla^ 
ders den Werth 1 oder dieselbe Lange hat, wie jeder Psrameler seiner 
Flächen. 

Unter Benutzung der übrigen Parameter-Verhältnisse lassen sich n»n die 
übrigen sechs plenotesseralen Formen sehr leicht durch Umschreibung 
aus dem Oktaeder ableiten, und mit den entsprechenden krystallographischen 
Zeichen versehen. 

Man lege in jedes Oktaiidereck eine Flüche, weiche den beiden, nicht 
so diesem Edee gehlfrigen Hanptaxen parallel ist, oder selbige in der Ent- 
fenrang oo schneidet, so resoltirt das Hezai^der, dessen Zeichen ooOoo 
wird, weil seine Flaches das Buwneler-VerbXltniss oo : oo : t haben. 

Man lege in jede Okta($derkattte eine Fliehe, welche der nicht zn die- 
ser Kante gehörigen Hauptaxe parallel ist, oder solche in der Entfernung oo 
schneidet, so resultirt das Rhombendodeka^der, dessen Zeiohea ooO 
wird, weil seine Flächen das Parameter-Verhaltniss cotl : t haben. 

Man verlängere jede Halbaxe des Oktaeders nach einer rationalen Zahl 
w», welche grösser als t ist, und lege hieran!" in jede Kanlezwei Flächen", 
welche die nicht zu dieser Kante gehörige Hauptaxe beiderseits in der Ent- 
fernung m schneiden, so resultirt ein TriakisoktaCder, dessen Zeichen 
mO wird, weil seine Flächen das Paraanler-VerMltniss si : 1 : 1 haben. 

Man yerlingere abermals jede Halbaxe des Oktaeders nach einer Zahl st, 
nnd lege hierauf in jedes Oktafe'dereck vier Flächen, von welchen jede dn- 
aelne «bar eine Fläche dieses Eckes dergestalt fällt, dasssiedie beiden zn 
derselben Fläche gehörigen Halbaxen in der Entfernung m schneidet, so 
resultirt ein I k o s i I e l r a c d e r , dessen Zeirlien mOm wird^ weil seine Flä- 
chen das Parameter- Verhäitniss m:m:\ haben. 

Man vergrössere jede Ilalbaxe des Oktaeders nach ciru r r tl ioi], den Zahl«, 
die grösser als l ist, und lege hierauf in jedes Okfacdererk vier Flächen, 
von welchen jede einzelne über eine Kante dieses Eckes dergestalt fällt, 
dass sie die zu derselben Kaute gehörige Halbaxe in der Entfernung a 
schneidet, wührend sie der nicht zn dieser Kante gehörigen Axe parallel ist, 
oder solche in der Entfemnng oo schneidet, so resultirt e}ii| Teti«akis be- 
za der, dessen Zeichen ooOn wird, weil seine Fliehen das Paranieter>Ver- 
haltniss oo : fi : 1 haben. 
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Iba vwläDger« «lilidi jede Hallute te OkliMM» wMt iwei Ter- 
sekiedtfiicii ntioiia]«ii Zahlen m waA n, ▼on deneD fli>ii ist, wiAfend beide 

>-l fliod, and lege biemf in jedee Okiafe'dereck acht Flächen, von welch« 
je zwei über eine Kante dieses Eckes dergestalt fallen, diss sie dien 
derselben Kante gehörige Halbaxe in der kleineren Entfernung die n i c h t 
zu dieser Kante gehörige Axe ^her beiderseits in der grösseren Eatfeninng 
m schneiden, so resaltirt ein Hcx.ikisokfapder, dessen Zeichen mOn wird, 
weil seine Flächen das Paraineter-VerlKiUiiiss m:n:i haben. 

Die üebcrgiinge und VerwandLschnfJpn der sieben plenofessfralen F(M^ 
mea kfiseo sieh an besten aus folgendem triangulären Schema erkennen : 

In der Mitte dieses Schemas steht 
das Hexakisoklai-der, welches als der 
eigentliche Repräsentant aller ple- 
notesseraleii Formen zu betrachten ist, 
wie ja auch in seinem Zeichen alle 
übrigen Zeichen enthalten sind. An den 
Eckpuncten des Dreieckes stehen die 
drei singalären Ponnen des Tessenl- 
systems j jede Seite des Dreieckes aber 
wird Ton einer der Sdticbigetf Pomen 
eingenommen, mit welchen das Hexai> 
kisoklal^der durch unmittelbare UebeN 
gange verbunden ist, so wie es andere, 
mehr mittelbare Uebergänge in jene drei singuläreu Formen erkennen lässt. 
Alle diese und manche andere Verhältnisse, so wir die uumcrisehcn Bedin- 
gungen, welche für die Ableitungszaiileu m uud n bei dem einen oder anderen 
Uebergänge erflillt sein müssen, lassen sich aus vorstehendem Schema mit 
dritten Blicke eraeben. 




^. 56. Das Uexakisoktacder als Repräsentant aller Formen. 

Wie das Verhält niss m:n:l das allgemeinste Parameter-Verhält- 
niss ist, weil ja ans ihm alle übrigen Verhältnisse hervorgehen, sobald wir 

nur für m und n gewisse besondere Werlbe einführen, so muss auch die durch 
dieses Verhültniss bcslinimfr I'nriiidie al ig e ni e i n s te pleno tesserale 
Form sein, in weh-her die Bedingungen für die Existenz aller übrigen Formen 
gegeben sind. Da nun die analytisch-geooielrische Methodr foniert, das Be- 
sondere iu dem Allgemciueu zu cria:»ä>eu, so mus^tcu wir zunächst unter- 
suchen, welche Eigenschaften dieser allgemeinsten Ponn des Tesseralsystems 
zukommen. Wir können diese Eigenschaflen in folgenden Sülsen ziasammen- 
fassen: 

1) Das llcxakisoklaeder ist eine von 48 FUchen umschlossene Form ; 
t) Dasselbe besitzt dreierlei Ecke, nMnHeh 
a) 6 aehtlllchige Ecke an den Endpuncten der Hauptaxen, 

Nitunaan's Kr}-sUUoyrapbie. 6 



82 Tesseraisyttem. 

b) 8 Mcbsfliebige Eekft an deD BadpnneleB d«r trigoiiaIeD ZwiiebMaxM, 

und 

e) 12 ▼iwflftebige Ecke to den EndpnaeteB der rhimbisoben Z wiiebeiiexen ; 

3) Seine sänmtUebeD FUeben begriuEen sieb gegenseitig als lavler gleicbe 

und ähnliche, ungleichseitige Dreiecke. 
INese Sätze beweisen sieh darch folgende sehr einfiicbe Betraeblnngen. 

1« Das Parameter -Verhältniss mtnil erfordert offenbar in jedem Oe- 
tanten 6 isoparametrische Flächen. Nehmen w ir z. B. innerhalb des Octanten 
der positiven Halhaxcn den Parameter 1 in der Axe der s, so wird der Para- 
meter m einmal in die Axe der und einmal in die Axe der // fallen können, 
während zugleich der Parameler n in der Axe der y, oder in der Axe der ar 
liegt, was also zwei verschiedene Flächen triebt. Da nun aber, bei der abso- 
luten Gleichwerthigkeit aller drei Axeu, die Parameter ihre Stellen beliebig 
vertauschen können, so wird der Parameter 1 auch eben so in der Axe der y, 
oder in der Axe der » anzunehmen sein, während die Parameter m nnd n 
ihre Stdlen respeettre ia den Azen der 9 nnd oder der y und g Inden. 
Foiglieb wird es für das Verhältniss m : n : 1 im Oetanten der positiven Halb* 
axen 6 Flächen, nnd, weil Dasselbe ftir jeden anderen Oetanten gilt, über- 
haupt 48 isoparametrische Flächen geben. 

2. In jedem Oetanten liegen an jeder Halbaze zwei Flächen, welche 
dieselbe in der Entfernung 1 vom Mitteipnnete sehneiden; da nun eine jede 
Ualbaxe zwischen vier Oetanten fällt, so müssen auch um jede derselben 
acht Flächen liegen, welche solche in einem und demselben Puncte sclmei- 
den. Folglich muss das ücjuikisoktaeder 6 achtflävhige, in den Uauptaxen 
liegende Kck^umcle haben. 

In jedeo einzelneu ()( i.niten lallni aber ubei luiupl sechs Flächen, welche 
die Irigonale Zwiscbenaxe (le.s^(•iben Oetanten in einem Puncte schneiden. 
Im Oetanten der positiven Halbaxen z. B. sind die Gleichungen dieser Flächen 
folgende : 

h^ + Ä™ l — -f. tf 4- - = l 

m n m ^ n 

um n ' m 

m II n m 

während die Gleichungen der trigonaten Zwiscbenaxe 

|f bO nnd jv — « ssO 
aind. Welche von jenen sechs Ftifebengleiehnngen wir nun mit den Glei- 
chungen der Zwischenaxe combiniren mögen, so erhalten wir für die Goordi- 
Daten des DurohscbDiltspunctes immer dieselben Warthe 

mn 

woraus denn folgt, dass sich die sechs Flächen eines und desselhon ( )cl;inten in 
einem und demselben Puncte der trigonalen Zwischenaxe schneiden, und dass 
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■Im 4i5 BtzakiMkUMcr seohtfliehige, In den Irigonalen Zwischenaxen 
I i c g w i 4 e fiele haloi mit. 

An 4er €rifa»e Je sweier Neben^ktanlen liegen allentl vier PlVehen, 
welche die datettil Mndlicke rhombiidie Zwnckenaze in einem Pnncle 
sebneiden. Diese Flicben find z. B. an der Grinze des Octanteu der positiven 
Halbaxen gegen den danurter liegenden Oelanten dnroh folgende Gleielinngen 
gegeben; 

-+^+««1 - -f. Lf -*--■« I 

mm m ^ n 

-t-i-H-»«! 

m n fti " n 

wätirend die Gleicbuugeu der betrcüendeu rhooibiscbea ZwischenajLe 

ar = Oundy — « = 0 
sind. Welche von den erstem vier Gleichungen wir auch mit deii Gleichun- 
gen der Zwiscbenäxe combioiren , so erhalten wir für die Coordiualca des 
Dnrebschniltapnnclfs immer dieselben Werthe 

* = 0, 1/ = = = ^ 

worans denn folgt, dass je vier, an der Glünxe zweier Octanten liegende Flä* 
eben die dortige rhombische Zwischenaxe in einem und demselben Puncte 
schneiden, und dass also das Hexakisoktaeder 12 vierfliebige» in den rhombi- 
sehen Zwisrhcnaxen üp'^pnde Ecke haben niuss. 

3. Jede Mäche trägt mit bei zur Bildung von drei Ecken und nrleidet 
ilrpi nurchschnilte von drei anderen Flächen, von welchen zwei mi! ihr in 
denselben (Kiaaien fallen, während die dritte in einen Neben- Octanten fallt; 
folglich wird jede Fläche als ein Dreieck begranzL werden. Alle diese Drei- 
ecke müssen aber gleich and ähnlich sein, weil für ein jedes derselben 
die drei Sdlen In dien Verbindnngslinien je eines aebtfliebigen, eines seehs- 
liiehigen nnd eines vicHliehigen Eckpunetes desselben Oetanlen gegeben sind. 
Dass aber diese Dreiecke stets nngleiebseitige sein müssen« diess lisst 
sich leicht zeigen. Ein jedes derselben trägt nämlich mit seinen drei Winkeln 
bei zur Bildung eines achtflächigeo, eines sechsflächigen und eines vierflächi- 
gen Eckes; nennen wir diese drei Winkel w und w \ so ist notbwendig 

jpder Winkel w < 45** 

jeder W inkel < W 

jeder W jnkel u'' < 90« 
Da nun aber tc -t- u;' -f- w' — 180^ ist, so folgt auch, dass 

jeder Winkel w > 45'' 
sein moss; mithin kann niemals w^w sein; eben so folgt aber anch, dass 

jeder Winkel m"> 75« 
sein mnss> worans sich denn eigiebt, dass w* niemals weder noch « w 
werden kann. Polglich wird das Hezakisoklaüder von 48 gleichen nnd Sbn- 
lieben, stets ungleichseitigen Dreiecken gebildet 

A 0 m. Jede andere ptenoleiserale Form lässt sich als eio Qaasi-Hexakis- 
oktalMer betrachlao, indem bhui ihre Fliehen dareb TbeiiaagsUaien in solehe 

6» 
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lerlegt, Wfrfeb^ Jes FÜthfls dm ÜBiAiMlIiMwt enUpNKliai* 
Diese Reductioo alier Formen aaf die Vonlellmig eiMi Reoakkoku&den er- 
wettt sich Inl andiett BemdMugn aolv vwlliilbift, wi» wir beli hüml 
werdes. 

f. 57. BerecbnuDg des iiexakisoktai^ders mOn, 

Wir haben bei der Beieebniiog des HezakisokuMen besonders zweier- 
lei Probleme, nSmÜeb fie Bestinnnog der Zwisobeaezen und die der Ran- 
teawiDkel zn berucksiebtigen.*) 

1. Bereehnung der Zwisebenezcn. 
In §• 56 baben wir geseben, dass sieb die Coordinaten des seobsfläckigeB 
fiekpnnetes im Octanten der positiven Halbazea mit den Werlben 

Mit 

bestimmen. Da oun dieser Eckpanct zugleich der Endpunct der trigonalen 

Zwischenaxe ist, so wird uns seine Cenlrodislanr die Grösse der halben 
Zwiscbenaxe liefern. Nach §. 28, I ist die Ccutrodislanz eines durch seine 
CoordiuRten y and s gegebenen Pnnrfp«? =r ]/j^-4-y*-4-r-* ; diess wird im 
vorliegenden Falle ssswy 'S^ folglich bostimmt sich T, oder die halbe thgo> 
nale Zwisebenaxe des Hexakisoktaeders mOn, durch 

^ mn ^3 

Wir fanden ferner in §. 56, dass sich die Coordinaten eines vierflächigeo 
Eekpunetes mil den Werthen 



bestiiaiaeB. Da mm dieser Eckpanct ngleieh der Endpnnet eioar fh a as b i 
geben Zwischenaxe ist, SO liefert uns die Cenirodtstanx desselben die Griese 
A der rhennbiseben Haibane mit dem Werlbe y oder 

Im Oktaeder wird also YU «nd If — ] • t heirarhlen wir diese Grös- 
sen der beiderlei Zwischenaxen als die d i ii n d w t r l h e derselben, so werden 
die Zahlen t und r, mit welchen solche Grundwerlbr multiplicirl werden müs- 
sen, um wieder auf die allgemeinen Werlhe von T und ß zu gelangen. 



r = 



*i Die Einheit, weiche diesen uod allen folgeodea fierechoungeo teiseraier For- 
men zu tiruode liegt, ist die Länge der btlbeo Hanptaxe. Die Bertekmaf der Kaataa- 
Haien habe ich aicbt nitgetlieUt, aad verweise ich deshalb anfmefa Lehrbuch derRry- 
slallographle, wo all« ttesrlemvfk-Blasieate dar Foniea beraehaat wardea «i«4. 
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DiMe beM«! ZiUeo l ui4 r dommb wir die Codfricienteii der Zwisobeii- 



Ann. Im RhombendodekaSder wird /ssfi da sun Ib de« jparallelkaa- 

tigen HexakisokU^Sdem (§. 54 Anm.) die tangsten Kutea mit deaen desRfaom* 

beododekai'ders zosammenfallen , «nd da die Lage dieser Kanten wesentlieh 
durch die Grösse der trigoaaiea Zwischenaxe bestimmt wird, so rums iB dieMB 
HenkiMklaedern t gensiD denselben VVerlh baben, oder es muss 

Sam ^ 



am-f-M-i-ii 

m 



sein. Daraus folgt w// = oder Ä = ^-^—j; die paralJelkantigen üexa- 

kiaokUeder stebeo daber eater der aligameiata Zakbeoform 



aiO 



»1— 1 

oad Biaa kaaa es aaf den ersten Blick erkenoeu, ob eiu durch sein Zeichen ge- 
gebenes Hexakisoktaiider die ia Rede stebeade Eigensckaft besitzt. Se siad 
s. B. die VartellleB SOf , 40i, 640H rarallelkaatv. 

Z, Bereebnung der Kanten winkel. 
BeseichoeD wir in eiueip jeden Hexakisoklacüti j/sOu die lau^>i< ii 

Kanleo mil ji, die mittle reu Kauten mit B, die 
iLorzesken Kanten mit C, so sind in Xwiiteh^d^ 
Figur F'y F" nnd F"' diejenigen drei FlSehel^ wei- 
che mit der Fläche Feine Kante B nnd Clnlden. 
Setzen wir also in dem arigemeinen AasdrlM^ fnr 
den Cosinus des Neigungswinkels zweier Fliehen 

aa Ith' -\-cc' na -^-bb' cc 

zuvoi iirj st für fl, b und c die ParaniPtpr*) der Flache 
F, also w, n und 1, dann abn Itir a\ V und c succesi>iv die J^arameler der 
Flache F\ ¥" und F'", ludem wir berücksichtigen, duis lu dem Ausdrucke 
von cosM^ unier y und c die, respective in derAxeder u;, y uud « liegen- 
den Parameter gemeint, und aoiebe durchgängig positiv veransgesetzl sind, so 
erhallen wir folgende Wertbe: 

m«( w«-t-2) mnimn-^t) 

" s — 




""^•=-s<5?^i>iS»^ -jH 



•) Bin« Je4e Plloke des BesakisoktaMers bat allemal 4«« klelnstaa Panaaeler 1 

in derji nii^en Halbaxe, mit welcher sie anmltlelbar som Durcb»cboiUe kommt; ihre aitl- 
lere Kante verweist aas aaf di^cnig« Balbaxe, ia weicher der mittlere Paraaialer«, 
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Daradbe Auidrock von eoifß^ verbilft ms aneh sor IMjMiUg halbe b 
Kaatenwiakel, dem KenntiiMs oft noeh wichtiger isl. Die FlSehe F UUet 
DÜiiilich 

die Kante ijä mit der Fläche, deren Gleicbnag s—jf «s 0 
- - x = 0 

|C - - - - y— 5 = 0 

Setzen wir also in dem Ausdruck von cos/f ein für alle Mal: 

a = b = n, c = 1, 
uud successiv a' = 1, 6' = — 1, c' = oo, 
a'sO, b' = 0Oi t'==oo, 

ao ergehen aich die Werihe : 

COSi^ s — 7= 

eoHir= 

in weichea /i = 4-1)+ isl, uud aus welchen die Proportion 

folgt, mittels welcher man leieht ans einon dieser Winkel die beiden andern 
berechnen kann. 

Eiue Gleichiieil der Kanteowinkel kann müglicbemeiiic nur für die 
beides Kanlen A nnd C eiBlretcD, «od es folgt ans deo Werlhen vom eo«|/# 

2 m 

und cos^t , (lass für tolche Gleichbetl die üediuguag n = erfüllt sein 

■UM. Daher wird 

2m 



mO- 



m-t-l 

die HllgeraeiDeZeichpnrorm Hir alle isogon .ilrn Hexakisoktacder (§. 54 Anm.), 
zu welchen also z. B. ^ü|, 50f u. a. gehurcu. Die Varie(ät 30f besitzt die 
merkwOrdige EigOBwhaft, sowohl isogonal als anch parallelkant% an sein. 

§. 58. Berechnung der übrigen plenotesser alen Formen. 

Wir könnten die Berechnung der ährigen plenotesscralcn Formen nnmit- 
telbar auf ähnliche Weise vornehmen, wie solches in §. 57 für die Ilexakis- 

Oktaeder geschehen isl. Da sich aber (nach §. SR Anm.) eine jede dieser For- 
men als ein !!rx,'ikisnJ,tR<M!pr vorstellen lässt, und da ihr Zeichen in dem all- 
gemeinen Zeichen mOn culhaiten ist, so gelangen wir weit kürzer zum Ziele, 



wi ihn kSnetl« Raate aof diejenige Halbaxe, ia welcher 4«rgr9c«toParasi«ttriii 
liegt. Man wird bieraaek leiebl far jede Pllcbe ibre Glaiebnaf aaa der Flgar ableMS 
kSnaaa. 



Digitized by Google 



WCDO wir iD denen für das HexakisokUeder gefiindeiien AeMlUtett sUtt m 
und n diejeDigen Werlhe einaetzea, welche irgend «ner anderen Purai zn« 

kooimeii. 

a. Berechnung der Ikositetraj^der mOm* 

Selzen wir in den Resultaten des §. 57 n^m, so gdangen wir anf die 
zar Berediaiing der IkositctraiSder dieoeoden Farmeln. 

1. CoiÜlieienten der Zwischenazen. 

2. Rantenwiakel. 



2 



2;// 



-hl 



7/i^-h2 

Die Kaule tAistirl also nichl mehr als solcbe, weil sie 180^ niisst; 
ihre Kanteulinie cnlsprichl der symmetrischen Diagonale der Delloide, zu 
denen sich je zwei Flächen des Hexakisoktaeders vereinigen, indem sie in 
eine einzige Ebene fallen \ die IkositelraSder lassen sieb daher als solebe He- 
xakisokta€der vorstellen, deren längste Kanten ISO* messen. 

b. Uerechnuug der Triakisoklaeder mO. 

Selzen wir io den Resultaten des §. 57 n = 1, so erhallen wir die zur 

ßerccluiuug der Triakisoktaeder dienenden Formeln. 

1. Coefficienlen der ZwisciieauAcu. 



2. Kanleowinkel. 



COSÄ 5« — 



2m*-«-l 
eosCss — 1 

also versehwindet die Kante C7; ihre Kantenlinie entspricht der Höhenlinie 
der gleichschenkeligen Dreiecke, zu welchen sich je zwei Flächen des Hexa- 
kisoktaeders vereinigen, indem sie in eine Ebene fallen; die Triakisoklaeder 
sind daher solche Uexakisoktaeder, deren kürzeste Kanten 180" messen. 

c. Berechnung der Telrakishexalfder ooOit. 

Setzen wir in den Resultaten des g. 57 m sb oo, so ergehen sich die Por> 
nein znr Berechnung der Telrakishexaifder* 

1. CoiSlEcienten der Zwischenaxen. 

3<t 2« 
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2. iUialMiwukel. 

2« 

Hieraus folgt, dass die Kanlen Ii verschwinden; ihre KaDletiliuien erscbeioen 
nur noch als die iioheulinien der gleif lischenkeligen Dreiecke, zu welchen sich 
je zwei Flächen des Hexakisuktacders vereinigen, indem da:»äeibe iu exu ic- 
tnkishexaikler Übergebt; diese TetralüsheiLa6der lassenirich daher aU solche 
HexakisoktalSder hetraebten, dereo mittlere Kanten 180* messen. 

Da co8^ = cosC w ird, wenn w=2 ist, so ist die Varietät c»02 isogo- 
nal, d. h. ihre zweierlei Kauten haben gleiches Wiukeluiaass, und ihre sechs- 
flächigen Ecke lind hezagonal. 

d. Berjeehnvag des Ahombendodekailders ooO. 

Seilt man in dei für ooOm geAudenen Fafwab an ei:igteht lieh 
IBr das fihMibf»dodeha£der t 

eos^ » - i, folgUeh ji^W 

COSB SS — 1 

cosC= — 1 

Die Kanten B und C verschwinden also ; je vier an einem rhombischen Ecke 
des Hexakisoktaeders liegende Flächen Fallen in eine Ebene, und bilden einen 

Rhombus, desspn halbe Diagonalen noch die Kanten fi und C repräsenliren. 
Das lilioinbendudckaeder lässt sich daher als ein liexakisoktaeder vorsleileOi 
dessen mittlere and kürzeste Kanten IblT messen. 

e. Bereehnnng des Oktalfders 0. 

Setzt man in den iür mO, oder auch in den für »lüm gefundenen Formeln 
m = l, so erhält man für das Oktaeder: 

eof^s — 1 

eoB0. -i, all« B^iW 28' ir 
eosCax — i 

ESs feUen aho je 0, zo einem aechsflüchigen Eckpuncte des Hexakisoktafe'dera 
l^örige Flächen in eine Ebene, und bilden ein gleiehseitiges Dreieck, des- 
sen Höhenlinien uns noch die Kanten ^ und C vergegenwärtigen. Das Ok- 
taeder lässt sich daher als ein Hcxakisoktaäder betrachten, dessen längste 
und kürzeste Kauten IbO^ messen. 

f. Bereehnnng des Hexaeders ooOoo. 

Setzt man in den tüi tnOm gefundenen Formeln //< = oo, oder auch m 
den für ooO;t gefundenen Formeln n s oO) so erhält man für das HezaSder : 
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8t 



eos^ai — 1 

cosß = — i 

cosC=0, also 6' = 90« 
Demnach fallen je 8, zu einem achinächigen Eckpuncte des HexakisokUeders 
gehörige Flächen in eine Ebene, und bilden ein Quadrat, dessen Diagonalen 
und Transversalen uns noch die Kanten ^ und B vergegenwärtigen. Das 
Hexaeder JSisI «di daher als eia HexakisaklaCder deaiea, denen Uagtte 
and aiittlere RaateD 180^ meifea. 



BemMxlMlie und tetartoMiiieli« Vonnmi dM Teiseral- 

$. 59. Uebersiclil der semitesieralea Pernea. 

In der Natur sind bekanntlich bis jetzt sechs w i rklich hem iedrische 
Pennen des Tesseralsystems nachgewiesen worden, von welchen vier ge- 
neigtfliehig und zwei parallelfliehig sind, wai eiaea wiehligen ün- 
tendiied hegrnadel, weil aa denelhen Speciei aie zngleieb geneigiflächig- 
aad panUelfllchig-seniteiBerale Formea aaftrelen. Von jeder dieeer Penaea 
giebt es übrigens zwei , einaader voUkommea gleiche oad Idialiche, and aar 
dareb ihre SteUoiy verafibiedeae Gegeakörper. 

A. GeoeiglfUebig-teaiiteflaerale Fonaea. 

, I. Das Telra«der oder der 

y ^ VierfliehBer$ eiae tob 4 giaieb- 

seitigen Dreiecken umschlossene 
Forai , deren 6 Kanten 70<* 32^ 
Bleuen, und deren Flächen das 
Parameterverliällniss 1:1:1 ha- 
ben. Diese Form ist ihrer Ge- 
Pjg. 22. staltung nach einzig in ihrer 

Art, obwohl ihrer gegenseitigen 
Stellung nach zwei Tetragder aa anter aeheidea sind. 

2. Die Trigondudekaeder; sie sind von 12 gleichschenkeligeu 

Dreiecken naischlosseae Penaea, 
derea Plichen das Paraneter-Ver- 
hütaiss aitaiil hahea, aadsieh, 
Bach Maassgabe des Werlbes voa 
M, bald in 4 dreizähUga, bald ia 6 
zweizäblige Flächensystene grup- 
piren, weshalb denn auch die Ge- 
Fif . 23. stait selbst bald mehr den Tetiae- 
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der, bald mehr dem Hexaeder genähert ist, welche als die beiden Gränzfor- 
B en derselben zu betrachten sind. Von den 18 Kanten fallen die 6 längeren 
mit den Kanten des einfjpschriehenen Tetraeders zusammen; die Ecke sind 
4 trigonale und 4 sechsflächige. £s kaoo zahllose Vaheläteo dieser Form 
gehen . 

3. Die Delioiddodekai^der; sie sind von 12 Deltoideo oder symme- 
trischen Trapezoiden uraschlosseoe 
Formen, deren Flächen das Para- 
meter-Verhältnis »1:1:1 haben, 
und sich, nach Maassgabe des Wer- 
ihes von m , mehr oder weniger 
aufTallend in 4 dreiflächige Systeme 
gruppiren, weshalb auch die Ge> 
Stall bald mehr dem Te(ra<kler, 

bald mehr dem Rbombendodekae» 
der genibert ist, welebe als die beiden Grlnzformen derselben so betraebleo 
sind. Von den 24 Kanten fallen die 12 längern paarweise über die Rantea 
des eingesehriebenen Tetraeders; die Ecke sind 4 spitzere und 4 stumpfere 
trigonale, sowie 6 rhombische. MdgUeberweise giehi es zahllose Varieliten 
dieser Form. 

4. Die HexakisletraiSder oder SeehsmalvierflXebner; sie sind von 
24 angleichseitigen Dreiecken umschlossene Formen, deren Flächen das Para- 
meter-Verhältniss m:fi:l haJ»en, und einer sehr verschiedenen Groppining 

fähig sind, weshalb denn auch die 
Gestalt bald mehr dieser, bald mehr 
jener Form genähert ist, und die 
Trifjondodeka^-der, die Delloiddo- 
dckat'der sowie die Tetrakislicxa- 
cder als die nächsten, das Te- 
traeder, das Hexaeder und das 
Rhombendodekaifder als die letz- 
te n Grilnzformen derselben zn be- 
traehten sind. Von den 36 Kanten fallen die 12 mittleren paarweise über die 
Kanten des eingeschriebenen Tetraeders. Die Ecke nnlersebeiden sich als 4 
spitzere nnd 4 stnmpfere secbsfliicbige, sowie als 6 rhombische. Es kennen 
zahllose Varietäten von dieser Form ezistiren. 

B. Parallelflächig-semitesserale Formen. 

1. Die Pentagon dodekaCder; sie sind von 12 symmetrischen Pen- 
tagonen umschlossene Formen, deren Flächen das Parameter- Verhällniss 
OOsnsl haben, und sich, nach Maassgabe des Werthes von », mehr oder 
weniger auffallend in 6 zweizählige Systeme gruppiren, weshalb auch die 
Gestalt bald mehr dem Hexai'der, bald mehr dem lihombcndodckarder ge- 
nähert ist, welche als die beiden Gränz formen derselbeu zu betrachten 
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sind. Vei den 30 Kanten fallen 
die 6 fegelmiissigen (längeren oder 
kürzeren) über die PlSehen des 
eiofesohriebenen HexsMers; die 
Ecke zerfallen in 8 trigonale, und 
in 12 unregelmäsa^; dreiflächige. 
Es giebt möglicherweise zahllose 
Varietäten. Das reguläre Peula- 
goododekaedcr der Geometrie ist 




zwar als Kry stall form unmöglich, bildet aber doch die ideale Gränzforoi 
zwischen den beiden Gruppen, in w elche die Penlagoiidodekaeder überhaupt 
zerfallen, je nachdem die liinRe Seite ihrer penlagonalen Flachen grösser oder 
kleiner isl, als jede der vier übrigen. 

2. DieDvakisdodekaeder oder ZweimalzwttifBäisbner: sie sind von 
24 gleiducbeokeligeo Trapezoiden oder auch Trapezen umschlossene Formen, 

deren Flächen das Paramcter-Ver- 
hältniss m:n:\ haben und sich, 
nach Maassgabe der Werthe von 
m und //, verschiedentlich, meist 
aber zu zweiza iiiigen Flächeusy- 
atemen gruppiren , wesbilb denn 
die allgemeine Geslail bald dieser 
bald jener Form genSbert ist, nnd 
'^i^* '7. jje PentagondodekalJder, die Iko- 

siletralSder, sowie die Triakisokta^er «b die nicbsten, das Hexaeder, das 
Oklaiider und das Rhombendodeka^der tls die le Izlen Gränzforroen der Dfa- 
kisdodekaf^der zu betrachten sind. Von den 48 Kanten fallen die 12 längsten 
über die Fläcben, die 12 kürzesten paarweise über die regelmässigen Kanten 
des eingeschriebenen Pentagondodekaeders. Die Ecke unterscheiden sich als 
6 rhombische, 8 trigonale und 12 unrrgelmiissig vierflächige Fcke. Ks sind 
zahllose Varietäten möglich, unter welchen dicjeiii^en. deren Flächen Trapeze 
sind, in jedem Flächenpaare drei parallele Kanten bpsilzcn, weshalb sie 
parallelkantige Dyakisdodekaeder genannt werden können. 

Anm. Die Kanten, welche hier die kflrzesten genannt worden sind, 
pflegen es in der \\ege\ auch wirklich zu sein. Eigentlich aber ist diese Be- 
zeichnung; nicht ganz richtig, weil es Dyakisdodekaeder fiebcn kann, in welchen 
dieselben Kanten länger sind, als die unregeimassigeo Kanten. Genauer würde 
es daber aeio, die Ranlea der Dyakiidodekaider sovttrdent als ayn metri- 
sche Bod als UBregelmlfsige, dann aber die ersteren als Itogerenad 
ab kOrxere symmetriaehe Kaoteo zu unterscheiden, wekhe Benennungen 
in allen F.lllen richtig bleiben. Der Kfirzo wegen bch ilicn wir jedoch einstwei- 
len noch die obige, allen bis jetzt in der Natur nachgewiesenen Dyakisdode- 
kaedern eutüprechcode Lnlci Scheidung bei. 
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g. M. Vertchiedene Arteo der HemiSdrie im TetsertU 

syitcne. 

Wollen wir die verschleiienpn Modalitäten und Gesetze der Hcniii dric 
4«« Tessenilsysteins ganz ailgeaieiu und sicher erkennen, so haben wir solche 
zonäcbst für das Uexakisoktaeder aufzusncben. Denn was von dieser 
Form gilt, das wird auch, raotatis mutaodis, von jeder anderen plenolesswip 
leo Ferm gelten miitsen, weil selche jedeofalls eaf die Vorstellaii; eiaee He- 
Mtiiokueden mrückgemiirt verdea kaoo (§. 56 ADm.)i aad weil doch ?or- 
•n»«telien ist, dase jede Forai der HemitSdrie ulerliegen wiid, lobaM dieai 
für eine Füm der Fall iat. 

Onter Berücksieb Ugoag des allgemeinen Gesetzes der Hemiedrie fAn- 
faogigr. S. 16), kraft dessen für die bleibenden Fliehen jedenfalls eine 
ringsum symmetrische Verlhcilung um das Axensystem erfordert wird, 
erhalten wir nun für das Hexakisoktaeder folgende Aesultate. 

1. Das Hexakisoktaeder ist der Hemife'drie fähig nach den abwechselnden 
einzelnen Flächen. Die dnrlarch entstehende Form ist, wie sich leicht 
zeigen lässt, ein von 24 unr» i;« Imüssi^'en Penlai^oncu umschlossener Körper, 
Diese Art der ilcuiiedrie wurde jedoch bis jetzt noch nicht beobachtet, wes- 
halb wir sie auch hier als eine mögliche zwar erwähnen, als eine in Wirk* 
Ucbkeit noch unbekannte aber weiter nioht berficksiclitigen. 

t. Da» HescakifloktaCder ist der HenilSdrie fiihig nach denen an den ab- 
wechselnden mittleren Kanten gelegenen FUehenpaaren. Denken wir 
nns die so bestimmten Flächenpaare allein aasgebildet, so verwandelt sieh 
das Hezakisoklaüder in ein D y a k i s d o d e k a S d er. Nach dem einfachsten 
Resultate, welches diese Henil^drie liefert, können wir sie auch die dode- 
ka^drische Hemiedrie nennen. 

3. Das Hexakisoktaeder ist endlich der Hemiedrie fähig nach den vier 
abwechselnden sech sz ä h Ilgen F I H c h eii s s f e m e n , oder narh deneo 
in den ^ier abwechselüdeu Octantcn gelegenen Flathcnsy,st« nicii. Denken wir 
uns diese Flächensysteme allein ausgebildet, so verwandelt sich die holoe- 
drische Stammform in ein Hexakistetracdcr. 2^ach dem einfachsten Re- 
sultate, welches diese Art der Hemiödrie liefert, köaneu wir sie auch die 
tetra Sdrische Hemiedrie nennen. 

Eine andere Modalitilt der HeaiSdrie, als die drei hier genannten, kann 
am HexakisektaÜder nnd also im Tesseralsf slene überhaupt nicht vorkom* 
men, weshalb wir nns denn aueh, sofern wir nur die wiildieh nachgewiese- 
nen Modalitäten berücksichtigen, nur mit der letraHdrischen nnd dodekalMri- 
scben Hemi^rie in beschäftigen haben. 

|. 61. TetraiSdrische oder geneigtfllchige Hemiedrie. 

Dnss wirklich ein jedes llexakisoktaüder mOn, sobald nur seine ab- 
wechselnden sechszähligen Flächensysteme ausgebildet sind, in ein Hexakis- 
teUucder übergehen müsse, dicss lässt sich sowohl durch Hechnung als auch 
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durch Conslniclion sehr leicht heweisen.*) Daher wird deno das «llge* 

neioe Zeieben eises Hezskittet r d e r s. Da jedoch keine der beiden Fli- 
cheobMiften ein Vorrechl vor der andern besitzt, da also die Nalnr bald die 
eine, bald die andere, bisweilen auch beide zugleich znr Ausbildung gebracht 
hat, 80 werden auch die beiden durch ihre Stellang rerschiedeaen bemie- 

drucben GegenkKrper als und — ^ , oder rff •+• und — -~- 



zu unterscheiden sein, bei welcher letzteren ( ntcrschcidungsweiae jedoch das 
Vorzeichen H- ohne Nachlbeil weggelassen werden kann. 

Lassen wir nun dasselbe Cpsefz der Hemiedrie anch für die übrigen 
sechs Arten von pienotesseraien Formen in ErfitiluDg gehen, so gelangen wir 
auf ioigeude KesulUte. 

Die Triakisoklaeder mO, deren dreizählige Flächensysleme die 
Aequivalrntf der >er!is/nlilT;^pT'i Flächensyslenie <I'M' !?rxikisnkf :i«'d^r sind, 
verwandeln sich m Deiloiüdoückaeder, welche daher das ollgenieiue 

Zdleken erhalten müssen. 

Hjp F k o si le tr t ' d PI r wOw. deren dreizählige Fla« hensystcme glcieh- 
f.iIJs ilir Ariiiilv.Tlenle der sechsziihtigen Flächensyslenie v(»a mi)n darstellen, 
vt^iwdiideiii attil in T riguudodekae der, für welche al»o dos Zeichen 
ibOi» ^ , . . . j 

— ^ j^efordert wird. 

Das n k t r» d or O. <fes«,. ti cnfzelne Flächen die setii»üitlili:;en FJHchen- 
ijöleuii; vuu mOu I cjHtiScuiu tili, wird nur mit seinen ahwechsciuücu Fiaclieo 
ausgebildet crscbeiueu, und fulglicb als Tetraifder ftuftrelen, desscnZeicbcn 

daher ^ ist. 

Die drei noch übrigen pleno le.>>äeraleu Foriueu, nauiiich lÜe Tetrakishe- 
paeder, das Rhombendodekaider und das HczaiSder sind zwar gleichfalls die- 
ser Hemiedrie nnteryrorfen, ohne jedoch eine wirfcliebe GestaltTeriindemng 
in erleiden, wenbalb sie gnrade so erseboiaea, als ob sie holoedrisch geblie- 
ben wSren. Desungeacbtet sind auch sie als bemiedrische Formen zu beur- 
tbeilen, sobald sie an einem Minerale vorkommen, welches Tetraeder, Tri- 
gondodekaeder u. a. telraedrisch -semitesserale Formen zeigt; sie sind nur 
nneh scheinbar holoi;driscbe Formen, an denen gleichfalls die Hälfte der 
Fl;iclieii verschwunden ist, was jedoch die Gestalt unverändcit liiüst, weil die 
riickstaiidigen Flächen mit den verschwundenen Flächen in dieselben Ebcuen 
fallen. Diess wird besonders einleuchtend, wenn man sich eine jede der drei 
Puraen durch •ngemessene Tbeilung ihrer Fliehen in ein Qnasi-Hexakisok- 



•) Vtrfl. mwku Lolrhoeh i»r Hr}«talk>frapkic, i, Hl f. 
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taeder verwandelt, und dann auch für sie buchstäblich genau das Gesetz der 
llemiedrie zur Verwirklichung bringt. 



Fig. 28. 




ooO/i ooO ooOoo 



2 2 2 

Fn vorstehenden drei Figuren stellen die schwarzen Theile diejenigen Fla- 
chenfclder vor, welche eigentlich als verschwunden zu denken, während die 
weiss gelassenen FLlchenfelder die wirklich rOcksländigen sind. Da nun aber 
jedes verschwindende FltlchenTeld mit einem bleibenden Flüchcnfelde in eine 
Ebene fhllt, so wird in der geometrischen Erscheinungsweise dieser 
Formen gar nichts geändert werden, obgleich die Bedeutung ihrer Flachen 
eine ganz andere ist. Im Hexaeder z. B. besteht jede Fläche streng genommea 
nur noch aus zweien, an einer Diagonale anliegenden quadralisrben Feldern, 
welche sich aber, weil sie in eine Ebene fallen, zur vollständigen Hexaeder- 
fläche aasdebncn ; und auf ähnliche Weise verhält es sich im Rhombendodekae- 
der and Tetrakisbexaeder. Diese drei Formen sind also da, wo sie zugleich mit 
Tetraedern vorkommen, wenn auch nicht ihrer Erscheinung, so doch ihrem 
Wesen nach als hemiedrische Formen zu deuten, was auch durch die Berech- 
nung, und überdiess noch dadurch vollkommen bestätigt wird, dass in dem all- 
gemeinen Schema des Tesseralsystems (S. 81) der gegenseitige Zusammenhang 
und die Uebergänge der Formen ganz ungestört erhalten bleiben , wenn man 
darin diejenigen vier Formen, welche durch die letracdriscbe Hemiedrie eine 
wirkliche Gestaltveränderung erleiden , mit ihren bemiedrischen Zeichen ein- 
schreibt. 



§. 62. Berechnung der Hexakistetraeder. 

Gleichwie allgemeinste Zeichen einer telrafdrisch-semitesse- 

ralen Form ist, so sind die Hexakistetraeder als die allgemeinen Repräsentan- 
ten dieser Formen zu betrachten, weshalb denn auch die Berechnung zunächst 
für sie auszuführen ist. 

1. Berechnung der Z wi schenaxen. 
Was nun zuvörderst die Zwischenaxen der tetraedrisch-semitesse- 
ralen Formen überhaupt betrifft, so gehen die rhombischen Zwischenaxen 
unverändert aus der holoedrischen Stammform in die hemiedrische Form 
über ; sie bilden daher auch keinen neuen Gegenstand der Berechnung, haben 
aber überhaupt wenig Bedeutung, weil ihre Endpuncte in den wirklich he- 
miedrisch umgestalteten Formen gar nicht mehr als Puncte von besonderer 



Digitized by Google 



Semitesseraie Formeo. ^ 

Lage ausgezeicbnet sind. Die trigoiialett ZwiseheiUizeB dagegen erleiden 
in drn telraedriscb-semiiesseralen Formen eine eigenlhtimltejie Veränderung, 

welche man als das Eintreten eines polaren Gegenealzes ihrer beiden 
Halbaxen bezeichnen kaim, wie ja überhaupt diese ganze Hemiedrie als ein 
Gegensatz charakierisirt ist, der sich zwischen je zweien Gegenoctanien des 

Axensysleiiia gellend macht. 

Je4e trigonaie Zwischenaxe zcrrnllf nriinlrrh in zwei ungleiche nnd 
daher n nglei c h we r f h it'e fTnlbtxm. niirm Jip pitif Hnlhfixp ihre nr- 
spriingliche Grosse behau(»l«i, vvalactni iln- ;ini|i rr vlur .m-rm« -^srnr VVrlän- 
gemng erleidet. In den letratfdrisch - sniimlcxseraltn 1 ouneii haben wir daher 
jede trigonaie Zwischenaxe die h o 1 o ü d r i s c h e und die h e m i a d r i s c h e 
«Ibaze zn noterseheiden, und diese letztere noeh besonders zu berechnen. 

Im Hcxakisletra»"der werden die holoedrischrii Ii ill ,i\en von den .stum- 
pferen, die hemife'drischen Halbaxeu von den spilzeien sechsilächigen Eck- 
paoieten begränzl. Vergleichen wir das in g. 57 (S. 85) stehende Bild des 
Bexakisoklafders mit dem S; 90 stehenden ersten Bilde des Hexakistetrai(- 
ders, so ergiebt sich, dass wir die (nösse der hemi^fdriscfaen Halbaze ßnden 
werden, wenn wir z. B. die Gleichung der Fläche F' mit den Gleichungen 
der, in dem links mlii n Ifn Or fanfen fallenden Irigonalen Zwischenaxe 
comhinircn ; drnti iIit l)iit i [is(-fitiil Isprmi't frner Plficlif' m5t dieser Zwischen- 
axe isi ja der Endpuuct liircr bemiedrisciieu ilali)a:ce. iSuu ist die Gleichung 
der Fläche F' 

H Si 

nnd es sind die Gleichungen der erwihnCen Zwischenaxe 

J7 -H y K 0 und » — = ü 
Fuhrt man die Bedingungen dieser letzteren Gleichungen in die Gleiehnng 
▼on F* ein, so erhält man 

mn 

" mn+tn—n 
als die Coordinafen des gesuchten Endpuncles; seine Cenlrodislanz,. oder die 

Grösse der hemiedrischen iiaibaxe wird daher 

mn-hm — ^ 

Nennen wir die Zahl, mit welcher die baihe trigonaie Zwischenaxe des Ohtaü- 
ders muUiplicirt werden muss, nm auf den Werth von T" zu gelangen, den 
GolffFicienten der h emifdri 8 ch en Halhaxe, und heseichnen solche mit 
*, so bestimmt sich endlich 

3mit 

t = 

mn-hm — n 

wogegen Jür die holoedrische Ualbaxe der oben in §.57 gefundene Werth 

" mn+m-t-n 
unverändert geilend bleibt. 
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t, BersehavDg der Raste«. 

Bei def Vergrtssemng der abwechselnden sechszähligen FlSchensystetie 
7on mOn Wefdeit oatArlicb die beiden Kanten ^4 und C ihrem Winkelrmtasse 
nach unverändert uns der boloifdrischcn Staramform nuf die hemiedrische 
Form ubergehen, und nnr ihrem Linearmaasse nach, durch die Verlängerung 
der Kanten C, in das eutgegeugeselzle Verhällniss treten, so dass jetzt die 
Kante C als die längs te, die Kante ^ als die kürzeste Kante er^cbeinl. 
Wir müssen daher aucb beiden Kanten dieselbe Buchstaben-SignaUir lassen, 
woUea sie aber mit eaaeni Aoeeiite Yeneke% «■ aefadeeletti.daü ate ala 
Raalen der beniedrischen Pona gedacbl werdca solleii« 

IKe Ranlea B tertebwinden durch die HemiCdrie; an ibrer Siefle e^cher- 
aen aber aeae ftMMt», als die miuteren Kanlea des Hezakiatelraeders, fUr 

welche wir aan fSglicfa den BnehitabeB B mi einem 

Aecnnte benutzen können. Demnach werden j4% B' 
und C die Sigaalurbuclislaben der kürzesten, der mitt- 
leren und der lüogstea Kanten eines jeden Hezakisle« 
traedera. 

Da nun die Winkel .4' und C dieselben Werthe 
haben, wie ./ und C im Hexakisoklaüder, so ist auch 
nur nui h die Kante B' zu berechnen. Eine solche Kaute 
Fi|c. 29. ist z. B. diejenige, welche in beistehender Figur die 

Fliehe F* mit der Fläche F" bildet, welche erstere die obige Gleichung hat *), 
wihrend die andere durch die Gleichung 

^ Ä = 1 

gegeben ist. Setzt man alse in den aUgemeinen Aasdmcke für coslP (|. 32) 

«sas», if sssm, üsl 

a = —1», b' = —n^ c' « 1 
se erhilt man den Werth von cos^' ; überhaupt aber bestimmen sich für die 
drei Rsnlen^\ B' und C\ wenn wiederum mW-i-l)-l-»*»Kgesetst wird 

0Mt(jllllH-2) 




caR^'= — 
cosS'ss — 
oosC'm — 



K 

mn(mn — 2) 
R 

Jf~ 



Will man den Connus der halben Kante B* bähen, se beachte man nur, 
dass die so eben berechnete Kante B* durch diejenige Flüche halbirt wird, 



*) Jede FlSiche eines Flexakijit^'frn' !rrs fmt ihren klelnsteii Parin e te r 1 in der> 
jeoigea Halbixe, an welcher iiir rhumbiscber Eckpaoct liegt; von die«eia Paaele au« ver> 
webt UM ciae, raeblwiakelif gtftn die liagtt« Kaat» gezogene Liaie asf die Halbaxe, ia 
%\ elcher der m i 1 1 1 e r e Parameter n liegt ; die längste Kante selbst aber verweist «na avf 
die Ualbaxe, ia weleher der grS aste Paraneter m entbalUn iit. 
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dei eu Gleichung x + y =0 ist. Behäll man also für a, b und c ihre vorigen 
W«rlbe, und nimmt s 1, » 1 und c' = oo, so foigt aus dem Ausdrucke 
▼OB tOgff^i 

es gilt daher die Proportion s 

Ann. Vergleicht ntn diese WcrÜie unter einander, so ergiebl sich 
dw« ^' SB C\ weDB « 9— ^ , wie eben ta §. $7 An». 

uüd dass ä' =s C", wenn tt = ^'^ 



OT — 1 

E« gieht daher zweierlei isogonale Hexakistetraeder ; in den einen sind die 
stonpfen, in dea aodereii sind die spitzen nfuhifllfhigte £elie heiageul. 



§.63. Berecbnuug der übrigen te tra^'drisch - senitesseraien 

Formen. 

Fuhren wir in den Resultaten des §. 62 für m und n die doH übrigen 
telraedrisch - semiiesseralen Formen entsprechenden VVerthc ein, so gelangen 
wir auf die zur Berecboang diesem Formen dienenden Ausdrücke. 

a. Berechnung der Trigond odekaeder 2^ . 

1. Coüfiicientea der Zwischenaxen. 

2. Kantenwinkel. 

cos^ = - 1, also j4' « 180* 
w*-2 

cosC = - =. cosC (S. Ö8a) 

Setit mtm eoe^' » coe<7', eo ergiebt sieh fiir m der Werth 3; folglich ist 

303 

diejenige Varietät, deren iianten gleiches Winkelmaafis beben, und deren 
aeehitt e higc Sehe benagoBale sind. 

b. Berechnung der Deltoiddodekaäder 

1. CotSotenten der Zwiichenaxen. 

3at _ 3m 

2. ICanlenwinkel. 



cos^' SB — -^i^y = cos^ (§. 58b) 



Rryilallafnpliie. 
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§8 TesferaUyslem. 

Eine GleiehlieiK der Kisten A* nnd i?' kann niclil Torkonmen. 

c. Berechnung des Tetraeders ^. 

1. Coefficienten der trigonalen Zwisclienaxea. 

2. Kanteowiokel. 

cos^' = -l, also ^' = 180» 
cosi?'=i, also Ä'= 70» 31' 44" 
cosC' = -l, also C' = l8a*. 

Selz»'» wir rerner in deaeu für das Hexakistelrat'der ^efundeneu Kesaltaten 
iR = oOf SO gelangen wir genau auf die ia 58, bei c für das Tetraiiis- 
hexaeder erballeoen Resultate, was offenbar beweist, dass auch diese 
Formen ab hemiCdrisebe Formen oder als Qnasi-HezakistetraiSder zn inter> 
pretiren sind, sobald sie mit Tetraisdem and anderen geneigtflMchig-semitesse> 
ralen Formen auftreten. Dasselbe gilt für das Rbombendodekai^der and Hezn- 
Sder, wenn man in denen für das HezakistetraSder geltenden Aosdrncken 
ms 00, and n=l oder auch = oo setzt. Diese Ergebnisse liefern also einen 
mathematischen Beweis für die Richtigkeit der zu Ende von til gegebenen 
Deutung der TetrakisliPxrH'Hfr, des Uhoml>e!!fIo<lpka^dcrs und des Hexaeders 
in drn fptrat'drisrli srniitrssci alcu Hryslalirciheii, und brstäligcii zup^leirh dir 
Behauptung, dass ( i;^eutlich das ganze Kfyslalisysleui mit allen seinen 
Formen dieser iiemiLdrie unterworfen ist. 

§.64, Dodekaüdriscbe oder parailelfläcbige Uemiedrie. 

Der Beweis dalnr, dass sich ein jedes Hexakisoktaifder wirklich in ein 
Dyakisdodeka<Sder verwandeln mtisse, sobald nur die an seinen abwechselnden 

mittleren Kanten gelegenen Fläcbenpaare ausgebildet sind, ist sehr leicht za 
gehen.*) Die DyakisdodekaiSder, als hemiedrisebe Formen des UexakiaoktaC- 

der, fordern daher gleichfalls das Zeicbea — am sie jedoch von den He- 

xakisielrai^dern in der Bezeicbnang zo onterscheiden, wollen wir ihr Zeichen 

in ein paar parallele Klammern schliessen, und also sehreiben. 

itemigoii bedient sich des Zeieheos ia wetehem ans die beiden pa- 

ralleiea TreanuagsstriGhe glcicbfailsi darauf verwciseo , da&s die parailelfläcbige 
hemi^rische Form des Hexakisokta^ers geoieiat ist. 



Vergt. neia Lelirb«eh d«r RrysCslIogrsphie, I, S. 131 f. 
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Uolersuchea wir nun, wddMn Einflius dieselbe Art der Hemiedrie auf 
die arif^ leelit Arini wm plenotesfenha PonM aasiibt, so gelangen wir 
auf folgende Reraltate. 

Da die einzelnen Flachen des TeCrtkisbexalSdei^s als die vollgU- 
tigen Aequivalente der an den mittleren Kanten gelegenen Flächenpaare 
des Hexakisoktae'dcrs zu hetracltten sind, so werden die Tetrakishcxaedcr ge- 
nau demselbcü Gesetze der Heinii dric unlerliegeu, wenn wir sie uns nur mit 
ihren abwechselnden einzelnen Flachen ausgebildet denken ; sie verwandeln 
sich dadurch in Pentagondodekaeder, deren allgemeines Zeichen daher 

ooO« ... _j 

— ^ — gesehneben werden nrnss. 

AUe noch übrigen pleikotesseralen Formen, also die IfcosiletFaC^» die 
Triakisokta<^der, das RhombendodekaMer, das Oktaeder nnd das Hexaeder 
werden xwar gldehfalls derselben Hemiedrie uterliegen, ohne jedoch irgend 
eine wesentliche GeslaltverSnderung zu erleiden. Von der Richtigkeit dieser 
Behauptung wird man sich am leichtesten überzeugen, wenn man diese fünf 
Formen durch eine angemessene Theilung ihrer Flächen in Quasi-Hexakis- 
oklaeder verwandelt, und dann auch für sie buchstäblich genau das- 
selbe Gesetz in Erfüllung bringt, nach welchem die Dyakisdodekaeder aus dem 
Hexakisoktaeder abgeleitet werden ; das Gesetz nämlich , dass nur die an 
den abwechselnden mittleren Kanten gelegenen FIXehenpaare allein ansge- 
bildet sein sollen. Man erkennt dann, dass die bleibenden und die versdiwln- 
denden Ftichenfelder immer zn je zwei oder mehren in eine Ebene fallen, 
weshalb denn die Hemiüdrie scheinbar gar keinen Erfolg hat, obgleich streng 
genommen die Bedeutung der Flächen eine wesentlich anderer gewor- 
den ist. 



Fig. 30. 




In vorstehenden Figuren cnlsprecheo die weiss gelasseaea Fl.lehenfelder 
den bleibenden , die schwarzen Fliirhciifeidcr d if^cgen denjenigen Fläclienpaa- 
rcn, welche eigentlich als verschnuuden zu denken sind. Da nun aber aul jeder 
Fläche diese beiderlei Flächeofeldcr in einer Ebene liegeo, so bleiben schein- 
bar die ganten Plleheo, nnd die Hemiedrie llsst die Femen onTerladert in 
ihrer Crscbeioungsweise, während doch das Wesen derselben nun anders an 
beurlheilen ist. Im Hexaeder z. B. sind eigentlich von jeder Flüche nur zwei 
pegenüberlicpende von den vier Dreiecken ji^ehliehen, in welche diese Fl.lchc 
durch ihre beiden Diagonalen gelbeill wird, welche Dreiecke sich jedücli zu den 
beiden Rectaagela aatgedebot haben, ans denen die Hexaederfläcbe bezieht; 
aad Ihalicbe VerbftllBisse gelten Ar die übrigen Formen. Daher werden denn 

7* 
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aieb au» ^iete Formd n Miclmi MimriritM, weld» ^ugoniMkM» ndl 
Dyakisdoiickaeder zeigen, als paralleMteijy- heMiüdlrhehi Formen m 4^ntm 

sein; ja, sie sind hemiedriseh, wenn auch nicbl qaoad phiaomeooB, so 
doch quoad nooumrnoD. Durch die Berechnung wird dies« eben so bestätigt, 
wie (\urr\] fin« nd^emeioe Schema des Tesseralsysteros in §. 55t welchem 
alle Lcbeigaug€ uod Verwandtüchaftea der Formen völlig ungestört bieibeo, 
wmm mtm diejenigen beiden Fomei, welche eine wirUtcbe GestaUverlndenuif 
erlddeii, Mii Uiren beniSdriseheB Zeiebea eiescbreibt. 

§.65. Berechouiig der Dyakisdodekaeder. 

1. Berechnniig der Zwiacbenaxen. 

Die Zwischeuaxeu gehen unverändei i aus deo Hexakisokla^dero in die 
Dyakisdodeka^er über, uod bedürfen daher keiner abennaKgeii BerechBung; 
aocb gilt für die Dyakigdodekaeder die sebon bei den HejukiiteMMern ge- 
machte Benerkong, dass die rbombischeD Zwisehenaxeii doreb keiae sin- 
gnlifeii Puaete beseiehnet imd daher gewiMennaasioi bedettUmgalos aiad. 

Für jedes Dyakisdodekaeder [^-^^j • 

i =3 , und r = i- 

%, Beatimmaaf der anregelmSssigeo EekpBBCte. 
Statt der Eadpuade der rbombischea Zwisebeaaxea gewiaaen dagegea 
die uarjegeinisatgea Eckpaaete eiae groiae Wiefaligkeit, wetcbe (war 
aoch iaaerbalb der Coordinal-Ebeaea, aber anaaerhalb jeaer Zwischeoaxea 
gelegea aiad^ daher sie fSr jedes Dyakisdodekaüdcr unmittdbar durch ihre 
Coordinaten bestimmt werden müssen. Diese Bestimmung ist sehr leicht 
zu geben. Da nämlich ein jeder solcher Eckpunct in eine der Coordinat-Ebe- 
nen fällt, so ist nllema! eine seiner Coonlinr^Jon =0; die beiHen anfleren 
Coordinaten aber lindm sich, indem man die gle i c hna mi ge n Iiilci Nrclio- 
ncn (§. 22) zweier in demselben Uclaulen und an derselben Coordmut- 
Ebene liegender Flächen, z. B. der beiden Flächen Fund F" in nachfolgen- 
der Figur, mit einander vci Liudel. Die Gleichungen der lutersecliuueu {jus) 
ttir diese beidea Fliehen sind folgende : *) 

mrF tfsOond'-*.«»! 
' m 

fürF"ysBOunda:H.- =1 



*) Jede Plleh« «laaa Dyakitdodeka84«rt bat allemal Ibraa klaina tea Paramalar I 

in derjenigen Halbaxe, mit welcher sie oDmillelbar zam Darehaehaitte komttif oder Ii 
dem rhombisrbf-n Krkpnnrf»«. (Irn sie mit bilden hilft; von diesem Kckpunrfe ans ver- 
weist ans ibre kürzeste haute auT diejenige Halbaxe, in welcher der grösste Para- 
mierM, ead ibre llagate Kaate aaF diejenige Ralbaxe, ia weleberder «Ittlara Pa- 
raiMlar n an ftadaa ia U 
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Combinirt man diese Gleichungen, so erhält maVymiSchsl die Coordinalen 
des IB dcB Azcaquadranten (a?s) gelegenen unregelräirsgigeii Eckpunctes, 
denn Werlto jedoch ginz aUgeneiii aveb für jeden anden^scrfehen Eckpooct 
gellen; seteen wir «lao äberfaeupt die grössere Coerdinalc ditfierEckpuncte 
» tf, nod die kle I Her e Goordinete as/, m werden 

mn^n , mn—m '* .'V: '• 

* = T und s =s j- '.V.*. 




die Coordinatea der aoregelmäte^eD Eckpaoete. 

3. KaBlenwinkel. 

Was die Karitenwinkel der Dyakisdodekaeder belrilTt, so ist zuvörderst 
cioleuchtend, dass die Kaole ü ihreui Wiukelmaasse nach unverändert aus der 

holoedrischen Stammrorni iu die bemiedrischc Form 
übergebt, obwohl solche ihrem Linearmaasse nach 
eine Verlaogernng erfährt; daher werden wir auch 
dieser K«Dle, welche die längste Kante des Dyakis- 
dodekaSders gewoideo ist, den Signatorbaehstaben 
B lassen mfissen, wollen ihn jedoch mit xwei Aceen- 
len versehen. Dagegen verschwinden die Kanten ji 
und C der Iiolocdrischen Stammform, nnd statt ihrer 
F.g. 3f. bilden sich r.wel neue Kanlen aus, welche die kür- 

zesten und die niitl leren Kanten drs D\ nkisdodrkiH'drTs sind. Wir wol- 
len die kürzeste Kante mit v^", und die milllrrp (»der unregelnKi<;sit^^e Kaufe 
mil 6 bezeichnen, so dass also A'\ B" und C" die Signaturbuchstabea der 
dreierlei Kanten eines jeden Dyakisdodekaeders werden. 

Um die Cosinus dieser Kanlen zu finden, brauchen wir nur fiir eine jede 
derselben auf die Lage derjenigen Flächen zu achten, von welchen sie »^ebil- 
det wird. Nehmen wir z. B. die Fläche F, so bildet mit ihr die Flache F* 
eine Kante ji", und die Flache F" eine Kante C"j die Kante B " bedarf 
keiner Berechnung, weil sie identisch mit der Kante B in §. 57 ist. Selzen 
wir also in dem allgemeinen Aosdmcke für coslP' (§. 32) 

«SSM, b^Hf OM»i 

nnd snccessir 

erst a=my Ä'=— «, c'=:l 
dannu «' ss I, t/ =: m, c = n 
so folgen die Werlhe von cos.^" und ci)s( und so erhalten wir, mit Hin- 
zu fugungj des Werlhes von cosi^", wenn wiederum in^(n''-f-l)-|-»' si? ge- 
schrieben wird : 

A 

K 
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4. Parallelkantife'Dyakisdodekal^der. 

ISoch babea .yrii /die Bedingung aufzusucheo, unter welcher ein Dyakis- 
dodekaeder ei.B\p4rallelkantiges, oder ein aolehes sein wird, welches 
nicht YW^TrifttmiätB, soDdeni Ton TnjieEen bogriut ist (§. 59). Dann 
mfissen*.in 'jeder Fliehe die Kanleolioie B" nnd die ihr gegenüherliegende 
lUnui|HglSe* C** einander parallel, und fotglioh die CentroparaJlelen heider Li- 
nien: idbnUsch sein. Nun sind z. B. für die FlSehe Fdie Gleichnngen der Cen- 
^i^F^'Uele der Kantenlinie B " 

XkO und ^-h« = 0: 

n 

die Gleichungen der Cenlroparalleie der ihr gegenöberliegenden Kantenlinie C 
aber Onden sieh durch Combinatioa der Gleichung von F mi der Gleichnng 
von F'\ wie folgt: 



n^ — rn (mn — \)n (mn — \)m — n 

^lien nun beide diese Linien coincidiren, so muss offenbar 

und {mn—\)m : nx^ — n =// : 1 
soin, welche Bedingungen beide für /// don Werth ergeben. Fo!f;lich wer- 
den alle diejenigen Dyakisdodekaeder parallelkantig sein, für welciie die grös- 
sere Ableitungszabi gleich ist dem Quadrate der kleineren Ahleitungszahl; 

eine Bedingung, welche unter den bekannten Varietäten für \ —^\ erfüllt ist. 



§.66. Berechnung der übrigen dodekaj^drisch-semitesae* 

ralen Formen. 

Selxl man in denen för die DfakisdodekaSder gefundenen Ausdrücken 
niBOO, 80 erhült man die nor Berechnung der Pentagondodeka€der 
geeigneten Werthe. 

1. Coeflicienten der Zwiscbenaxen : 

3n 2n 



2. Coordinaten der unregehnSssigen Eckpuncte : 

*=1 / — """^ 
' n 

3. Rantenwinkel: 

cosA = — 



co8j9''s-l, also a"» 180* 
eoaC" « - ^ 
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Der Werth von cosfl" lehrl, dass die Kanten B" im Ppntagondodekaeder 
uichl mehr als solche vorhanden sind; sie werden nur noch ihrer Lage nacii 
durch die iloiicnlinien der peulagooalen Flächen reprasentirt. 

In dem regulareu Penlagondodekacder der Geometrie würde =: 6'" 
sein müssen, woraus sich für die betreffende Ableitungszabl der Werth 

ergiebt. Da nun dieser Werth irratioDiLiBC, so kaon aoeh das regoUlre 
P^tagondodekaifder ab Rrystallfonii nicht ▼orfcoBmen. 

Setzen wir in denen für [^"^^J gefundenen Ausdrücken » = m, oder 

w = 1 . so gelangen wir genau auf Hieselbcn Formeln, welche oben in §. 58 
iur mi)m und mO gefunden wonlen sind, woraus denn folgt, dass diese For- 
men, eben so wie die Penlagondodekai der, wirklich als (irä nzfomien der 
Dyakisdodekacder betrachtet und in deu Bcrcicli der parailcillacijig semiles- 
aeraIeD Fonnen gezogen werden »iissea. DasselN gilt aber auch fär ooOoo, 
ooO Hod 0, aof deren Formeln uns die für die hemi^Sdriscbe Pom be- 
rechneten Ausdrucke gelangen lassen, wenn wir in ihnen die entsprechenden 
Werilie von m und n einsetzen. Lnd hiermit wäre denn die zn Ende Ton 
%• ^ aufgestellte Ansteht über die Bedeutung aller dieser Formen ToUkom- 
men gerechtfertigt. 

$.67. Tetartoifdrische Ausbildung des Tesseralsfstems. 

Die Möglichkeit einer teiartnedriscben, d.h. einer nur mit dem vier- 
ten Theile der Flächen vollbrachten Ausbildung der tesseralen Formen wurde 
schon lange anerkannt; die Wirklichkeit der Erscheinung ist aber erst 
kürzlich durch RammeMwgfs Beobachtungen übor die Krystallformen des 
chlorsauren Natrons dargethafl worden, welche in der That als tetartolSdrische 
Conbinatiouen des Tesseralsystems zu betrachten sind. 

Wir gewinnen die einfachste Vorstellung von dieser Tetartoedrie, wenn 
wir sie als eine wiederholte Hemiedrie. und zwar ;i!s eine geneigtfläcbige He- 
mit-drie der paralleiflacliig-seniitesseralen Foriuen auilassen; das heisst, wenn 
wir uns die 1) vaki sd o d e k a e d e r nur mit ihren in den abwechselnden 

9 

Octauleu liegenden Flächen ausgebildet denken. Sic verwandeln sich da- 
durch in ganz e|gentbömliche, von 12 unregelmässigen Pentagonen bcgränzte 
Formen, welche wir mit ifoAt tetraSdritche Pentagondodeka^der 
nennen können. Da nun die Djrakisdodekafder bereits hemUSdrische oder 
semitesserale Formen sind, so müssen diese PentagondodekaCder viertel- 
flächige, tetartoSdrische oder qnadrantotesserale Formen sein, und folg- 
lich das Zeichen ^^^^ erhalten. 

4 

Aom. b Bezug auf seine eigentliche holoedrische Stunmliirm mOn Iflsit 
sich das letraedrische Penl<ig()ndo(lck.-ir'(ier nncli als diejeoige Form erklären, 
welche durch Vergrüsicrung der abwechselnden einzelnen Fülclien inner- 
halb der ab wechselnden sechszähligeo Flächeosyälciue eublcht. Dass 
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ilmg^ens dieselbe Form auch aos dem Hexakistetraeder, doreh Vergrösse- 
ning der abwecbseloden einzeln eo Flachen, und ans dem in §. 00 erwähn- 
ten P eo tago n- Ik o s i te t ra i' d e r , durch VVrfcrösseriiog; der abwechselnden 
dreizSIhligen FiMchensyslerae erhallten werden kaoo, die&s ist bereits von 
Mohs gezeigt worden. Sooach liefern denn alle drei hemiedriscbe Fornes 4qs 
HmkiMkUiSdeft eine «ad dieselbe telertojMrische Forn. 
Diese telraifdriseheii PenkagoBdodekaCder sletlen recht aasyanetriMbe 
Körper dar. Ihre Flilehea »iad Peolagoae mit awet Pkareii tob flachen Sei- 

* tea, aber Dil lauter verschiede- 

— '% "1 nen Winkeln. Sie haben dreier* 

\^ / ^ Ic' Kanten, welche insgesamnit 
/ ^vZ— ^''''v' \ (^iiarakter von ifnre^el- 

( ."V^ / mässigen Kauten besiizen, und 

\a \ / \/ von denen sechs durch die 
V\ \' Endpuncte der Hauptaxen ge- 

\A V. ,y hen, Wiilireud die übrigen, 
V ,y einesibeils als i% schärfere 
(Q)^ aaderallMlIs ab 12 staai- 
pfere (€) zu je drei voa den EodpoBeteo der trigoaaleaZwisoheaazea avslan- 
ÜBD. So ealsteheadena dreierlei Ecke, aiKaiiich4spilsereund4stumpferetrigaBa1e 
Ecke, welche rcspeetive in die Ecke uad über die Flächen, so wie 12 naregel- 
mässig drein:ichii,r Ecke, welche paarweise uber die Kanlcn des eingeschrie- 
benen Tetniiders fkUen. Die merkwürdigste Eigenschaft je zweier corre- 
Liter, d. h. aus einer und derselben beniiedrischen Form abgeleiteter sol- 
cher i*oiit;i^'ondodekacder ist, dass sie sich zueinander als ein rerhts und 
als ein links gebildeler Körper verhalten, oder dass sie in der Lage und ^ er- 
kniipfnng ihrer (übrigens völlig gleichen) üegran/nngs-Klemenle dieselbe \'er- 
schiedeuiicil dai'LicLeu, wie z. B. der rechte uud der linke llandsciiuli eines 
ind dessdben Paares* 

Aam. Diese Versehledeoheit des rechls and links Gebttdetseios, welche 
schon Mohs an dca tetracdrischen Penlagondodekaedem hervorhob, ist eine Er- 
scheinung, der wir anch in anderen K^^'^t;^llsv«!tcmcn be«i;egnen, weshaü) es nichl 
onzweckniflssig sein dQrfte, solche mit einem beslimmlen Namen zu belcgeu. 
Wir bringen dafür das Wort Enanttomorphie in Vorschlag, welches den 
absohrteni dnrch keine SteUBQgslademag anszugleichendea Gegeasata der Ibri» 
geas gaaa idealisehea Foraibiidnag anärOchea soll. Je airei eiirrelalo tetraV» 
driscfae PMlagondodekaÜder sind also eaaatiomorph. Da nun jedes Hexa- 
kisoktaeder, als holoi;drische Staramforni, vier dergleichen Pcntagoudodekae- 
der liefert, so wird es darunter zwei recht«, und zwei links gebildete geben, 
von denen zwar je zwei gleichnamige durch blose SlcIluogsSnderung zur Coa« 
gruenz gebradit werdea kOaaea, wibrend solches fttr je zwei angleichaasiige 
gaaz naaiOgllch ul. Fig. Zt giebC das Bild euies reebtea aad abas Bakea 
Bjtemplars. 

Es entsteht nns nun die wichtige Prsge, welche Wirknng die Tetartoe- 
drie auf die übrigen plenotesseralen Formen ausüben wird, weil «^irh doch 
a priori voraussetzen lä SS I. dnss auch dieses Bildun^'s^eselz, gerade so wie 
die eine oder die andere Hemiedric, das ganze Tesseralsystem heberrscben, 
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md Mte alle teiiie Foraen ergratfen mid lu ^atdrantolesseraleii 
Forjaeo vaigeslatlao mau. MSgen wir aoa dies« Tetarlo«drie unaiittelbar als 
eiae sokhe, oder mögea wir ut ab eiae wiederholte Hemi^rie semitesseraler 
FanafB ftetracbleo, jedeofiilta erhaUea wir (iir die abrigeD liolo(SdritdieB For- 
mell folgeade Resultate. 

Wie sich die Heiiakisoktaeder ia telraiidriscbe PealagoododefcaiSder, so 
verwandeln sich 

die Ikos i l e Iraeder in T r i j^' o nd od ek aede r , 

die T r i a k i s n k t a e d c r in D e 1 1 o i d d od e k a {• d e r , 

die T e t ra k i s h exati d e r in Pentagondodekae'der und 

das Oktaeder in Tetraeder, 
wahrend das Rhombendodekafe'der und das Hexaeder scheinbar uuver- 
iadert Meibea. 

Also Hefert diese Aosbildaa^eise des Tessendsystems das sehr merk- 
würdige Ergelbniss, dass das Tetraeder and das Pentagondodekaeder aber- 
mals, und zwar beide xagleioh zam Vorscheine kommen» dass beide als 
letartof^drische Formen eben so nothwendig eoCzisliren und zosam* 
mengefadrea, wie sie als bemi^'drisch e Formen sich gegenseitig ans- 
schliessen und unmöglich machen. Der Gegensatz der beiden Arten TOB 
Uemiedrie findet sonach in der Tetartoedrif seine Ausgleich iinf;: 

Obgleich iibrij^cns diese tpfartoedrischen i etrat'der und Pentagondode- 
kaeder in ihrer Erscheinungsweise mit den gleichnamigen hemiedri- 
scfaen Formen übereinstimmen, so ist doch die Bedeutung ihrer Flächen 
eine wesentlich verschiedene geworden. Denn, streng genommen, wird nun 
jede Tetra^derfläcbe nicht mehr von einer ganzen Fläche des Oktaeders, 
sondern onr von drei abwechselnden Feldern einer soleben Fttcha gebildet; 
nnd eben so ist jede Flüche des Pentagondodekaeders eigentlich nur noch mit 
ihrer einen Hälfte vorhanden; aaf Shnliche Weise verhalten sich ancb die 
lelarloedrisehen Trigondodekaeder und Deitoiddodekacfder*). Für alle diese 
Formen aber, sowie für das Hexaeder und das Rhombendodekaeder, als die zwei 
schpfnhnr unveränderten Formen, macht sich die Enanliomorphie geltend, 
indem der Gegensatz von rechts ufid links ein durchgreifendes VerhäUniss 
ist, welchem sich ke in e Form enl/irhen kann, wenn er auch in der geometri- 
schen Erscheinungsweise derselben nicht hervortritt. 

Anra, D!e?s beslfitigen die interessanten BeobachtaDgen von Marbach^ 
welcbeo zutüige sich diese En.intiomorphic an allen Krystallen des chlnrsanren 
Natroos durch die Erscbciaung der circulareo Polarisalioii des Lichles zu er- 
keanea giebt.**) Die o|itiscbeo fiif^nschaRea eDlspraehen also voUkonmea dea 
moqibologisehea Eigenschaften und den allgemeiaen Resnliaten, aaf welche ans 
die coDseqneote Verfolgaog der Telartocdrie in ihrcv Wirkao^a aaf die ver« 
BcbiedeneD pIcnotesaeraleB PorDcn gelangen latst. 



*} Zur Lriäoteruog dienen die Bilder io Fig. 30, S. 99. 
**) Mit Reeht bebt ßiot diete Bntdecknog M^rbäck''» als eiaa Mbr wichtige bervor ; 
aneh Ul m wabi Mbr wtbrsebcialUb, datt du broMsaare Nalraa «ad das aaslfiaora 
Üiaaaxyi-Natn« fltfdirant tetartaSdriaeb krjtuilitiffi. 
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(>b. Berechnung der quadrantotesseralen Formen. 
Da die tetraedrischeo ^entagondodekaeder di« allgemeiiuien Formen dar- 
stellen und III xiirem Zeiclieu ^^5^ die Zeichen adler nbrigen telartoHdrisdieD 

4 

Formen begreifea, so brauchen wir auoli mir sie zu berechueu. 

Was nun zuvörderst die Z wischeaaxeu betriffl, so gilt für sie das- 
selbe, was oben in §.62 von den Zwiscbenaxen des Hfxakislelraeders ge- 
sagt wurde, d. Ii. die rhombischeu Zwiscbenaxen simi gar uicbt indicirl, 
während die trigonalen Zwiscbenaxen in zwei ungleichwertbige Hilfien 
zerfallen, deren Län;;en geuau dieselben sind, wie ijn Hexakistelraifder. 

Ausnahmsweise wollen wir für diese Formen ^ocb die Kanienlinien 
berechnen, weil sich ans den Werlhen derseliien mil der grössten Evidenz 
diejenigen Folgerungen ableiten lassen, welehe zu Ende des §. 67 über die 
anderweiten Effecte dieser TetartoSdrie ausgesprochen worden sind. Wir 
nnlerscheiden die dreierlei Kanten als Hauptaxeukanten, ab schärfere und als 
stumpfere Zwiscbenazenkanlen, weil sie an den Endpuncten der Hauplaxen, 
der bemiedrischcn und der faoloiidrischen trigonalen üalbaxen liegen; wir 
bezeichnen aber 

die 6 Hauptaxeukanten mit 3, 

die 1^ scbärfercn Zwiscbenaxeukanten mit 0, 

die VZ stumpferen Zwiscbenazenkanlen mit C. 

In beistehender Figur ist abo z. B. Bit eine Hauptaxenkante, ITT' eine 
schärfere, und RT eine stumpfere Zwiachenaxenkante. Da nun diese drei 
Kanten von den Pnncten T, 7% ü und if begränzt werden, so bedürfen wir 
zur Berechnung derselben nach §. 29 die Goordinaten dieser Puncto. Nun 
I haben der stumpfere trigonale Eckpunct T, und 

/ """-v^ ^^'^ spitzere trigonale Eckpunct T dieselbe Lage, 
wie im llexakistetraederj folglich werden, weuu 
A\ y und Z die Endpuncte der drei positiven 
Halbaxeu sind, die Goordinaten 

far r, a?=syÄ*= — 

* mn-k-m — u 

Fig"33. und zwar die drei ersleren alle positiv, von 

den drei letzteren dagegen x negativ. Wir haben nun noch die Goordinaten 
der Puncto Jl und Ü' zu bestimmen. Es ist aber R der Dttrcbscbnittspunct der 
Rantenlinie RR mit der FlSche F*, und es ist if der Durcbscfinittspunct der- 
selben Linie mit der PISche F'", wShrend diese Kantenlinie von den beiden 
Flächen Fund F" gebildet wird. Eine aufmerksame Betrachtung lehrt, dass 
die Gleicbangen der vier Flächen F, F\ und F'" folgende sind : 

m u 
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m n 



IR II 

m n 

ConIriDiren wir die Gieicbungen von F oad F'\ io erhak«o vir ais die Glet* 
«billigen der KiatenUaien ABl . 

— +^ s=ü, uod trs 1; 
m n 

woraus sich ergiebl, dass die Hauplaxenkanleii den Coordinnt-Khcnen paral- 
lel sind. Conibinirm \\\v nun ferner diese Gleichungen lifi Linie RH' mit 
der Gleichung der 1 1 1< lic F', so ergebeu sich die Coordioaleu des Puucles R 
mit foigeoden VV erUieu : 

»i*r« — 1; m{n — \) . 

n{nr — Tt) ^ tu- — n 

Da nuD die beiden Piintle l\ und Ä' zu der Axe der z, und zu der (.(ionliiKit- 
Kbene (r.r) f^inr <junz svnnnelrische Lage haben, so gellen für den l*uncl H 
dieselben Coordiuaten, nur erhalten x und y die enlgegeugeselzten Vor- 
zeichen. 

Aus den so beslinimten Coordinalen der Puncle R und H\ so wie aus 
den oben siohrnden Coordinalen der Puncle T und T' berechnen sich ouu 
oacb §. 29 die Langen der dreierlei Kanten wie folgt: es ist 

hante >a =s 7-4 ; 

l/ji^(iii-4.ji*)'-f.m V(m/i H- 1 f-^nHrn^^nf 
Kante ip = ^ ; ^ ; — ;-r-| — -7 



KtDie C = > r7~9"^ — V 

Aus dieseu \\ erlhen ersieht man sogleich, dass für = 1 die Kanlea 21 ver- 
schwiodeo, ood folglich die Pläcben Deltoide werden; dass fSr nsm die 
Kanten 6 verschwinden, und folglich die Flachen gleichschenkellge Dreiecke 
werden, und das» fSriw ss 00 die Kanten 0 und C einander gleich, und folg- 
lich die Flächen aymmetrische Pentagone werden. 

Wir haben nun noch die Winkel dieser Kanten zu berechnen. Es sind 
aher die Kanten C ofenbar identiach mit den Kanleir G" der DyakisdolekaC- 
der, und folglich ane |. 65 bekannt. Die Kanten Z and 6 dagegen (z. B. die 
Kanten BR nnd A^ITln Fig. 33) bilden einen nenea Gegensitnd der Bcreeh* 
nnng, und finden sich aus dem allgemeinen Ausdrucke von cmfF in §. 32, 
wenn man in solohem statt a, b und c die Parameter der Fläche für tf', b* 
und c aber soccessiv die Parameter der Flächen F" nnd F'" einsetzt; man 
erhält so 
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cos^ 



H 

cosC- _!!!2!(f!!+J!±l) cosC" ia §. 65. 

it 

wobei wiederni iFasiit*(ii*-|.l)^>fi* ist. Seist men io diesen Ausdrückeii 
statt M und n die den librigen Formen zukommenden VVerthe, so gelangt man 

fSr II sm auf die Kanten der Trig:ondodekagder, 
für ff s 1 auf die Kanten der Delioiddodekacder, 
für »« = oo auf die Kanten der PenlagondodekaPder, 
für m = oo und nsst auf (üe Knnten des Khombendodekaeders» 
für m = ;i =ss 1 auf die iiaulen des Telraeders, und 
fiir //< = /I =s oo auf die Kanten des Hexaeders, 
wodurch denn die, zu Ende von §. 67, über die Wirkungen dieser Telarloe- 
drie roilgciheilten Eigebnisse abermals ihre vollkommene Bestätigung erhallen. 



CMnblnalioiieii der teuenlen FoimeiL 

§.69. Eintheilung derselben. 

Uekaiintlich können die Formen des Tesseralsystems zu zweien, dreien 
und mehren an einem und demselben Krystalle zugleich ausgebildet vor- 
kommen, oder mit einander zn Combtnalionen verbanden sein. Dabei findet 
jedoch das Gesetz Statt, dass die eombinirten Formen entweder holoedrische, 
oder hemil^drische, oder tetarloMrische, nnd im zweiten Falle entweder tetraS- 
drisch- oder dodekaiSdriseh-semilesserale Formen sind, weil niemals die eine und 
die andere Ausbildungsweise des Systems »gleich angetroffen wird. Daher sind 
denn die Combinationen des Tesseralsystems, eben so wie seine einfachen 
Formen, als plenotesserale, semi tesserale und quadrantotesse- 
rale, die semitcsseralen aber als tclrae drisch- und als dodekae- 
d ri s c h - s em i l es s er a le Comlnnrifioncn zu unterscheiden. Dass sie übri- 
gens nach der Zahl der eombinirten Formen als binare, Icrnäre, (lualernäre, 
oder als zweizähli^c, dreizählige, vierzähiige Combinationen u. s. w. unter- 
schieden werden, ist bekannt. 

Indem wir die gewöhnlichen Combinationen des Tesseralsystems als 
bohamit vonosselien, oder wegen ihrer anf die Anfangsgründe der RrTslallo« 
graphie (S. 73 ff.) verweisen, wolleB wir gegenwirtig nor in aHer Rfine die 
allgeme i ne Theorie der binXren Combinationen mittheQen, weil solche 
die Grundlage für die Benrlheilung und Entwickelung aller Combinationen 
gewährt. Dm jede ternäre oder mehrsShUgeCombination lässtsich auf binäre 
Combinationen xnrtickliihren, indem man immer nnr das Verhältniss je sweier 
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ümr FwMi in das Auge laist. Wer alio die liiaires CaadiinalloMB eot- 
widnb kaMf der wird itek aaek «.den »ehnShiigen CtMabinalioBea nrecbt 
laden« fSr deren Eatwickeloog wir noch überdie&s im vierten Gapitel ein 
ittweret wichtiges HiUsmittel kennen nnd benulien lernen werden. 

Anm. Da die qvadrantotesseralea Ponaea nsd Conbioationea kii 
jetzt Dar am chloreaorea Natron oachgewieseo worden sind, und zd den sehr 
aeilenen Erscheinnagen gehören, so «ercien wir uds auch nur mit den plenotes- 
seralan und semilesseaalea ConibinaliaiieQ bescliäfli^eo. Die in den §§. 67 und 
68 aiit|;elbeilten Betrachtujigea werden deo Leser liiaraiekeBd in den Stand setxen, 
die E^ealklmliebkeil der qaadraalateMeralea CaaüiiaalioaeB aa keatthsilea. 

$.70. Theorie der plenotesseralen Comhtnatlenen. 

Da die Hexakisoklaeder die PicpräsenUoteD aller pleootesseraien For- 
luea sind, so werdeu wir die allgemeine Theorie der binären plenotesseralea 
Combinationen nur dadurch erhaiteo, dass wir die Verhältnisse aufsuchen, 
unter denen irgend zwei llexakisoktaeder tuil einander cumliiuirt sein können, 
und dass wir die diesen Verhilinissen eatsprecheaden Bedingungen ermittein. 
Dabei wollen wir der leiehlerea Verstellung wegen voranssetsent dase das 
eine HexakisoktaSder aiOn als vorherrsebende, nnd das andere m*Om' 
als nntergeordnete Form ausgebildet ist; zur Vereinraehung der Beeb- 
nnng aber denken wir uns desungeaehtet beide Formen auf gleich grosse 
Hauptaxen reducirl, so dass die Halbaxen einer jeden den Werth 1 haben. 
Es fragt sirh ;ilso, welchoHei Wriindpnin^en wird die vorherrschende Foroi 
durch die uutcrgeordut ie n loiiicn krlnm ii ? Die Antwort auf diese Fra«je lau- 
tet dahin, dass es überhaufit sechs verschiedene Mo d if i ca t i o n r n mikI, 
welche iu der Erscheinungsweise eines vorherrschenden IlcxakisukUt ders 
durch die Flachen eines nntergeordaeteo Hexaktsoktai^ders verursacht werdeu 
können $ and «war sind diese Modificationen folgende: 
, 1. eine ZasebMrfnng der längsten Kanten 

2. eine Znsebärrung der mittleren Kanten 

3. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten C, 

4. eine achtHächige Zuspitzung der diletragonalen Ecke, 

5. eine sechsflächige Zuspitzung der sechsflächigen Ecke, nnd 

6. eine vicrllächig^ Zuspitzung der rhombischen Ecke. 

Die Bedingungen, welche diese sechs verschiedenen Modilicalionen 
bestimmen, beruhen weseuUic h auf den Verhältnissen der Goe'fficicnfen / und 
r, l' und r der Zwischenaxen beider Formen, wie aus Folgendem erhellt. 

1 . Z n s c h *a r f n n g der längsten K a n t e n .-f . Sic erfordert die Er- 
füllung der beiden Bedingungen, dass die Kanten A beider Hexakisoktae'der 
einander parallel sind, und dass dieselbe Kante in der untergeordnetea 
Form stumpfer ist, als in der vorherrsdienden Form. Denken wir nns also 
beide Formen anf gleiche Hauptaxen redncirt» so wird die erste Bedingung 
durch Goincidenz der beiderseitigea RanCenfinien ji^ nnd folglieh doreb Gleieh- 
beii der trigonalen Zwischenaxen beider Formen erfüllt sein, wibrend der 



Digitized by Google 



110 T«M«r«lfy8teiD. 

xweiten Bedingung dadonk Genüge geleistet wird, dass die rbovkiiehe Zwh 
•ebeMxe von m*On grösser ist, als jene von mO«. Eine ZnaeUrinag der 
längsten Kanten von mO» wird daber jedeufUls Statt finden, wenn l' as ^ nnd 

r'>r ist. 

2. Z US c Ii ä rf u n der minieren Kanten B. Sie erfordert z«- 
vörderst einen Parailelisinus der heiderseitigen Kanten 5, und folglich, bei 
«(leicheti flaiiplaxen, eine Coincidenz derselben, also Gleichheit der beider- 
seilijien riionibischeu Zwi.s( finiiixen Ausserdem aber muss dieselbe Kante in 
m'On stumpfer sein» als ia mO/i, was nur dann der Fall sein wird, wenn die 
trigonale Zwiscfaenaxe von m*On grösser ist, als jene von mOn. Eine Za- 
sefairfung der mittleren Kanten von mOn wird daher jedenfalls Statt finden, 
wenn r' = r und > # ist. 

3. Znschärfnng der kürzesten Kanten C. Sie erfordert eiv 
stens einen Parallelisnius der beiden Kanten C, und folglieh, weil die Lage 
dieser Kaulen dnn h die Endpiinrtp der Irigonalen und rhombischen Zwischen- 
axen bestimmt w inl. eiue Gleichheit der V^erhiillnisse t' : r und/:r; nennen 
wir also diese Quotienten q' und y, so ist 7' = y die erste Bedingung, welche 
erfüllt sein muss. Zugleich muss aber die Kante C in jnOn stumpfer sein, 
als in ffiOii, was bei gleichen Hauptaxen durch die Bedingung ; ' < r erreicht 
wird. Eine ZascbäHnng der kiineslen Kanten von mOh uiiiss demnach Statt 
finden, wenn ff*^f und r' < r ist. 

4. AchtfUchige Zaspitznng der ditetragonalen Ecke. Sie 
wird jedenfalls eintreten müssen, wenn zugleich f >f nnd /^>r ist; dabei 
werden die CombinaUonskanteit den kürzesten Kanten von mOn parallel, 

5. S e c h s n ii c h i g c Zuspitzung der sechsflächigen K c k c. Eine 
einfache Betrachtung lehrt, dass die ihr entsprechenden Hedingnngen durch 
die Grösscnverhältnisse t' K,t und g' ausgedrückt werden; dabei werden 
die Conibiuationskanlen für r=r den mittleren Kanten von mO/< parallel. 

fi. VierfUchige Zuspitzung der rhombischen Ecke. Man 
erkennt leicht, dass eine solche jedenfoUs Statt finden mnss, wenn r' <r und 
q'^g ist$ sind die Gombinationskanten den längsten Kanten von mOji 
parallel, so mnss f — t sein. 

Aus vorstehenden Belraohtungen ergicbt sich also, dass es lediglich auf 
flic Verhältnisse drr f'o»'ffiripnlcn ^ und r, und r' ankommt, ob diese 
oder jene von den übeiiiaupt möglichen Cuuibinations-Erscheinuuizeu eintre- 
ten soll. Benutzen wir nun bei diesen Gleichungen und Vergleichungcu die 
oben in 57 stehenden Werlhe von t und r, indem wir die entsprechenden 
Wertbe von l' und / mit accenloirten Buchstaben schreiben, so ergiebt sich 
nach einigen Redoctionen, dass 

= wenn -7 > = < — - 

^ m-4-n ^«-1-« 

r'> « <r, wenn «'> = <» 

9>^<g> wenn 1 > « < -^^ ' 
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Suhstituirl man in die obigen sechs Sätze diese Werthe, so erhält man die 
Bedingungen, welche die Combinationen zweier Hexakisoklaeder mO/i und 
m'Oft beherrschen, unmittelbar als Functionen der Ableitungszahlen ausge- 
drückt. Es erleidet daher mOn, als vorherrschende Form, durch ein 
zweites untergeordnetes Hexakisoklaeder to'Ow' 

1. eine Zuschärfung der längsten Kauten 

m'n mn . / 

wenn ? = , und n > » : 

m -hn m-^u 

2. eine Zuschärfung der mittleren Kanten B, ^ 

wenn //' = w, und m' > w ; ^ 

3. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten C, ■ , 



VI {n -\-\) m(/i-hi) . / ^ 

wenn ; = , und » < /i ; % 

// n 

4. eine achtflächige Zuspit/.ung der ditetragonalen Ecke, 

m'n' ^ mn , . , 

wenn — , , > , und // > /i ; 

m -i-n m-hn 

5. eine sechsflächige Ztispilzung^der sechsflächigen Ecke, 

m'n mn , m'(n'-h\) ^ m(n-t-\) 

wenn — , < , und - , — < : 

m -hn m-hn ^ n n 

6. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, 

wenn n < //, und — — > 

n n 

In* diesen sechs Sätzen ist die Theorie aller binären plenotcsseralen Combina- 
tionen enthalten. Denn, welche andere zwei Formen aii«h gegeben sein 
mögen, man wird durch Anwendung dieser Sätze allemal bestimmen können, 
welche von jenen sechs Combinations- Verhältnissen für sie möglich sind, 
und welche Bedingungen das eine oder das andere V'erhältniss erfordern. 
Nur wird natürlich die Beschreibung der Combinationen angemessene 
V'eränderungen erleiden, wie solche durch die besondere Beschaflenheil der 
jedesmal gegebenen Formen nöthig gemacht werden. 

Ein Beispiel wird diess hinreichend erläutern. Man will wissen, welche 
Veränderungen ein vorherrschendes Ikositetraeder mOm durch ein untergeord- 
netes Tetrakishexaeder coOn erleidet. 

An dem Ikositetraeder existiren nur noch die Kanten B und C\ die dite- 
tragonalen Ecke sind nur tetragonale, die sechsflächigen Ecke nur trigonale 
Ecke; die untergeordnete Form hat nur 24 Flachen, die Zuschärfimgen der 
Kanten gehen daher in Abstumpfungen, die achllläcbigen Zuspitzungen der Ecke 
in vierdächige , die rierflachigen Zuspitzungen in Zuschürfungen der Ecke 
über. Da nun m, und m = oo ist, so folgt aus einer Vergleichung der ent- 
sprechenden Bedingungen, dass die drei Fülle 1, 3 und 5 unmöglich sind, und 
dass also ein Ikositetraeder durch die Flüchen eines Tetrakishe.xaeders nur fol- 
gende Veriinderungen erleiden kann : 

a) eine Abstumpfung der Kanten /?, wenn n = m ; 

b) eine vierllachige Zuspitzung der telragonalen Ecke, bei welcher die Zu- 
spitzungsflUchen auf die Kaulen aufgesetzt sind, wenn // > m ; 
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c) eine Zocebarfmif der rh^mbiA^en Ecke, bei wekher die ZiuchirAugs- 

Oorch IbDiMfce B«lnieblwgM wird nu Dir je ivei aadM« Poram «u Ifcm 

kfyalallograpbiBchen ZeicbeOf «oter Berücksicbliguag ibrer besondere! C<lt>^ 
tDBg, die fttr sie nOg lieben CeBbiaelioat*yerhlUaiMe enebliettee kOuea» 

§.71. Theorie der gen eigiflächtjp-senileeseraleii 

Conbioelioneo. 

Da uus die Hexakislelraf^der gewisseriuaüseu das guuze Tesseralsyslem 
io seioer telreSdrisdieii HeniÜdrie repiteDliren, so werdeo wir aseh io der 
ConbiiiBtien irgeod zweier HezakiatetraMer die abnintUebeii leCraC- 
driedi-seiiiitesfleraleii Conbinatioaen erfassen. Die Tbeorie dieser Conilrina- 
tiooen bernhl also auf der üoteranchung der Verbältaisse, nnler denen sich 

zwei verschieueiie HoxakisleUdtuier — jr— und — ^ mit tiiiauuer verbinden 

können. Dabei ist jedoch der bei allen bemiedrischen Combinalionen sehr 

wesenlliche rnlorsrhied zu bcrücksirlilij^fu , ob sirli die heideu eombinirfen 
FoniifM in gleicher oder in v r r >\ e ii d e t c i Stciliiiit; beßuden, weshalb 
wir jeden dieser Fälle besonders iu üeiracbluu^ ziehen müssen. 

I. Combinaiion zweier tteatokistetraSder von gieieher Steliung. 

Indem wir aberuiai:» die eiue Funn als vorherrschend, (iie andere 
als untergeordnet, Qbrigeos beide auf gleiche Hauj^tazen rcdnciri 
denken, Utsst ans eine Betraehtung der rnöf lieben Verschiedenheiten der Flür- 
ebenlage anf das allgemeine Resallat gelangen, dass ein vorherrschendes Ho* 

xakistelraeder ^^^^ durch die Flächen eines anderen, uutergeordoeten, aber 

in gleicher Stellung beüudlichen Hexakisletraeders — ^ — folgende sechs ver* 

schiedene Modificationen erleiden kann : 

1. eine Zuschärfung der kürzesten Kanten y/', 

2. eiue Zuschärfung der niilLlereu Hinten B\ 

3. eine ZuschäiTung der liingslcn Kauten (.'', 

4. eine viti llachige Zuspitzung der rhoiuLisrlieu Ecke 

5. eine scchsUächige Zuspitzung der stuiupfereii sechäflacbigcu Ecke, und 

6. eine secbsOächige Zuspitzung der spitzeren sechsflächigen Ecke. 

Die Bedingungen, denen diese seobs ComhinalioMa naterworfen sind, berafaeo 
wesentlich auf den GrossenverfaSltniasender boloMrischen und der facaiMri- 
schen Ir^pnalen Halhazen ({.62) beider Formen, mithin anf den Verhültnissen 
der Coüflieienten I nnd %, f nnd wie ans folgenden Belrachtnngen efheltt. 

1. Zaschirfnttg der kürzesten Kanten A'. Eine solche er> 
fordert erstens einen Paralleysmos oder, bei gleichen Hanptazen, eine Coin- 
cidenz der beiderseitigen Kanten A\ und zweitens einen stumpferen 
Winkel für diese Kanten in der anlergeordoeten Form; die eizte Bedingviig 
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wird durch die Gleichheit der beiderseiligen holoedrischeo Halbaxen, die 
zweite Bedingung durch das Ueberwiegen der hemiedrischen Halbaxe der 
untergeordneten Form in Erfüllung gebracht. Eine Zuschärfung der kürze- 
sten Kanten findet also jedenralls Statt, wenn /' = / und t' > t ist, woraus 

t t' , 

zugleich folgt, dass q <,q sein müsse, wenn ^ir - = q und -i = q' setzen. 

2. Zuschärfung der mittleren Kanten B' . Sie setzt voraus 
Parallelisrous oder Coincidenz der beiderseiligen Kanten B\ und eine 
grössere Amplitude oder eine stumpfere Beschaffenheit derselben Kanten 
in der untergeordneten Form ; Bedingungen, von denen die erslere durch die 
Gleichheit der beiden hemiedrischen Halbaxen, die andere durch das L'eber- 
wiegen der holoedrischen Halbaxe der untergeordneten Form erfüllt wird. 
Demnach Hiidel eine Zuschärfung der mittleren Kanten allemal Stall, wenn 
%' = V und /' > / ist, woraus zugleich q ^ q folgt. 

3. Zuschärfung der längsten Kanten C . Sie erfordert ausser 
dem Paralielisnuis der beiderseiligen Kanten 6", welcher durch die Be- 
dingung q = q erfüllt wird, auch noch ein grösseres Winkel maass 
derselben Kanlen in der unlergeordnelen Form, welches durch die Bedingung 
/' < / gewährleislel wird. Folglich niuss die vorherrschende Form jedenfalls 
eine Zuschärfung ihrer längsten Kanten erleiden, wenn zugleich q —q und 
/' < ^ ist, woraus sich zugleich ergiebl, dass auch t' < y sein wird. 

4. V'ierfläc h ige Zuspitzung der rhombischen Ecke. Eine 
solche wird jedenfalls eiulreleu müssen, wenn zugleich /' > / und r' > t ist, 
wobei übrigens das Wrhällniss von q und q ein sehr verschiedenes sein kann, 
und für ^' = ^ ein Parallolismus der Combinalionskaulen mit den längsten 
Kanten der vorherrschenden Form Statt findet. 

5. Sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächi- 
gen Ecke. Sie wird allemal Stattfinden, wenn zugleich < / und y' < y 
isl, wobei das Verhällniss von r' und r ein verschiedenes sein kann, für t'=t 
über die Combinaiionskanten den mittleren Kanten der vorherrschenden 
Form parallel werden. 

6. Sechsflächige Zuspitzung der spitzeren sec|hs flächi- 
gen Ecke. Sie wird sich nothwendig herausstellen, wenn zugleich r' < t 
und 7 ist, wobei das Verhältniss von / und t sehr verschieden sein kann, 
und für t = / ein Parallelismus der Combinaiionskanten mit den kürzesten 
Kanten der vorherrschenden Form eintritt. 

Wir haben nun noch die, zwischen den Cocfficienten der beiderseiligen 
Irigonalen Halbaxen obwaltenden Bedingungen als Functionen der Abi ei - 
lungszahlen m und //, m und n auszudrücken, um es sogleich aus den 
krystallographischen Zeichen je zweier Formen erkennen zu können, welche 
von den verschiedenen Comhinalions-Erscheinungen für sie Statt finden wird. 
Setzen wir für t und /', für t und % ihre in §. 62 stehenden Werlhe, so er- 
halten wir für jene Bedingungen folgende aequivalente Ausdrücke: es ist 

^aulD4nn's Kr>->(allographie. S 
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n n 
Substituireu wir diese Werlbe m die obigen sechä SaUe, so gelangen wir 
Mcb «toigei RedoeileBeB eodKeh auf folgende ReMitat«. Bn vwfccnwbei- 

des üea^istetraeder erfäbri durch eiu zweites, untergeordnetes üexi- 
kistetraiider — ^ — , bei gleicher iSteliung beider Formen: 



1. eine Zuscbärfung der kürzesten Kanleu A\ 

2. eine Zuschärfuog der mitileren Kanten Bi\ 

m'n* mn , ,^ 
wean -7 — , = — ™, nodji >ii| 

w* —n VI — n ' 

3. eine Znschärfung der I t agsten Kanten C'f 



w 

weui 



II n 



4. eine vierflichige Zospiizung derrhambiseben Ecke, 



m'n . mn 



1^. ^eiae seduflSeluge Zngpitsiing derstnmpfereniecbsfUchigen fidn» 

^ «I« . iin'(«-f-i) ^»(«-1-1) 
wenn —7 > < — , und — ^ — y — ^ < 1 

6. tiae leehtlMige Zupitsang der spits«res leebsfläehigds Eflkef 

i»Vn'-l-l)^ . rnri' ^ mn 
wenn — — - > — und -7 — > < } 

mit welchen RetiUaten die Theorie der binären, tetra^drisch-semitesseralei 
Combinationen (ir den «ntea PaU, der gleichen SleUsag beider Fenm 
eriedigiieU 

II. Cowibm^tim Mweür Hesaküietraädtr von wrmmdeier SieUimg' 



Wenn sich die beiden HexakistetralMer in verwendeter SteUsng 

nOw m'Oii' 

wenn also ein aiit einem — — ^ — combinirt ist, dann wird allerdings 

dieSW der niiglieheB GMibuHtmif-VerhSltmiM geniiger. Di ateKcb in 
dieeeBi PaUe die hcMVdriaehea Helbutea der eiMn Fm in die bolo«dri- 
tehea Balbaxeii der aadeni fidlen, nnd rk% venn« eo eind die VefhÜl^ 
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nissf. von % und /, von t' nnd % 

zu vergleichen, welche natürlich 
nicht so manchfaltige sein können, 
weil immer r > < und % > t' sein 
muss. Diese beschränkenden Be- 
dingungen gestallen überhaupt nur 
folgende Conibinationen ; es erlei- 

dct durch ^ — 

7. eine Zuschärfung der mittleren Kanten B\ wenn t' = t und t' > / ; 

8. eine vierflachige Zuspitzung der rhombischen Ecke, wenn r; 

9. eine sechsflächige Zuspitzung der spitzeren scchsTlächigen Ecke, 
w enn < t, wobei die Couibinalionskauleu den kürzesten Kauleu pa- 
rallel werden, wenn t' = t ist. 

Drücken wir diese Bedingungen als Functionen der Ableitungszahlen aus, so 
erhallen wir 




T, wenn 



m n 



m 



■n 



T > s=s < wenn —,- 



m — n 



> = < 



mn 
m—n 
mn 



und Tolgiich findet Statt : 

7. eine Zuschärfung der mittleren Kaulen ß'f 



wenn 



m'n 



mn 



m -i- n m — n 
8. eine vierflächige Zuspitzung der rhombischen Ecke, 



wenn 



m n 



/ > 



mn 



m -k-n m — n 

9. eine sechsflächige Zuspitzung der stumpferen sechsflächigen Ecke, 

m'n mn 

wenn — ^ < ; 

7/1 -hn m — n 

womit denn auch der zweite Fall erledigt ist, da sich die beiden combinirten 
Formen zu einander in verwendeter Stellung befinden. 

Dass nun aber in diesen neun Sätzen wirklich die Theorie aller semi- 
lesseralen Gombinationen gegeben ist, davon überzeugt man sich leicht, wenn 
man irgend zwei andere Formen herausgreift, um deren Combinations-Er- 
scheinung zu bestimmen. 

Es sei z. B. die vorberrschende Fomi ein Trigondodekaeder , und die 

wi'O . 
onlergeordoete Form eio Oeltoiddodeka^der — — ; mao ersieht sogleich, dass in 

2 

diesem Falle r immer ■< r sein wird, «roraus sich denn ergiebl, dass die Falle 
3, 5 und 6 die eiozigea noch möglichen sind. Da nun aber beide Formen jetzt 
ZwölfOlichner sind, so erfahren natürlich die Beschreibungsformeln der Gombi- 
nationen eine angemessene Veränderung, und man findet endlich, dass ein Tri- 
gondodekaeder durch ein Deltoiddodekaeder von gleicher Stellung nur folgende 
Veränderungen erleiden kann: 

8* 
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a. eise AbstumpfttDg der (jetzt) kOraesieo Kanten C\ wenn m'=4^ffi-|-l)j 
«Im draUl^ig« Zvpitsang ier Irigonalea Ecke, wena m' < l(m+l) ; 

e. «IM Jniflicfclg» ZntpitBWif der wehilMchigm Ecke, wraa m >i(0i-i-l). 
Das io beiden lettleren Fallen die Zospitznngsflächen auf die Kanten C' aa%ä» 
setzt sein müssen, dies» Jehit ichon eine Vergleiebong beider Fomea in der a>- 
gofebencn Sleliung. 

Oder es sei die untergeordnete Form ein Tetrakishexaeder ooO//, so ist 
dtenfoUs t' < zuglefcb aber aeeb q > ^, folglich kaan aar aoeh der Falt 6 
TorkoaiDieB, d. b. da Trigoadodekafder erleid^ dareb eia Tetnkiabezaisder 
jedeafalla eiae aecbsfllebige Zospiliaag aeiacr aecbsffltebigea Ecke. 

|. 72. Theorie der dodckat^drisch-semiteiserale« 

Gombinatiooeo. 

Die Theorie der parallelflachig-semitesseralen Gombinationen bemht auf 

der üntersuchurif^ der Vtrhällnisse, unter wrlcficn sich irgend zwei Dynkis- 
dodekaeder couibiniren können, weil ja eine jede andere Form ge wisse rm. las- 
sen als ein Dyakisdodekaeder zu betrachleu ist. Da aber zwei Dyakisdode- 
kaeder sowohl in g 1 e icher , als auch in verw eudeter Slellun«^ coinbina- 
tionslahig sind, so bähen wir abermals zwei verschiedene Fälle iu ücLrach- 
tung zu ziehen. 

X. CombiMtUm sweier DyakUdodekaeder v9h glmeker SieUung» 

Wir denkea uns wiederwa die eine Form als die vorherrschende, die 
andere als die untergeordnete, beide aber von gleicher Länge der Hauptaxen. 
Die Zahl der möglichen Gombinations-Erscheinungen ist etwas grösser, als 
bei zwei Hexakisoktaedern oder zwei Hexakistetrafe'dern, weil die Dvakisdo- 
dekaeder vierseilige Flächen besitzen, deren jede von dreierlei Hanlen und 
von dreierlei Ecken begranzt wird. I m daher unsere Belrachtuug zu verein- 
fachen, wollen Wir uns nur auf die wichli^eren (^ombiualioncn beschränken, 
als welche sich foigcudc V'criiuderungeu herausstcllcu, die ein vorherrschen- 
des Dyakisdodekai^der [-^] ^^^^ Flächen eines nntergeordaelen Dya- 

kisdedekaiiders erleiden kann. 

1. Eine ZnscbSrfnngder korzesien Raoten A*'\ wenn m'saiy und ii'>ii. 

2. Eine ZuschÜrfang der längsten Kanten B'\ wenn »'as», und m > i». 

3. Eine Abstnnpfang der unregelmässigen oder mittleren Kan> 

ten C". Sie erfordert erstens, dass m <im^ und 
zweitens, dass die Flächen der untei^eordneten Form 
in die Zonen dieser Kanten fallen $ nnn ist in der bei- 
stehenden Figur 




X 



die Gleichung der b lache b : ^ Hhj^ + s = l 



Fig. 34. M II 
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iahm erfailtea in der allgenieiiieD Zonengleichang (§. 36) 

M N R ^ 

a ü e 
die GoiHBcieiiteii M» N md R folgende Werlbe : 

ü = aa"{h'c"—b"c) = — m(m^n*) 
N— b'b"{ca"—c"a) = ^nm{nm^\) 
H — c'c"{ab" — a"b) — n{m^~n) 
und die Zoaeogleicbung selbst %vird iu vorliegendem Falle: 
mjm—n^) ^ mn{mn—\) 

n b e 

Nun kann aber die Fiache, welche die fianf«^ C" abstumpft, entweder eine der 
F, oder eine der analoge Lage habni ; luernach ergeben sich also lür die 
Abstompfung der unregelmässigeu oder miLÜereu Kuntca z wei Falle, welche 
wir dtdoreh ontersdieideii, kÖDDeo, dasi wir sagen, die Abstamprungsflleheii 
seieo entweder aof die Kanten A*\ oder anf die Kanten aurges^t^ oder 
auch, die AJ»stnni|iliing erfolge, entweder von den Kaplan her» idervon 
den Kanten A" her; 

!. ! im ersten Falle ist a^m\ c = l, \^ 

im zweiten Falle ist a = 1, b — w', c— n, 
welche VVerthe man, nach Maassgabe der Aufsetzung der Abslompfungsflä- 
cheu, in die vorstehende Zoneugleichuug einzusetzen bat. 

' 4. Eine vicrfläcbige Zospitznng der rhombischen Ecke, wennm' >m 

und n' > n. 

5. Eine dreiOächige Zuspitzung der trigonaleu Ecke; die eine Bedin- 
gung, welche sie fordert, ist die, dass»}'<m sein oiuss. Unter den 
mancherlei Arten, wie diese Zuspitzung Statt finden kann, sind nun be- 
sonders die swei dnreh besondere RegelDÜssigkeit ausgezeichnet, da die 
Anfsetsungskanten entweder den Kanten B'% oder auch den gleichschen- 
keügen IKagonalen der Flüchen der Torberrschenden Form paraUei 
werden. 

a. Sind die Aufsetznngskanten den Kanten B" parallt-t, so ist n =sn. 

hm Sind die Aufsetzungskanten parallel den gleichschenkeligen Diagonalen, 
oder denen durch die beiden unregelmässigen Eckpuncte jeder Fl.-iclie t^o- 
henden Linien, so müssen die Zuspilzun^sflächen in die Zonen (Jit srr Li- 
nien lallen. Die auf die Fläche Z^' aufgc.NcUle ZuspilzungsOache wurde also 
iu die Zone der Linie ab fallen, welche die beiden Puncte a und b ver- 
bindet. Non USssl sich leicht zeigen, dass die Centroparallele einer Linie, 
welche dorcb zwei Panete geht, deren Coerdinatenjv, r und p\ q\ / 
sind, die Gleichungen 

j =- 0, und j , =0 

P—P H-'l P-P 
haben muss. Es sind aber die Coordinaten des Ponctea n (§. tö) 



ein— si tk. nw— Ä 
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und die Coordinaten des Punctes b 

folglich werdeo die Gleichungen der gesuchten Zonenlitiie : 



woraus sieb deno die Zonengleiebung 

j ■ 1 — + in — n xii 

m n 

ergiebt, welche zwar zonlcbst für die eof die FUtebe F aafgesetote Za- 
spitZQOgsffliehe erbalten worden isl, qds aber doob im AHgemeineD lehrt, 
dass die in Rede stehende Zuspitzung nur von solchen Dyakisdodeka^^ 
dern hervorgebracht werden kann, deren beide AbleitoigSBablea m' «ad 

//' dlcsrr Bodinpurifi^sf^leirfmn'^' Gpnfij^p leisten, 
6- Kiiie /uschärlung der u n reg e i ni Ii s.s i n Ecke. Auch bei dieser äIo- 
dihcalion, für welche iiu AllgeoMjiuen w' < = > jw sein kann, sind zwei 
Fälle zu uiUei scheiden , je nachdem die Zuschärfnngsflüchen auf die 
Kante und deren anliegende Kaute C'\ oder auf die Kante B" und 
deren anliegende Kante C" aufgesetzt sind, 
a. Findet die Aufsetzung der ZuspitzungsHächen auf B ' und C" Statt, so 
muss jedenfolls »'<ii sein, und daeo sind besonders die beiden FlUe sv 
merkea, da die Aofsetsnngsiianle der ugleiebsebeiikeligen Diagonale, oder 

auch der Kante A" parallel istj im ersten Falle ist— 9 — r 



asdeni FaUe m'»«!* 

b« Findet die AnfselsuDg der Zns|»mngsfl8eben auf und C" Statt, so 
mnss n' > II vnd m' <m sein, und dann wird besonders der Fall Interes- 
sant, da die AaFsetzongskante der ungleichsehenkeligen Diagonale parallel 
bt, welehem abermals dieselbe Bedingung entspricht, wie vorher. 

II. Combitiution zweier Dyakisdüdckarder ton rerwetideter Stellung. 
Wenn sich die beiden Formen in verwendeter Sicking befindesy 
wenn also ein einesi — j^ »» On J y^^n^ ^ können nor 

noch folgende romhin iiions-Erschcinungen vorkommen. 

7. Eine Zusiharhin^ der kürzesten Kanten A" , wenn n ssm. 

8. Eine Abstuuipfunii: der uuref^ehnässigen oder niiulcren Kanten C". 
Für diesen Fall, hei welchem die Abslunipfungsflächen stets von der Kante 
B" her aufgesetzt sind, gilt zur$rdenldie Bedingung n < m, dam aber 
die unter Nr. 3 entwickdte Zonengleiehang, in welcher « k k' = m' 
und c B 1 zu Selzen ist, also 

' ntii(m»— 1)»' 

oder m « -7—5 r-7 ; -s: = Jr 
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9. Eine Tierflichige Zuspitzung der rhonfcit eben Boke, wenn it'>m. 

10. Eine nnregelmfissige dreiflächige Zuspitzung der trigonalen Ecice, 
weou n < I», uud m <^P' \ sind die Aufselz uugskaulea deo Kanten B" 
parallel, so ist m' « «». 

11. Eine Zuscbaduug der uaregeinia^iäigen Ecke, wenn n <^m und 

> P \ 

Dass ille x'nrsichcnden 11 Sh'tzc d.is W'ii liiij:sto enffii^lifn, was zur Be- 
Lirihrilimi: dfi- ( jimhtnationen atich je zwf^i ;i n d c r c r I^Dinicii erforderlich 
ist, nur iImIm j auf die besmideren Vpi [liilinissr (licsrr l'oruien liiicksichl 

genouiiiiiu uir4, diess ist einleuchteud, uud uiag nur uoch durch ein Beispiel 
e^ü|uterl werden. * 

^ Die vorbecTf elende ^omi sei ein PentagondodekaSler wA Jfie ulh> 



^-^^Ifiordaele Form ein Dyakisdodekaeder J so ist ofleaftar wi aald 



M -^^iMi folglich küiiiieii, Lei gleicher Stellung beider Foruien, nur auch die 
Flile 3f 5 und 6 vorkomoMa. la der vorberrtdbeadee Forai eaiaUrea die Raa- 
lea M" aicbt mehr ab solclie, toadern nur als die FIöheDliDlen der Flächen, auch 
bilden Je zwei K.iaten nur noch eine einzige Kante. Daher erleidet ein 
vorherrschende!; Peatagfoododekaeder darcb ein in gleicher Stellung befindiiebes 
Dy«tkUilodekaedcr 

n. e'mp Afisttrmpfnn^ <)er uoregelmissigcn kanten, und swar sind die 

«. vea den Httbeaiiaiea der Peniageae ber aafgeaetat, wem m' s . ^. ^^-^ , 

fi, vea dea regeliaisBigea Kaatea der Featifeae ber aafgesetat, weaa 

, mn 

m -f-/r 

b. eine dreiflächige Zuspitzung <lor trigonalen Ecke, und zwar siad die 

An&etznogskaDteo der Zospitzungsflicheo 
' «. FiralM dea Htfbealiatea der Peaiageae, weaa m » n, * 
(ft*|ldfallel dea gleiebaclitakellgaa Dlifaialea, oder den VerbialDiigsliaiea 

zweier unreeelmäsiieer Eckpancte, wenn n* sas — ; -. • 

^ m -i-n — 1 

e. eine Zosch.irfnn^ der anregelmAssigen Ecke, und zwar ist jede 

ZnschSrfung.slhiclie 

II. auf eine regela)«issige und die anliegmide uaregelmSssige Kante gesetzt, 

fj. aui eine Höhenlinie und die anliegende uoregelaittssige Kante gesetzt, 
weaa «' < <• aad ai' > *^ > ist. 
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Zouenlehre des Tesseralaystems, 

§. 73. Bestimmung der Flächen aus den Zonen. 

Eswurde Schon in §. 37 bemerkt, dass die Bestimmung unbekannter Flä- 
chen, und also auch unbekannter Formen, mittels der Zonen eine sehr 
wichtige und luiulig vorkommende Aufgabe der lir\ stallographie bildet. Auch 
in den Combioaliouea des Tesseralsystems ündet ;^ic oftmals ihre Atiwen- 
ilaog, weshalb wir an eioem Beispiele diese zonale Beslimmung der Flächen 
eriaatero wollen. 

Der allgemeiiisle denkbare Fall far eine Fläche f , welche in eine be- 
kannte Zone fallt, ist offenbar derjenige, da diese Zooe dorch irgend zwei 
andere Flächen ¥' und F" bestimmt wird, deren Parameter a% jb' nnd c\ 

a \ h" und c' sind, von denen wir immer voraussetzen, dass solche respec- 
tivc in den Axen der y und ; liegen. Für diesen Fall gilt nach §• 36 die 
Zonengleichung in ihrer allgemeinsten Form 

U A n 

a 0 c 

worin M = a'a"(b'c"-b"c), iV= b'b'icn -c"a'), R^cc^iab" -ah'). 

In jedem besonderen Falle hat man nun für a', b' und c', für a", b" uod 
c" die ihnen, uach Maassgabe der Lage beider gegebenen Flächen, zukom- 
meudeu besonderen Werthe einzusetzen, um die für die drei Parameter 
«, h und e gillige Bediogungsgleichung zu erhalten, welche für jede andere, 
in die Zonen der Fliehen F nnd F' fallende Fläche F erfiSlt sein muss. 
In beistehender Fignr, welche eine firnfzählige plenotesserale Gombina- 

tion darstellt, sind nnr zwei Formen nnmit- 
telbar bestimmt, nämlich das Oktaeder, dessen 
Flächen mit o, und das Rhombendodeka^der, 
dessen Flächen mit r bezeichnet sind. VoD 
den übrigen drei Formefi Iclirl uns die unmit- 
Iclbare Aiisrhaiiinig nur so dass sie ein 

Ikosilelraiider (/ij, ein l'eti aki>l)exa«'dcr (y) 
und ein Hexakisokt;u'der (£) sein müssen. Die 
vollständige Bestimmung dieser drei unlerge- 
ordneten Formen wird ans onn aber durch 
die Zonen gewährleistet, in welchen ihre Fli* 
eben nnt einander nnd mit den Fliehen der 
beiden bekannten Formen verbuoden sind. So 
fhllen z. B. die Fliehen o\ £, /, /f, e und in eine Zone, welche bekannt 
ist, weil die zwei mit o und r bezeichneten Flächen ohne weiteres als die 
des Oktaeders und Khombendodeka^'ders erkannt werden. Nehmen wir die 
erstere als die Fläche F\ die andere als die Fläche F", nnd setzen wir, 
wie immer, den o^p^pn, rechten, vorderen Raum-Octauten als den der positi- 
Tcn Uaibaxen, so geilen für die Fläche 6 die Parameterwerthe: 
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f» <>« a 'I t 

fj — oo, o = 1 j c =1 
Führen wir diese WerUie in die Ausdrücke iiu i#» J^^ uud /{ eio, so wird die 
Zooeoff eichttog 

o ^ c 

in welcher Form sie für alle Flächeo der Zooe or Giftigkeit hit. Da oan 
allemal eine der drei Grdssea «, b «od e den Werth 1 erUh, so siod in die- 
ser Gleichoog fiberhaapC nur noch swei unbekannte Grössen enthalten. Be- 
Inden sich also in der Zone die Flüchen von solchen Formen, welche die 
Kenntniss nur einer Ablettungszahl erfordem, so reicht die Gleichan^ voll- 
stiinü- zu deren Bestimmung aus. Diess ist in vorstehender Figar der Fall 
mit den Flächen und ß\ welche dnrrh die anmittelbare Beohochhitig als die 
Flache eines Tctrakisbexa^ders coUn und eines IkosiJefraeders möm erkannt 
werden. Die Fläche y erfordert aber nach ihrer besonderen Lage die Para- 
meter 

folglich wird « « 2 f eben so fordert die Fliehe fl' die Parameter 

ffsm, bssiHf est 
folglich wird m=3. Die betden gesuchten Formen sind daher oo02 und 303. 

V on derjenigen Form, deren Flächen mit e bezeichnet sind, und welche 
nolhwendig ein Hexakisoklaeder mOn sein muss, fallen nun aber zwei Flä- 
chen £ in die belrachlete Zone; die links liegende Fläche « fordert nach 
ihrer besoodern Lage die Parameter 

fl = n, b= — m, c = l 
wcrans sich die Zonengleichuag 2m = mn+n ergiebt; die rechts liigende 
Fliehe 9* dagegen fordert nach ihrer Lage die Parameter 

«aeilt, b^ttf csl 
wonach die Zonengleichuog die Form 2m bin»* m erhält. Wir haben also 
zwei Gleichungen mit zwei anbekannten Grössen, aus welchen sich die Wer- 
the m = 5 und n = ^ bestimmen. Die drei unbekannten Formen sind daher 
lediglich aus dieser einen Zone nls ccO*2. 303 und 50| bestimmt worden. 

Auf ähnliche Weise wird iii;in in jL-dini anderen Falle verfahren. 

Fällt die Fläche einer unliekannten Form in zwei verschiedene 
Zonen, so wird man die Zonengleichong successiv für bdde der gegebenen 
Zonen einrichten, nnd dadurch znr Bestimmung der onhekannten Fliehe ge- 
kngen. So kSnann wir f. B. in obiger PSgnr die rechts liegende Fliehe a' 
am^ dadurch bestiaunen, dass sie zugleich in die Zone o r', und in die Zone 
or" fallt. Vermöge der ersten Zone gilt fiir sie, wie vorher, die Gleichung 

a 0 c 

Vermöge der zweiten Zone aber ergiebt sich für sie die Gleiohonf 

a b c 
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Setxen wir in beiden Gleidramen akenmii «Mm, ftwii and ewm i, m er> 
luillen wir wiederom die Werthe m «5 und natf, dilrek wtUtt 4b» Hei»> 
kisoktaSder eis 50f besliomil wird. 

$.74. Wiebtigiie Zonen dei Tesseralsfatens; KtnteiiKoBei 

des HexaSders. 

Obgleich sich iu den Combiudiiuüeu der le^seraleu Formeu viele und selir 
Tenefaiedene Zonen ausbilden könneu, wetcke ibeUs nmniltelbar, durch ihre 
parallelen Combinalionskanten^ Iheils miUelbar, dnrek eine der graphieekea 
Metkoden ({. 39 nnd 40) zn erkennen eindi so giebl es doch einige Zonca« 
denen eine so blnfge Ansbildang «ikomrat, dass sie gewöhnlick besonders la 
Betrachtung gezogen werden. Es sind diess die Ranlenzonen des HexatidenH 
des Okta^ers nnd des Rboaibendodeka^ders, so wie die Oiagonakonen das 
Oktaeders. 

Die Kanten Zonen des Hpxnrdcrs sind diejenipfen, deren Flächen 
den Kanten dcs Hexaeders, oder den H,ni|iiaxpii pnr;tllel sind, weshalb man 
sie auch füglich die Zonen der Haaplaxcn nenueu kann. Es ^'i*^bt nur d rei 
dergleichen Zonen, welche jedoch als gleichartige Zonen völlig dieAelben Ei- 
genschatteu besitzen, so dass die Betrachtung einer derselben hinreicbeod 
ist. Wählen wir dazu diejenige, welche der aufrechten Axe» oder der 
Axe der s entspricht, so ist die Zonenlinie idcntisek mit dieser fiuqilazei 
folgliek werden ihre Gleteknngen (§. 16) . 

ysO, nnd^iKO. 

Vergleichen wir diese beiden Gleickangen nut den allgeneineB Gldekaa- 
gen der Zonenlinie (§* 36), 

f_|r«o«ndf-^«o, 

9 QU 

80 erkennen wir, dass fi^Go sein bmus $ daraus folgt die Zoneogleichang 

L»0, oder «SB 00. 

ff 

Folglieh köunen zu der Zone nur solche Flächen gehören, deren in die Axe 
der a: lallender l' iranicier den Werth oo hat, wie sich diess ja aus dem i^e- 
griife der Zone von selbst ergiebt. 

Die Entwiekelung der Zone ist bfemit von selbst gegebeni deao 
offenbar mnss ür alle tanlenonale Flücben das Parameler'Verfaiiltniss oo'M^ 
geltent statt dessen wir oomtl setzen können, nut den GtanoBwertfien cQ 
nnd 1 ffir üi folglich werden die Tetrakishexa^der ooOn, das Rhombendode« 
kagder coO nnd das HesaCder ooOoo dk^jenigen Formen seisy welebe Fllehia 
zu diesen Zonen liefern. 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier Flächen dieser Zone 
findet sich, wenn wir iu dem allgemeiaen, für orthocdrische Axensysien^ 
gilligeo Ausdrucke 41) 

ma ob +CC aa +00 ce 
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M 

für k den Werth ^ benutzen, in welct^em M b= aa(kc—b'c) ist, uod darauf 
Mr /I, « tai Werib oo «inführen ; (kuHi wird 

'•»«'^= 

ein Ausdruck, mittels dessen man für ii^end zwei tautozonale Flächen ihren 
Neigungswinkel berechnen kann, indem man für b und c, für b' und c die- 
jenigen Ableitungszuhien einführt, welche ihnen zulLommen; wobei natürlich 
die Vorzeichen zu berücksichtigen sind. 



§. 75. Fortsetzung; Kantenzonen des Oktaciders. 



Die Kantenzonen des Oktaeden siad diqeDigen, deren Flächea je sweien 

mkanten des Oktaeders, oder je einer rhombischen Zwischenaxe parallel 
sind, weshalb man sie auch die Zonen der rhombischen Zwischenaxen nennen 
kann. Es giebt sechs dergleichen Zonen, und es ist gleicli^nliig, welche der- 
selben wir betrachten wollen. Wählen wir als Zonenlinie diejenige rhorobi- 
adie Zwischenaxe, welche im Octanteo der positiven Halbazen zwischen den 
Azen der y und » liegt, so werden die GleicliaDgen derselben : 

jpasO, aodjf— S8sO. 
Vergleichen wir diese mit den aUgeneinen Gleichnngen der Zonenlinie in 
§. 36, so ergiebl sieh, dais /»a^O, nnd vsaq sein mubs, wornot denn die 
Zonengleicbong 

b r 

folgt. Diese Gicidiuiig ist nur dann mt)>;lirli, wenn b und c gleiche Wertiie 
und entgegengesetzte Vorzeichen haben. Da uuu die Gleichheit zw ei er 
Parameter allgemein nur entwediBir fifr diei Beiden grossleo, oder für die bei- 
den kleinsten Parfmc^ Tnrioninen kann» so ^ werden sowohl b als auch e 
entweder den Wvl& ni, odinr dent^w^ i haben $ im ersten Falle wird asl, 
im zweiten FalM sein. Daher können nur Formen von den Parameler- 
Verbihnissen 7;/:;//:!, oder m:I:l, folglich allgemein nnr Ikositetra4$der 
niOaif oder Triakisoktaeder t/iO Flächen in die Kantenzonen des Oktaeders 
liefern : weil jedocli coOoo, 0 und roO die Gränzformen dieser Gestalten 

sind, so werden sie t;lt'irhf;ills denselben Zonen tribniär. 

Die Taugenie des iSeigungswinkels je zweier Fjäclien dieser Zone fin- 
det sich» wenn man zuvörderst in dem allgemeinen Ausdrucke für taut;//'' 

Hill« I ' Jir * ■' ' ' 

(|ii«l>/isO und ^ «9 ieu^ daranf d«i Wurth äwm^mdUui^lkwMm 

lf^W(eü'^e'tt) ist; man erhiilt so sonSchst 

Bernekaiehtigt man nnn noeb, data iür jede Fliehe der Zone die Bedingungen 
6 =s — c, nnd b' wm—>e* erlBUt sein müssen, so. redneart sieh dieser Ansdrnek 
auf 
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mittels dessen man den Ndgmfiwinkcl irgend zweier tauUnwtler FlUehctt 

bercclincn kann, indem man für a und c, für ä und c die ihnen entsprechen- 
den Ableilnogszahien, anter gehöriger Beachtung der Voneiohen, eiosetzL 

§.76. Fortsetsangi KanlensoiieB 4es Rbombeiidodeka^derB. 

Die Kanlenzonen des Rhombendodekaeders ^lud diejenigen Zoueo, deren 
Flüchen den Kanten des Rhonbendodekai^ders parallel sind; da nun diese 
Kanten zn je sechs einer der trigonalen Zwisebenazen parallel lanfen, so kann 
man diese Zonen auch die Zonen der trigonalen Zwischeoaxen nennen. Es 
giebt demiMch viersokber Zonen, welche nicht selten ausbildet sind. 

Wählen wir als Zonenlinie diejenige trigonale Zwischenaxe, welche im 
Oetanten der positiven Ralbazen liegt, so erhalten wir ab Gleichungen der- 
selben: 

»r — y = 0, und * — ^ = 0. 
Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichmif^en der Zonenlinie, so 
folgt, dass ^ s y s ^ sein rauss, woraus sich denn die Zonengleicliung 

a o c 

ergiebl. Wenden wir uns nun zu der Enlwickelung der Zone (§. 38)« so 
lehrt uns diese Gleichung zuvörderst, dass es keine Flächen in denjenigen 
beiden Oclanten geben kann, innerhalb welcher die Zonenlinie selbst entbaUen 
ist. Die Gleichung ist nur möglich innerhalb der fibrigen sechs Oclanten, und 
fordert^ dass von den Parametern a, b und c stets zwei mit entgegengesetzten 
Vorzeichen auftreten, wie der dritte. Folglich werden von den Gliedern der 
Gleichnug stets zwei zusammen so gross sein, wie das dritte Glied allein. 
Derjenige Parameter, welcher als Divisor dieses einzelnen Gliedes auftrin, 
muss also den kleinsten Werth 1 liahm, und sämmtliche Flächen der Zoue 
sieben daher unter der Bediugungsgleichuug 

m n 

woraus sich denn weiter ergiebt^dass nursolebe Formen, welche unter dem all- 
gemeinen Zeichen mO^^-|- begrilTeu sind, oder dass our paralieikantige 

Hexakisoktaedcr (§. 57) Flächen zn diesen Zonen liefern können; da nun 
aber das Ikositetraüder 202 und das Rhombendodekaeder ooO demselben 
Zeichen entsprechen, so werden auch diese beiden Formen der Zone tribntär. 

Die Tangente des Neigungswinkels je zweier Flächen dieser Zone 
finden wir ans dem allgemeinen Ausdrucke für lang^ ($. 41) indem wir 

M 

(fTsvssft setzen , nnd dann für k den Werth — snbtlitntren, in welchem 

Mssaä{öc'—b'c) ist; dadurch wird 
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1» 



M«B k«nn diesen Werlli «veh etwas tii4en ausdrllekeo, wenn m$.m die Bedin- 
gvegen berfieksiebtigt, dass te«*«— «(^-l-e), ond d>V« — a'f^'-l-O seiD 
muss, und demgemäss in Nenner statt des Productes bb'cc das Prodoct 
M'(^-l-c)(d*'-i-c) einselst, wodnreh aa im Zähler und Nenaer elimiairt, nnd 

gefunden wird. 

1 

§. 77. FortsetiuDg; Diagonalzonen des Oktalfders. 

Za den wichtigsten Zonen des Tessernlsystems gehören diejenigen, welche 
durch die Höhenlinien der üktaederilHrhen bcslimmt werden und von 
jFeiss die D i a gon a 1 7 o n en des Oktaeders genannt worden «nnd. Da sie 
in der Zahl zwölf vorhanden siud, so bedingen sie viele sehr regelmässige 
Combinationen. 

Wahlen wir zur Zonenlinie diejenige, auf der positiven Oktaüdcr- 
fläche g:clegene Hoiienlinie (oder Diagonale), weiche von der Axe der x aus- 
lault, so bestimmt sich solche zunächst als die Durchschniltslinie der Fläche 
+ y + » i mit der Fläcbe y — s » 0$ und fiibrt nan die Bedingung der 
lelitero Gleiehaog in die erstere ein, so ergeben sieb 

«r 

2" + y = 0, und y — « = D 

als die Gleichungen der auf den MiUelpunet transporlirten Zonenlinie ; ver- 
gleichen wir solche mit den all^^emeinen Gleiebtugen dieser Linie (§. 36), so 
gelangen wir auf die Folgerungen, dass 

II — 2j'. und Q = v 
sein niuss, woraus denn die Znnengleichung 

a 0 c 

folgt, weleber alle tantozonale Plaeben Genüge leisten müssen. 

Was nun die allgemeine Entwickelung der Zone belrifil, so ist zu- 
vörderst einleuchtend, dass die Zonengleichung für alle in den beiden Getan- 
ten der — y und der dr, -k-y und 4-« liegende Plllchen nnmjjg- 
lieb ist. Dagegen sind in den übrigen seebs Oclanten Flächen müglicb, und 
zwar wird die Zonengleiebnng 

im Oelanlen der -i-;zr, -t-y und und im Gcgen-Oelaalen: 

2 11» 

HX + - =0 

a 0 e 

im Oclanten der h-^s -k-y und nnd im Gegen-Oetanten: 
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im OetanteB der -har, — y uad -fr<s, und in Gegen-OetaBlen : 

« 4 9 

Mu erUnvt leidit, dus dt«ie Glaidung^n nur witr fofcwd«« BediiigaagMi 
roaliiiiC werden koniuBi 

di« er»U« wemi «de« mit Ue reu Werth a bat, 

die zweite, weoD b den kleinsten Werth 1 bat, 

die dritte, wenn c den icleinsten Werth 1 hat. 
Giebt man nun den anderen Paramelern resperfive die Werlhe m nnd 1, oder 
m und », so erhält man eodÜGb die Kesultate, das« im Uclanlea der positiven 
Halbaxea 



2m 



xwei Fliehen der Formen mO r i 

in jedem der befden anderen Oetenlen aber 

xwei FJiädten der Formen mO^^jj^ «ad 

2m 

zwei Flüchen der Formen mO r > 

m— 1 

überhaupt aber, da» in der Diagonalxone dee OktaMeri nvr PliebeB «oleher 
Fennen vorluimnien ktlDnen, welehe unter einem der ▼oralebenden drei Zei» 

eben begriffen sind. Diese Zeichen bestimmen uns also gans al^emttn die- 
jenigen Hezakisokta<$der, welche Flachen in jene Zone liefern ; da nun aber 
in dem ersten Zeichen auch das Oktaeder und das TetrakishexaSder ooOSt, in 
dem zweiten Zeichen auch das Rhombendodekaeder und das ikositetraeder303, 

so wie in dem drillen Zeichen abermals c»02 und 303 enthalten sind, so 
wcriien diese Formen gleichfalls zu der Zone beitragen. Dagegen ist es an- 
möglich, dass noch Flächen anderer Formen vorkommen. 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Flachen dieser 
Zone zu finden, dazu haben wir in dem allgemeinen Ausdrucke von Um&fV 

N 

($. 41) ^s2y, und ^ibv, hierauf k^ — tn aelzeu« wodorch 



^^'^ «i*W'+ecW+^^'ee' 



fiefonden wird» weleber Aaedmefc noch in eiaer etwaa anderen Form f^hrie- 
ben werden kann, wenn man die Bedingungen gellend amdit» dnwa^*4-e« 
» 0, and eben «o n ^ -mV^2^V « 0 «ein nuua. 

§. 7^ Allgemeine Belrachtun^ der Zonen dee Teas^raU 

Systems. 

Die in den Torhergehenden Paragraphen erfifaiterten Zonen sind nnr die 
einfiiebsten Fille einiger allgemeineren Zonen, welebe sieb oberbaupt als die 
Kanlenzonen des TesseralsTSlems bezeichnen lassen, weil sie JedenfSüla 
den eigealhtimlichen Kanten der verschiedenen tesseralen Formen entspre- 
cben, welchen Kanten die Zonealiaien parallel sind. Da ann die Kanten det^ 
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jenig«!! Pom, weiche siiii bei der jedesmaligen Aoftbildongsweise des Tes- 
seralsystems als die allgemeinste Form berausstelli, die [iaiUeii aller übrigen 
Formen repriMBlirvn, to emd es «ocb die lUsleiisiHiea dieser allgemeinsten 
tan, welche tmIbIiI in Mehnehl kcnM. 

Bei hoMIriseher Aosbildang sind et als« die Rintensonen des Beza - 
k.isoktalFders, in welchen ans die wiebtigslen Zonen aller ptenetessera* 
knFenMiiiag^sind. Das HaMfcii^klnMflr hüaber dreUrlel Kaatens 
folglich werden auch drei Arien von KaalSimilPi» ntalieb 

die Zonen der !rinf:;sten Kanten 

die Zonen der iiiittlereii KmuIcii By und 

die Zonen der kürzesten Kanten C 
zu onterscheiden sein. 

i. Znnnn der lingsttn Kanten ^. 
Fassen wir im Octanten der positiven Halbaxen ii^gend eine Kante 
z. B. diejenige ins Ange, welche an der Axe der » anliegt» nnd also von der 
Fläche F (Fig. 21, S. 85) irrhilrlei wird, so können wir solche als die Durch- 
lehnittoUnie dieser Fläche, deren Gleichung 

m n 

tj>l, mit derjeiii|;en PlSehe bestimmen, welche die Gleichung -»^ «n 0 hat. 
Im Dach ^. 36 die Zoneagleicbuog zu tioden, ist also 

n*«l, ^"»-1, e"»oo 

n ssmn, widwrdi iieil 

Jf^sHi, N^mwm^ üs — (si-»>n) 
aad folglieh die Zonengliieknng 

a b <^ «1 
ß^ebt. Man erkennt sofort, dass diese Gleichung für jede Fläche iinmö^lich 
ist, welche in den Octanten der -t-,r, -♦-;/ und —z, so wie in den C( <,cij Oc- 
ianten fällt; folglich wird es für jede Zdiie einer Krinte A in deiijeuigen bei- 
den Octanten keine Flächen geben, aul weiche üie^e Kaute in ihrem Ver- 
biafe zunächst gerichtet ist. 

In dieser Kantenzone des Hexakisoklacderü Mud uuxi aber zugleich 
Deefa folgende Zonen mit begrilTen : 
a. Die Diagonalzone der Ikositetraedcr mOm, deren Zonengleichung 

a b c 

k die Rantenioiie der Tfiaktsoitsüder mOt deren Zoneogieiebniig 



j+y-— 

e. die Hantenione der Tetrakisliexaeder ooOn, deren Zonengleiebaag 

n n 1 A 
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d. Kdiittniom des Rbombeododekaifders ooO, deren Zonengleichuo^ 

III« 

e. die Diafonftlzone des OkUSden O, deren Zoiengleicbtmg 

" -Ht- 

a 0 c 

f. die Diagonalzone des Hexaeders ooOoo, welche mit der RanlMnNie dei 

Oklai^ders ideotisch ist, und deren ZoneDgieieliaDg 

II 

wird . 

2. Zonen der mittleren Kanten B. 

Die in Fig. 21 von der Fläche F gebildete Kante B lässt sich aU die 
Diirt-Iiscbnitisliiiie diosor FiHrhe mit der Goordiaet-£liene (y») ketradiieiij 
daraus folgt die Zooeugleichung 

o c 

deren Bedeutung sehr eiufacb ist. In derselben Zone sind aber zugleich noch 
folgende mit begriffen : 

a. Die Zone der längereu Kanten der IkositetraSder mOm, mil der Zouca- 
gleicbung 

b. die Diagonalzone der Tetrakisheza(Sder ooOii, deren Zonengleicbnng die 

obige bleibt ; 

G. die Kanlenzone des OktaiNiers 0, mit der.Zoneogieielinng 

0 e 

3. Zonen der ktfrzestcn Kanten C. 

Die von der Fläche F (Fig. 21« S. 85) gebildete Kante C können wir als 
die Durchschoillslinie dieser FUicbe mit derjenigen Fläche yorstelien, deren 

Gleichnng ^ — s 0 ist ^ demgemHss haben wir 
' a — m, = «, f' 5= 1 

a ' = 00, b" = \, r" = — 1 
zu setzen, um die Co^fficienten M, A'uud Ii zu linden, und gelaugen so auf 
die Zonengleichuug : 

o ""ä ""c 

deren Discassion uns die Enkwiekeinng der Zone rerscbafft. Mit den ettoi 
Zone sind aber aoeh noeh folgende Zonen erfasst worden : 
a. Die Zone der knrzeren Kanten der IkositetraHder »Om, deren Zonen- 
gleicbnng 

jr a= 0 ; 

tt o e 



r 
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b. di« DwgoaiATOae Triakisoktalidar nO, dem Zonengleiehiuig 

a b c ^ 

c. di« DiifOMlioiie des Oktaeders 0, dertn ZaMDgleicbtuig 

1=0, 

a 0 e 

d. die Kanteoione des Heui^den ooOoo, mit der Zonengleiebong -»0. 

Alf ikaliflhe Weite wiid deh der Leeer lekht aeeb die Rinteiizonen der 
lemiteiieralen PomeB beetinaieii kfinnea, vob welebenbeideiiHezakie» 

telraedern nur Doch die Zone der KanteB B\ bei den DyaUsdodebafe'dem nur 
noch die Zonen der Kanten yi" und C zu berücksichligeB iiedi welche leti- 
tere bereits oben in §. 72, l, d bebAndeli worden ist. 



Transformation der Axen und Zwillingskrystalle. 

§.79. Bexiebnng dei Tessertleyetems «nf ei« heiKefODeles 

Axentyelen. 

Zwar wird man im Tesseralsysleme, wie übi riiaupl in denjenigen Kry- 
slallsystemen, wo die Axen eine absolut beslimrale La^e haben, nur seilen 
Veranlassung lindeo, dem in der Erscheinung so ent&ciiieden angezeigten 
Axensysteme irgend ein anderes zu subslituiren , und für das gewöhnliche 
Bedfirfitite der praktiechen Rrysiallographie dürfke eine solche Veranlaisung 
kann jemals eiolrelen. In tbeoretiscber Hiosicbt aber kann es bisweilen von 
Interesse seio, die lesseralen Ponnen anf dn anderes , als das von der Natnr 
zunächst gebotene Axensystem zu beziehen. Namentlich lässt es das herr- 
schende Gesetz der Zwillingsbildung und die damit oft verknüpfte abnorme 
Formen -Ausbildung als eine interessante Aufgabe erscheinen, die tesseralen 
Formen anfein hexagonales Axensystem zu beziehen, oder das Tesseral- 
system in seiner holoedrischen Ausbiidungsweisc als eine rhuuiboedriscbe 
Krystallreihe darzustellen. 

Bei dieser Darstellung haben wir das Hexaeder als ein Rhombois- 
der zn belraebten» und so anfkvcbt zu stellen, dass eine seiner trigonalea 
Zwiscbenaxen die verticsle Hanplaxe reprisentirt, während die drei auf 
ibr normalen rhombischen Zwiscbenaxen die drei horizontalen und Mcb 
QBter 60® scbseidenden Nebeaaxen bilden (§. 51). Von diesen Neben- 
axen brauchen wir jedoch für nnsern gej^enwärligen Zwerk nur zwei zu 
berücksichtigen. Cm uns nun ai i i die Lage dieser Axen leichler \()rstellen 
zu können , wullcii wir solche im nkf.irder. als der ei^'enHichen Grundform 
des TesseraisysLemSi bestimmen, indem wn aucii (iicse i urm nach einer tri- 
gonalen Zwisohenaxe anireebt stellen. Wählen wir dazu die in den üctanten 

rtlauuna's KrytuUognpble. 9 



Digitized by Google 



130 Tesseralsj^item. 

^ der positiven Halbazen fallende Zwisehenaze ao 

tr\ erscheint das OktalSder wie in beisiebender Figur, als 

-f^ die Combination eines Rbombeeders mit der Basist nnd 
/ \ / 80 Irildet die Linie L die H a u p t axe des neuen Axen« 

L' Ii \ U V IL^ svslems , wäbread die drei Linien L\ L" und L'" die 

1/ // Nebenaxcn desselben vorstellen, von weichen wir 

*• i\ ..J^ aber nur die beiden ersleren zu berücksichligen haben. 

' Die ursprünfflit'lien , d. Ii »lip auf das tessc- 

Pif 3S rale Axensystein bezogenen Gieictiuugen dieser neuen 

Axea sind nun aber folgende : 
für die Axe L, jr — ^ = 0. und 5 — = 0, 
für die Axe L', = 0, und ^ -j- ä = 0, 

für die Axe L", y « 0, und x + ä = 0. 

Vergleicben wir diese Gleichungen mit denen in,§. 44 stehenden allgemeinen 
Gleichungen der Linien V und L", so ergiebt sich, dass in gegenwtlrti* 
gern Falle 

lur L die Bedingungen M = iV s i|, 
für L! die Bedingungen W = 0, und iV' » - 
für L" die Bedingungen iV" = 0, und M '=-R" 
erfüllt sein müssen. Daraus ergeben sich denn sofort für iri^'pnd finc . im 
tesseralen Axensysteme durch die Parameter a, b und c !)rstimnUe l'iacbe 

ihre in dem neuen Axensysteme j^illigen und respccli\ e m den Axen 
L und L' gelegenen Parameter a,, uud mit folgenden Wertben: 

abc y 3 
1 ~" ab+ca-hbc 

bcy2 
^1 ~ — 

eayt 
• «— c 

Die Grnndparameter des neuen Axensysiems haben also die Werthe und 
y^, welches ja auch die Grössen der trigonalen und der rhombischen Zwi- 

schenaxe des Hexaeders sind. Die Aufgabe ist zwar hiermit wesentlich ge- 
löst, jedoch in einer so allgemeinen Weise, welche uns die eigentlichen Ver- 
hältnisse zwischen den tesseralen und rhoniboedrischen Formen noch nicht 
hinreichend klar erkennen lasst. Daza werden uns die BeLrachtungeu des 
folgenden Paragraphen verhelfen. 

§,80. Deutung der tesseralen Formen als Glieder einer 
rhoniboedrischeu Krystallreihe. 

Um von den gefundenen Werthen der neuen Parameter a^, ^| und e^ 

einen angemessenen Gebrauch zu machen, müssen wir untersuchen, wie sich 

irgend ein !f ex a k i s 0 k ta e d e r mOn in der dem hevagonaleu AxpiT^ystmie 
entspreclienden Stellung verhält. Dasselbe erscheint ganz aligemein als eine 
Gombinaliou von vier ^kalenoederu, wie die nachstehende Figur lebrt. 
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Bt rii( ksichligeu \\\r nur die obere n Flächen dieser vier SkaienolSder, so be- 
slimaien sich dieselben) wie folgt : es wird gebildet 

Nr. I von den sechs o bersten Fliehen, deren eine 

mit 1 !'<'/eirfinel isl : 
Nr. II von den ersten iN elienflädiender vorigen, dereo 

eine mit "l bczeiclmet isl ; 
Hr. III von den zweiten Aebeuflucheu der obersten) 

«feren eine mU 3 beseiclMiet ist $ 
Nr. IV von den dritten Nebenfllchen der obersten, 
Yif. 37. deren eine mit 4 bezeichnet ist. 

1. Setzen wir zuvörderst, die Fl iehe Fsei die Fläche 1, so ist 

folglich wird das Verhältniss der neuen Parameter 

0. : 0« : c, = — : z i 

' • * nm-t'Mi-i-n «—1 m^l 

On nnn aber, naeb der im Hexagonalsytteme gebräucblicheu Ableitong nnd 
Besnebnang, von den beiden Parametern ^| und der kieinale s 1 genom- 
men werden muss, so sind alle Glieder dieses Verbihnisscs mit ^ — ~ zu mul- 

tipiidren, und es werden also 

n(m — I) , «(»^ — l) 

und j- 

mn-hm -hn m{n — I ) 

die Ableituogszahleu des Siialenotiders Nr. 1. 

2. Die dem Skalene4!der II angehtfrige Flüche 2 bat die Parameter 

«=—«», ^ = if, 0=1; 
folgücb wird lür sie das Verhältniss 

, mMY% n m 

a.:b,'.c. = ^ — : r : r 

' ' ' mn-^nt—n n — 1 «i-f-i 

oder es werden, weil der kleinste in die Nebenaxen fallende Parameter s 1 

sein muss, 

mti -+- //i — n m(n — 1^ 
die Ableitungszahlen des Skalenoeüers .\r. Ii. 

3. Die dem Skalenoifder Iii angebörige Fläche 3 bat die Parameter 

0=— IV, bssm^ cbI^ 

folglieb wird dir diese Fläche 

, i/i« 1/ 1 m n 
0, :0, :c. a — — : - , : r- 

weil nun das letzte Glied den kleinsten VVerlh hat, so werden 

wCn-f-l) , 1) 

und . ; 

mn — m-^n n\ m — I ) 

die AbleitongszaUen des Skalenoüders Nr. III. 

9* 
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4. Die dem Skaieooeder iV augebörige Fläche 4 eadlicb bat die Ursprung- 
lieben Parameter 

a = — «, ^ s= — m, C 1 
erhält daher die neuen Parameter 

aus weleben sieb denn für das Sbalenoikler IV die Ableimo^sablcn 



ei^cben. In welchen Fällen das eine oder das andere der SkalenoSdcr I» II 
und III eine bexagonale Pyramide, oder das Skalenolfder IV ein dihexagona* 
les Prisma werden wird, diess, so wie die Sicllung der Skalenoeder isl 
leiclit aus einer näheren Betrachtung der gefundenen Ableitungszablen zu he- 

urlli eilen. 

Diese Abieituiigszalilen beziehen sie!) nämlich auf die r sprüngliche 
Ableitung und Bezeichnung der Skalenoeder, welcher zululge sie als hemie- 
drische Formen didixas^onaler Pyramiden dargesieiil werden; (Anfangsgr. 
S. lüi;. Setzen wjr nun diese Pyraoiideu aligemein sir'P//, so muss n 
eigentlicli stets < 2 sein, (Anfangsgr. S. ifSO) und in allen Pillen, da es gros- 



# 
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ser ala 2 erhalten würde, mit dem VVerthe-7 — r vertauscht werden, woaiit 

zugleieh die Bedingung verbundea ist» daas sieb dann das SbalenoSder gegen 
das Gnindrbomboifder R in Terwendeler SleUmig befindet. Ist dagegea 
n = 2, so Terwaodett sieb da s SkalenoiSder in eine bexagonalePfraside 
der zweiten Art, während dasselbe nur für // < 2 ein Skalenoeder von 
gleicher SleUaog mit der Grundforai R (oder dem Hexaeder) bleiben wird. 
Berücksieh ligen wir diese, aus dem genmetrischen Gnindrharakler des Hexa- 
gonalsystems folgende Verhällnisse, sn erhallen wir liir die vier Formen, als 
deren Combination sich das Hexakisokiaeder mOn herausstellt, folgende Re- 
sultate. 

t. Fär die Form Nr. I. Ihr entsprechen allgemein die Ableitongszablea 

, n(m — t) , n(m — l) 
in Ä < Ä Ä - — j- 

Nun wird die Zahl n < s > 2, je naebdem ji> < ^ ^ ist) im ifSlM 

Falle ist sie unmittelbar die ge^juchte Ableitungs/alil, und die Form I ein Ska- 
lenoeder von fjlcicher Stellung mit R; im zweiten Falle wird die F*""orm die 
hexagonale Pyramide m'P2; im dritten Falle aber wird »ie ein Skalenoedtf 

von verwendeter Stellung, für welche» statt die Grösse — « als Ab- 
leitnngssabl einzufiibren ist; fiberhaapt also wird die Pom Nr. I: 

das Skalenoeder weuu n > 

die bez. Pyramide m'P2, . . . s • . . 
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m'P -, — ^ 2« 
das Skalenoffder — ~* , wcoa «< r 

2. Für die Form Nr. II. Ibre Ableilungszablea fanden wir : 

n SS 



Um 

Es wird aber die Zabl »' < as > 2, je nachdem » > s: < luid sie isL 



im leUlereu i alle uiii f . zu vertauschen ; folglich wird die Form Kr. II: 

Ä — 1 

das Skaleuoedcr , wenn n > . 

die hc3L. Pyranide fli'F2| • « • « an . . « 



das Sitatenogder ~ ^ . . < . . . 

3. Für die Parin Nr. iil. Als ihre Ableituugszablen beslimmlen sich 
, ,_tn(n-h\) 



»»— m-h«* n(m—\) 

m «t ^ » 



da noD die Zahl »' < s >2 wird, je aachdem »> s < ^ isl, uod da 



sie im letzteren Falle mit -j — t Tertanscfat werden mnss, so wird die Form 
Nr.IH: 

das Skalenoeder "o~^> wenn w > "* ^ 

ei~* 

die hex. Pyramide m'P2, * . • . k . . . 

laP-i— T 

das SkalenoMer — » — * ..<... 

2 

4. Für die Form Nr. IV. ihre Abiciiungszablen sind allgemein: 

mn — m—n n{m+\) 
In diesem Falle ist die Zahl n immer < 2, und daher unmitlelbar die gesuchte 
Ableitnngszaiil ; allein die Zahl /// wii d oo oder — , je nachdem iffA> 
SB < ffi+n ist; loIgHcb wird die Form Nr. IV: 

das Skakoolfder ^^^w^« wenn n > k 

% «1—1 

das dihex.Prisaia ooPit', . . . . s . . . 

das äkaleuoüder — — g — , .••<•.> 

Hiennit hSllen wir denn die ZoruekfofarnDg aller tesseratea Pomen auf eioe 
rhomboedriscbe Rryslallrelhe gewonnen» weil unter dem Zeiehen mOnjede 
belieinge pleBoteaserale Form entiiatoen isl. 
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§. 81. Fortsetsang. 

Die Resultate des YorbergebeiideD Parajiraphen beliehen sieb vaf die nr- 
sprünglicbe oder primilive Beseiebnong der SkalenoCder ; gewöhnlich aber ist 

es vorlheilhaller, statt der primitiven die secandären Zeichen nn gebrauchen. 
Die Verwandlung jener in diese ist leicht zu bewerksleUigen, weil bekannt- 
lich' mit den primitiven Zeichen "'g^ das secnndäre Zeichen 

aequivalent ist; (Aniau^sgr. ICA)). Führen wir diese ümwandiuQg der 
Zeichen aus, so erhalten wir endlich Ibigendc deßnilive Resultate. 

Ein jedes UexakisoktaCder mOn wird sich, aufrecht gedacht nach 
einer trigonalen Zwischenaxe und auf das Hexaeder abGrondfonn R bezogen, 
als eine Combination von vier rbomboSdrischen Pomen darstellen, welche 
sieb, nach Maassgabe der Werthe von m und n, besliinmeii wie folgt: 
Die Form Nr. 1 (Fläche 1 und correlate Flächen in Fig. ä7> wird 

das Skalenoadcr -^^ — -Ä T --i — ^ ^«n» » > : 

die bez. Pyramide ' ''''~^^P2oder '^['"~ I^ P2 

das Skalenoifaer , — - K 7- ....<.• , 

Die Form JNr. 11 (Fläche 2 und correlate Flächen iu Fig. 37) wird 

4ieke<.P7n>i<fe - "^""t^! P2»der|^P2. ...... 

das Skalenoraer ^— .-: .-....<... 

Zm—n{m—l) 

Die Form Mr. Ul (Fläche 3 und correlate Flächen in Fig. 37; wird 

das Skaleno«der — { R ' ' wenn n > — ^ 

n{t/i-k-\)—m n(m—Z)—m m—Z 

die hex. Pyramide ^^"t/^ P2«der?i^!^P2 . . « . . . 

j CL I m—n{tn—1) m(n-i-l) 

das SkalenoMer : — — r — - R 



« • * 



n(m-^l) — m m — n{m — 2) 
Die Form Nr. IV (Flache 4 und correlate Flächen in Fig. ^) wird 

das Skalenolider — — 



«(in— 1)— M m{^H'~i)'k'%n* m— 1 



... 



das dibez. Prisma ool 
das SkaienofSder— — ^ — 7-^ — rrR-^ — t.^o >• • • • < 
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Für die übrigen Formen ergeben aich liieraus luigende Resultate. 

Ein jcdet Iko^iiatraijder aO« ttaUt sieh als die CombinaUou von 
drei rbomMdnMlieii Pomea darf denn es wird 

die Form Nr. i slels das Rhomboeder ^^^^Rs 

«••#•2 ' 



beiden Formen Nr. H ud Nr. IH fidlen io eine einiige Kuanmen, 
wetehe siob beatifliaii ab 

das SkalenolSder R ^^^^ wenn m > 3 

die hex. Pyramide . . . . b , . 

das Skalenoisder — R ,....<.. 

vt o—fn 
die Form IV endlich stellt sich heraus als 

m*^ 1 

das Rbofflboi^der sR« weon jn > 2 

ai^<» 

das hex. Prisma ooR, . . . . ss . . 

das Rhomboeder — R .... < . . 

Z — m 

Ein jrdes Triakisokta€der mOsteilt sich abdieGealnnatieii dreier 
rhemboedriscber Fomen dar; es wird nämiich 

/w— t 

die Form Nr. I stets das Rhomboifder ~ » « R, 

die Form Nr. II stets das Rhomhe«der - R, während 

die Formen Nr. III und W das Skalenoeder — 2\\m bilden. 
Ein jedes TetrakishexaKder ooOn stellt die Gombination zweier 
rhomboifdrischer Formen dar, indem einerseits die Fomen Nr. I and Nr. II, 
anderseits die Formen Nr. III und Nr. IV in eine einiige Form susammenfal- 
len ; es liefern nimlieh Nr. I and II 

das Skalenoeder — — tR— — =: wenn n > 2 

«4-1 »—2 

die bez. Pyramide |P2 . . . . s , . 

das SkalenoCder«— ^^Rs-^ ....<.. 



nnd es liefern die beiden Formen Nr. III und IV in allen Fällen 

n+l 

das Skalenoüder R — r » 
n— 1 

DasRhombendodeka^der stellt die Combinalion — ^R.ooF2, nnd endlich 
du Oktaider die Gombination OR.— 2R dar. 



§.82. Gewöhnliche Z wiili ngskryslalle des Tesseralsystems. 

Aamr jenen Zwillingen hemi<fdrisc her Krystalle, in denen eine 
oder doch wenigstens ein ParaUelismos der Axensysteme beider 
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Individuen Statt findet (ABfnusgr. S. 112)^ und deren gnte Tlworie in den 
8Mse encbdpft ist, 4n$ iicb bride Individnin In einer mleiien Siellnng befin- 
den, bei weleher die bemiSdrisehen Pennen des einen Individn«ne & Ge- 
genkörper andern sind) nasser diesen Zwillingeo begegnen wir im Tes- 
seralsysteme besonders häufig solchen Zwillingsbildungen, in welchen eine 
trigonale Zwischenaxe als Zwillingsaxe auftritt, so dnss beide 
Individuen in Bezug auf eine Okta^derfläche zu einander symmetrisch gestellt 
sind. Dieses Gesetz bebcrrscbt fast ausschliesslich die tesscralen Zwillings- 
luystalle, weshalb es einer näheren Betrachtung unlerworteu zu werden ver- 
dient. 

Die erste Folgemog, auf welche es nns in Beiref der Verbiltnisse bei- 
der Individuen verweist, ist «Iffbibar die, dess die beiderseitigen Zonen der 
Zwillingsaxe eoincidiren müssen; daher fiillen nach §. 76 von beiden 

6 Flachen des RbombendodekaiSders ooO und des Ikosi- 



telraSders 202, sowie diejenigen 12 Flächen jedes Hexakisoklaifders stO^^ — 

welche der Zwillingsaxe parallel sind, zu zwei und zwei jd eine Ebene. 

Diese Folgerunj^, welche sich unmittelbar aus dem «griffe der ge- 
nannten Zone ergiebt, lässt sich auch aus den Resultaten ableiten, wclrlio uns 
die Trauspoiiition der Flächen gewährt. l>ic allgemeine TrauspuäiLiuu 
einer Fliehe des einen Individnnnis anf das Azensystem des andern ist nSni- 
lieh nach f. 49 folgendermaassen zn bewerksteU%en. Wiblen wir als 
Zwillingsaxe die Genlronormale derjenigen OktaSderfläehe , deren Gleichung 
j?-l-y+'S=:lt so ist im vorliegenden Falle a=bsscssi, woraus sich denn 
für irgend eine durch die Parameter b und c bestimmte Fläche des Indivi- 
duums II in deoB Axensysteme des Individuums 1 folgende neue Parameter 
ergeben: 

^ 'iabc 

Zade 
2(0-1-%—«* 

Anm. Denan filralleia die Zone der ZvillingsaxefalleodflFUlcbett dcfladivi- 

111 

danmsll nach fi«74 die Zonen gleicbnag - -i- 7- + — »Oi odere^-i-ea-i-fosO 

a o e 

gilt, ans welcher folgt, dass 

ist, so wird für eioe jede solche Flüche auch im Ajcensysteme 1 wiederaa 

o, 5= — a, b^ = — b und c, — — c 
sein mtlHen , womit deoo ganz allgemein bewiesen ist, dost jede der Zwilliogs- 
axen-Zone angehorige Fl.iche des einen lodividttums aüt einer gleicboamigeB 
Fliehe des anderen Individnoms ooincS&t. 
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{. 83. ParilleirUehea von mOm. 

Um nun aber die vorstehenden liesuilale auf eine, unserer Ableitung und 
Bezetcbouug entsprechende Wei^e durstellcn zu köuueu, dazu bedarf es nur 
der VoranuetzuDg, dass die tnosponirte FlScbe F irgend eioem Hezakia- 
okueder mO» aogehSrt, oder, ntt aadereD Worten, dem der ZwiUingskrf« 
lUU Ten swii HesEakiioktilfdeni «0» geUMet werde. 

Denken wir nne beide in der Zwillhigestelinng fcelndlielie Henkieokta«;- 
der nach der Zwillingeaze Über einander aufrecht gestellt, so lässt offenbar 
jedes derselben, und also auch das HexekiflekleMer il, seine 48 Flächen in 
vier zwölfzähüt^e F]ächen-Inbe{j;rilfe gruppirt erscheinen, welche mit denen 
in den 8Ü und 8L belrarhteteu vier Formen identisch sind. Es handelt 
sich mm darum, diese vier Flächen-Inbegriffe des Individuums II auf das Axen- 
system des Individuums 1 zu Irauspunireii, um den /usnmmenliaug zu erken- 
neu, durcti w elchen die Flächen beider lodividuen mit einander verkettet sind. 
Da aber die Flächen eines jeden Inbegriffes eine gaaz analoge Lage besitzen, 
so braacben wir diesen Zusammenhang aodi nur für irgend eine Fläche jedes 
PlIcbensysteBS anbnsnchen. Denken wir nns also, die FigorS? (S. 131) 
stelle das Individonm II dar, so haben wir nnr snceessir filr die nil 1, 2, 3 
and 4 beseiebneton Fliehen die Werlhe der in dem Azensysteme I ihnen 
nkommenden Parameter nnd zu bestimmen. Da nun diese vier 

Fliehen mit der positiven Halbaxe der z unmittelbar zum Durehscbnide kom- 
men, so gilt für sie alle c s 1 ; folglich wird für jede derselben : 

dnb 

Die beiden Parameter a und b aber bestimmen sich: 
für die Fläche 1, a = m, b = ny 
2, (/ = ntj b sss 
- - - ä, a = — riy b =im, 
4, ffsBB — », 6=a— m. 
Substitttiren wir diese Werthc in vorstehenden Ausdrücken, so erhalten wir 
zivörderst fSr die Fliehe I nnd folglich for die Form Nr. I, 

^ 3i»ii 

^ ^ 3mui 

Smit 
2fli-l-2ji— mn 

Non fordert unsere Ableitung und Bezetehnnog, dass der kleinste dieser Pa- 
rameter mitdemWerthe 1 eingeführt wird; es ist aber offenbar der kleinste 
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Parameter, weil Ja m > » sein mosg, so laoge das Zeidien wOm ein Hezakis- 
oktaüder Mevtet; folglieh wird das, unserer krjfslallographiseben Beseieh- 
aiing entsprecbende Parameter-Verballaiss: 

. ^ . — 1 • 2'Ä»4-2m— « 2>w/i-h2«— » 
• t • '^i— • 2»iw-»-2//— //i * 2//<H-2«— OTj» 
Da nun 0|>^| ist, so erhallen wir endlich das ResuUalt 

1. Der erste Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht am Individaol 
jedenfalls dem analog liegenden Flächen-Inbegriffe des HejMkisoktaedera 

und vice versa 

Durch ganz, ibniiche Betrachtungen geiangen wir für die übrigen drei 
Flächen-InbegriÜc aui lolgcude Resultate: 

2. Der zweite Flächen-Inbegriii des liitiividuams II eutfiprichi am Indivi- 
duo I einem äbnlieli liegenden Flächen-Inbegriffe 

j ti L- I- vj i»(2wi-4-l)-i-2iii^w(2si-|-l)-|-2*i ai 

des ikositelraeders ^Z^^^^^ • = 

desilexakisoktaeders -^7 — -sr — s — v ^-7 rr > ....<.•• 

und vice versa. 

3. Der dritte Flächen-Inbegriff des Individauns II entspricht am Indrri- 
dao f einem Shnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

des llexakisoktacders— r~ — ö~0— a a t wenn n < 



«(2»i-l)-2;/< «(m-2>H-2iw* ^m+t 

des IfcositelraNen «vö^/ -Ai 

2(ot— 1) 2(»i— 1) 

fe«He«k.wkU«der»;;^;;^^^0 ^^_^^_^ > . . . 

und vice versa. 

4. Der vierte Flächen-Inbegriff des Individuums II entspricht amindivi- 
duo I einem ähnlich liegenden Flächen-Inbegriffe 

des Hexaki8okla<Sders — — w 0 , — » wenn n < 



nifim-i- 1 )—tm 2»(//i— 1 w— 4 

des Triakisoktai^ders 0, 

de, Hex^,.kUüders ^^^Ü±^0 J^^^^ ....>... 
und vice versa*). Es sind diese dieselben, nnr etwas weiter ausgeführten Re- 



la daii lalitareB Falle tiad ■mI die drei ooiergeerdoetee Fille ra beriiekaiebli- 

geo, je oaebdem m < s > iai; für die ert te Bediogang gilt d«f Zeichea des He- 
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saltate, welche io meiDeD Lehrikidie der RryslaUegrapbie, II, S. ttl niilge- 
theiil wurden. 

§.84. Paralleinichen voa mOm, mO nBdooO«. 

Selzen wir in den Resultaten des vorhergeheadeu Paragraphen /i = m, 
80 Terwandell sieh das Hexaktsok(a€der ioeb fkositetraSder mOm, und 
wir erhalIeD für diese Porm, wenn wir sie auf das Axeosystem des anderen 
IndiTiduoms trans|Niniren, folgende BesUmmnngen : 

1. D( I erste Flächen-Inbegriff entspricht dem analog liegenden FISchen- 
Inbegriffe 

1 

des Triakisoklaüders -7 0, wennm<4 

des Rhoinh( ndodekaedersooO ™4, dagegen dem 

nweilen Fiachen-hibegriffe 

desTriakisokU«ders^^^O, . . . . >4. 

2. Der zweite nnd der dritte FUchen-Inhegriff eoineidiren mit eii 
nnd entsprechen den aoalog liegenden Fiiehen-Inb^^rifien 

des Hexakisüktaeders ^^^^0 ^'""*'^ . wenn m < 3 

2m— i m 

des ikosiieUra^ders 303, . . . . ss3 

desHexakisokta«der8?5^0^^, . . . . >3 

m Im — 6 

3. Der v ierte Flächen-lnbegriiT endlich entspricbl den sechs analog liegen- 
den Flachen 

des Ikosilelnilders ^ ' m < 5 

des OktaSders 0» .... s 5 

des Triakisoklaeders — rO, . . . • >5. 

w-l-4 

Selzen wir in den Resultaten des §. 83 n=l, so TWwandelt sich das Hex- 
akisoktat^der in ein T r i a k i s o k t a e d e r mO, für weldie Form sieh am Indi- 
viduo i folgende Parallelflachen bestimmen. 

t) Der erste Fläcbeu-Iubegrif entspricht jedentalli» sechs Flächen 

des IkositetraCders ^"'""«^ 0^^^. 

t) Der X weite Piichen-Inb^ff entspriehe sechs Flehen 

des Ikositetraeders ^^^^ot?^ > wvnu m < 2 



. 4m 

sakiMkiftNers wl* ttlira ; fBr dte s weite Bedlafiny, dt olaliekaB — wird da« 

TU — I 

2 (in I 1) 

Uexakisoktaeder zn d«m Ikoiitetraeder^. ^Ott Tv i (">d fiir die letzte Bedio- 

3(m — 1) 3{(w — 1) 

fHg aiad die obigva Ablaitnafwalilea dei ÜMakiMklaaderi ta vertansehea. 
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Tt<ragoiiaUysten . 



des Ikositetraeoers ^i) s-, . . . . >2. 

m — 2 X 



3. Der dritte and vierte Fläoheii-Iiibegriff eatsf reoheo jedeafills xwi»lf 
Flächen 

dM HexakisekteMetf (3in-i-2)0^ ^1 

Setzen wir endlich in den Resultaten des §.83 m=oOj so verwandelt sich 
das Hexakisoklelbler in ein TetrekishezalSder ooO/i, für welches sich am In- 
dividuo r die folgenden Parellelfiächen bertuestelten. 

1. Der erste und der zweite FlMehen-bbegriff fallen znsenment nnd 

ettt8|irediett den zwölf analog liegenden Fliehen 

j u I 1 . 2(»-hl) „ 2C«+t) 

des Hexa k i s o k tat^ders — = 0 r' » wenn « < 2 

dea TetraJu«bezaüders oo02 , . . . »2 

de»Hezaki8okto«der8?^'*^^0^4^I-» 

n — 2 2/i — 1 

2. Der dritte und vierte Flächen-iabegriff coincidiren gleichfalls » und 
entsprechen zwölf Flaclicu 

dea HexakisoktaSders »!^'*'\. 0 wenn n< 4 

dea Ikositetrai^ders f 0|, .... ^4 

des Hezakisokiaeders^^^^Oj^^^^Ür, . ... >4. 

«+2 2(«— l)* 

Endlich ergiebtsidi aus vorstehenden Resultaten, dass io diesen Zwillings- 
krystallen den Flächen des Rhonibendodekaeders sechs Flächen von 
404, unf] srrhs Flächen von ooO, den Flächen des Oktaeders zwei Flä- 
chen von U und sechs l lachen von 505, sowie den Fiirfirn des liexaä* 
ders sechs Flachen von 20 in dem anderen Individuo parallel sind. 



Zweiter Abschnitt. 
Tetragonales System. 

€c|t(0 Copttei. 
Holoödnsche Pormen des Tetxagonalsyatems. 

§.85. Azensysteo, Zwisehenaxen. 

Das frtragoualc Kryslallsystem uutprschpidet sirh vnm fpsseralcn Sy- 
steme wesentlich dadnreb» dass eine der drei Axea den beiden anderen na- 
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gleich geworden ist, unil demzufolge eine eminente Bedeutuog gewinnt, 
kraft weicher sie die Syra meine- Verhältnisse sämmtlicher Formen beherrscht. 
Sie erscheint daher als eine absolute, als eine von der Natur selbst gebo- 
tene Hauptaxe, während die Ji»eiden anderen Axen nur noch als Neben - 
axen gdlcii. 

Wir ketlianen die HanptaKe als Aze ier Wt die N«beaaxan eb Axt» 
der t/ Dod m, und Deonen die horizontale Coordinet-Ebeiie oder dieEbene (ys) 
die Basis, die beiden verticalen Coordinal-Ebeneo die primärenHaupl- 
schaille des Systems. Ausserden drei Grandaxen sind noch zwei Zwi- 
schenaxen zu berüciisichtigen ; sie liegen in der Ebene der Basis mitten 
zwischen den N^benaxen, und bestimmen, zu«^!eich mit der Haaptaxe, rhrn- 
faüs zwei vcrticilc Ebenen, welche wir die s e cund ä r en H a u p ts c h n i 1 1 p 
des Syslems ncmirn. Jeder Schnitt, wclrlier durch eine tetragonale Ftjrrn 
rechtwinkelig aul die iiauplaxc gelegt wird, heisst ein i^uerscbuill der- 
selben. 

Anm. Da die QoerschoiUe aller holoedrischea Formen dieses Systems 
Qaadrate oder Tetragooe, oder doch wen^tens solche Figaren sind, in oder 
om welebe sieh Tetragooe lieaelireibea iesseo, so sehlug BreitAmtpt den Nemea 
tetragonales System vor, dessen wir uns gleichfalls bedienea, weil sich das 

Beiwort fetragonal auf ein sehr augenfälliges Verhältniss aller hierher pchLlrii^cn 
Formen bezieht und zu gewissen Ztisammenselzutjgen besser eignet, als rtndcic 
Beiienauogeo. Dem Worte quadratisch aber ziehen wir es deshalb vor, 
weil auch die Naueo aller übrigen einaxigen Systeme aus der griecbischee 
Sprache ealleluil worden sied. 

§.86. Versehiedene Parameter- VerhSlInisse. 

Der L'nistand, dass sich im Tetragonalsysteme die Hauptaxe als eine un- 
gleich wert tu und eminente Axe den beiden anderen Axen überordnet, lässt 
das Verhaltniss der durchgängigen Gleichheit u 1 1 e r Parameter als ein unmög- 
liches, das Verbältniss der Gleichheit zweier Parameter gegen einen unglei- 
eiien aber aar in der Weise möglich enebeinen, dass die beiden glei- 
e b e n Parameter in die beiden gleicbwerlbigea Nebenaxen fallen. Uebri- 
geos maebt es die eminente Rolle, wslebe die Haaplaxe in der ganzen Ent- 
wiekelniig des Sysleiu spielt , rathsam , dieses VVrhältniss der Gleiebbeit 
zweier Parameter stets auf die einfachste Form 1 :1 zorücksnßihren, nnd 
alle Verscbtedeabeiten auf den in die Uaoptaxe fallenden Parameter fibenn- 
tragen. 

Das einfachste endliche P.irameler-Verhallniss, welches in einer letra- 
goualcn Krystallreihe vorkomiiien kann, ist daher a: 1 : 1, wobei a den in der 
llauptaxe liegenden Gruniiparameter bedeutet, welcher entweder grösser 
oder kleiner als 1 ist. *) Die verschiedenen lelragonalen Krystallreihen sind 

Lm die G r u n d puranieter von üea all|;eiuciQt.'n Swnbolen d oud c zu ualer- 
sebeideo, iasseo wir si« uiil A n i i q ua-Scbrift drockeu ; demaacb bedeutet im FoigendeD 
« atda 4eii finrndparametor in dar BaaptaM. 
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aber durch verschiedene Wcrthr von a i-har;<kferisirL und können imi 
dann als vöIHg unverftnbare und iru oniinerKsiir.TlK le ForriieiHoin|ilexe erschei- 
nen, wenn a für jcd*» derselben eioeu irrationalen Werth hal. 

Das Grundverlialtniss a:t:t ist also die einfachste endliche Form, 
deren das Verhältuiss der Gleichiicil zweier Farameler gegen einen ungleichen 
fShig ist ; weil aber datwlbe VerbÜlntsa in sehr vencliedeDer Weise fot- 
konmen kano, so wird 

fflr« : 1 : 1 

die allgemeinste endliche Form desselben. Dabei kann jedoch die AMei« 
tungszahl m einerseits wachsen bis oo, anderseits abnehmen bis 0, wodoreb 
sich noch die beiden Grinsverhältnisse 

ooa : 1 : 1 

und Oa ; I : 1 

herausstellen. Diese drei i' ir imPier-Verliäilnisse sind e^. welche drei Ar- 
ten von Formen bedingen, tlrnvn allen das Verhältuiss zweier gleicher gegeo 
einen ungleichen Parameter /.u (irunde iiogt. 

Das Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter wirü 
in seiner eudlichen Form durch 

mSL : » : ] 

dargestellt nnd liefert eine besondere Gruppe von Formen. Dasselbe verweilt 
uns aber sonlcbst auf die beiden GränzverbSlinissc 

ooa : fi : t 
und m : oo : i 
so wie endlich auf das GränzverbSItniss 

■ooa : oo : 1 

welche abermals drei verschiedene Arien von Formen }»ed?nsjen. Sonach er- 
halten wir, wie im Tesseralsvsleme, sieben verscliu tirne Parameler-\ er- 
hHltnisse, denen eben so viele verschiedene Arten von holoedrischen Formen 
entsprechen. 

Anm Das allgeDicInstc dieser Verhallnisse ist olTcnhar wa : n : !, 
weil aus ihm alle Übrigen abgeleitet Hci deii könoen, indem man fUr m uod n 
gewisse Warthe eiaflllirt. Wenn der io d^ Haoptaxe fallende Parameter den 
Werth 0 bat, sind wir immer anf dieselbe Perm, nimfieh auf die Pllcbe 

dar Basis, verwiesen, welche Wnrthe auch die beiden anderen Parameter 
haben mOgen ; diess ist der Grimtl, warum die (jrJin/vei hiiiliiisse Oa : n : 1 and 
Oa : oo : I gar keine besondere Ucrü* ksirhtl^'iiF)^ ci lordern, weil «ie beide auf 
das Verhältniss Oa : 1 ; 1 zurückgcfühi t u ti dcu können. 

§.87* Holoedrische Formen des Tetragoualsystems. 

Den so eben nachgewiesenen Parameter-Verhältnissen entsprechen non 
folgende sieben Arten von holoedrischen tetragonalen Formen. 

1. Die tctragonalea Pyramiden der ers ic n Art, oder die P ro- 
topyramiden sind von 8 gleichschenkeligen Dreiecken umschlossene For* 
men, deren Polkanten in die primiren Haoptschnilte fallen, weshalb deaa 
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Flf . 38. 




die Nebenazen in deo Milteleekpaiioleit anstrei«». Diese Pf- 
ramiden fordern iSr ihre PÜchen dai VerhilloiM ma ; 1 : 1* 
und kSnnen, naeh Maasagabe der versebiedenen Wertbe von 

a'und in unzübligen V^arietäleo antreten, welche als 
spitze und als stumpfe Pyramiden unterschieden werden, 
je nachdem die Millelkanten sfumpfer oder schärfer als die 
Poikanlcn sind. Dns Oktaeder des Tesseralsystems bildet die 
ideaie Gränzform zwischen den spilzen und stumpt'eu Proto- 
pyraiaideo, ist aber vom Tetragonalsystem ausgeschlossen. 

2. Tetragonale Pyramiden der zweiten Art, oder Deulero- 
^ Pyramiden; de sind gleichfolls von 8 gleichschenkeli- 

gen Dreieoken anseblosaene Femen, deren Potkanten 
jedoch in die seenndlren HanplschniUe fallen, weshalb 
die Nebenaxen in den Mittelpnnelen der Miitelkanten 
austreten. Sie erfordern das Parameter- Verhiiltoi.ss ma : 
oo : t, können ebenfalls in zahllosen Varlelillen vorkom- 
me?!, und werden als spitze und :ils slumpfe Deuteropyra- 
miden unterscliieden, je nachdem ihre Mittelkanten grös- 
ser oder kleiner als UO^' sind. 

3. Di tetragonale Pyramiden; sie sind von 16 ungleichseitigen 
Dreieeken nnseblossene Formen, deren Qoerschnitte stets ditetragonale Fi- 
guren darstdlen^ da r^ehnässig achtseitige oder oktogonale 
Pyramiden nnmöglieb sind. In ihrer allgemeinen Gestalt 
nihern sie sich bdld den Protopyramiden, bald den Deulero- 
Pyramiden ; ihre zweierlei Polkanten falten in die beiderlei 
vcrticaien HaufiLschnille des Axcnsysiem«? , iiiu! lassen sich 
daher als pi ini ire und als secundare Polkaoteu, so wie die 
zweierlei iMillelecke als primäre und secundare Midelecke 
unterscheiden. Ihre Flächen erfordern das Parameler-Ver- 
balliirss ma woraus denn folgt, dass sie die allge- 

Fif . 40. meinsten Formen ond die Reprasenlaoten aller holotSdrischen 
Formen des Tetragonalsystems sind. Es giebt mtfgliitherweise unendlich Tiele 
ditetragonale Pyramiden, wetehe gleicfaralls als spitze and als atnmpfo unter- 
schieden werden, je nachdem mu grösser oder kleiner als t ist. 

Diese drei Arten von Formen bilden den Inbe^rilTder e s c h 1 o s s en e n, 
der denilaum allseitig umschliessenden holoedrischen Formen des Sy^tr^ms ; 

ausser ihnen erscheinen aber auch noch sehr häudf; f )l;;t'iide 
offene, den Kaum nicht allseiüt^ uiris( liiiL'>s(inl( formen. 

4. Das tetragonale Prisma der ersten Art, oder 
dasProtoprisma; eine von 4 Parallellliiehen der s e c u n- 
dären Hanptschnitie gebildete Form, deren Flächen das Pa- 
rameter- Verbitltniss ooa ! 1 : 1 haben, weshalb denn ihre 
Seilenkanten in die primären Hauptsehniite fallen. Diese 
Form ist In der Richtung der Hauptaxe von indefiniter Aus- 
dehnung SU denken, indem sie bald slulenartig langgestreckt, 




Fif. 41.. 
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iaU lelir kurz ausgabildet Torkoiuil i attch hat tie nach obeo nod Daeh nolen 
gar keiiie bettimmie Begränzoog, decgleielieii ihr erit dareb dm IHieben 
anderer Ponnen erlhetlt wird, woram denn folgt, dass sie für sich allein gar 
nicht vorkommen kann. In der Figur aind die Flächea des Pinakoides ale 

Begräozungs flächen beigefügt. 

" 5. Das i (• t l agonale Pris ma der zweiten Art, oder das De ulcro- 

prisma; diese Form <;tiniml in alkn ihren geometri- 
schen Ris'engchririt'ii mil ilem Profcijiri sir)>( fifirrfin, «n- 
lerscherdet siel» aber von üellj»i|;fiii \\ r.sriitlich ij.ulurrh, 
dass ihre Flächen den jiri mären iiaitptsciiuilten paral- 
lel sind, und dai Paraoieler-VerbülUiiss ooa : oo : 1 ba- 
bea, weshalb denn ihre Seilenkaoten in die secuodiirtii 
HaapUcbnilte fallen. Ansserdem gilt von ihr dasselbe, 
... ^ was von dem Prisma der ersten Art gesagt werde. 

6. Die di tetragoiialcn Prismen sind von 8, der llauplaxtr paial- 
iclen Flächen gebildete Pormen, deren Qaerschoilt ein Dite- 
tragou ist, ood deren Fliehen das Parameter -Verbaltaiss 
ooa : I» : 1 haben. Sie besitzen zweierlei Seltenkanten, 
welche» nach ihrer Lage in den beiderlei Haupischnitten, als 
primäre und secnndäre Seitenkanten unterschieden werden 
können. In Bczn^ auf ihre Ausdehnung und Begrenzung 
nach ohcn und unten '!n.s»clbe, was von den tclragonalen 
Prismen bemerkt worden ist. Hegelmässt!: irhf^riiigc oder 
oklogouale Prismen konunen in der INaiur u n Ii I vor. 

7. Das Pina k <^ 1 il »'nn \ nn 7wei, dit i II. f^i-i p irr^üelcn Flächen gc- 
'iiMch' roriii \(in <ii'm Paranickj-\ erhaltnisse a : oo : oo 




II 5f ^ 



Fig. 



oüci Üa : l : 1 i da sie den Raum in lateraler Richtung 



Fif. 44. ofTcu lässl, so kann sie uur in Combiuation mit anderen 

Formen erscbeinen, wie ihr denn in der Figur die Flächen des Denleroprisma 
beigefügt sind. 

Abu. DiePriimeDiiaddasPiaakeid tiad also Ponnen, welche Ar sieh allein 
gar nicht bestabeo können, so dass ihre Ausbildung notbwondig die Coexistenz 
anderer Foroien erfordert. Wie die Prisa)eu die siiulenrurmigcn Rrystallc des 
Systems bediogeo^ so bediogt das Pioakoid die lafelfürmigtfn (irysUlio des- 
»elbeo. 



§. b8. Grundform} Ableitung und Bezeichnung der holoedri- 
schen Formen. 

Es folgt aus dem Begriffe der Grundform (Anfangsgr. S. 20), dass in 
jeder tetrjigonalen Hrvstnllreilte irgend eine Prot o p vr a mi d e zur Grund- 
form gcw ilill, oder, mil anderen Worten, dass die dazu auserwahlte Pyramide 
als eine Prülopyramide cingelührl, und die Stellung des Axensystems denige- 
mäss fixirl werden niuss. Das Parameter - Verbältniss dieser Pyramide be- 
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#limt «as dea Groodwerüi « der hallwa Hauptaze, Hir 1 als den Gr.iyid- 
wcrib der balben MelMMM. Wir beseicbnea dieie Gniodfom mit P. 

Bd der Uagleiehwcrlhigkait dar Haaplaxe luid dar NelwMacaii wflrden 
foiebe, als ve rioderiieb« GrSwen gedacht, Tau einiider anabhtiigige 

veränderliche Grössen sein mSssen. Denken wir zuvörderst die Hanptaxe a 
allein veränderlich , indem wir sie mit einer rationalen Zahl m multiplicireo, 
welche Iheils grösser, thcils Icleiner als l sein, und einerseits bis oo wachsen, 
anderseits bis 0 abnehmen kann, so erhallen wir für jeden endlichen Werth ' 
von m eine neue lelragonale Pyramide der ersten Art, welche spitzer oder^ 
stumpfer als die Grundrorm sein wird, je nachdem m > oder < 1 ist, jeden- • 
faUs aber doreh das Zetebeo mP dargestelll werd^ kann, welebes das aUge- 
neine Zei^ea säoMDUicher Protopyramiden isL 

Pur mssoo geht die Pyramide in das Protoprisma, ond färm sO in die 
Basis über, welche letztere jedoch immer in ihren beiden Parallelflächen, als 
Pinakoid aus<;ebildel ist. Das Protoprisma ooP und das Pinakoid UP 
sind also die beiden Gräozformen derProtopyramideo, und lassen sich mit 
ihnen in eine Reihe 

//i<l »/>! 
(UP . • . . mP ....P.... MiP . • • ■ OOp 

iBsamneasteUen, welche man die Grundreihe des Telragonalsystems nen- 
nen kann* 

Nebmen wir ii||ind ein Glied mP dieser Grtindreihe, mnllipliciren wir 
aaine Kebenaxu nul einer Zahl welcbe > X ist, und legen wir dann in 
jede seiner Polkanten zwei Flächen, welche iit nicht zu derselben Polkante 
gehörige Nebenaxe beiderseits in der Eptfernung n schneiden, so erhallen wir 

jedenfalls eine d i te trago n a 1 e Pyramide, deren Basis für verschiedene 
VV'erÜie von n eine verschiedene diletragonale Figur sein wird. Kür « = co 
gehl diese Figur in das um die Basis von mP regelmässig umschriebene Qua- 
drat, und damit die Pyramide selbst in eine Deuteropyramide über. 
Das allgemeine Zeieben der diletragonalen Pyrantdcn wird siPn, und dasje- 
nige der Denteropyramiden siPoo zu sebreiben sein. 

Wird dieselbe Ableitung aneb aus dem Proteprisma ooP vorgenommen, 
sogelangen wir auf ditetragonale Prismen ooP», und endlich auf das 
Deuteroprisma ooPoo. Denken wir uns aber diese Ableitungen um sänimt- 
liehe Glieder der Gnindreihe vollzogen, so erhallen wir verschiedene Reihen 
von dflelraf^onalen Pyramiden, deren jede durch einen besonderen Zahlwcrlh 
von // diaraktt risirt ist, und schliesslich die iieibe aller Deuteropyramiden 
nebst dem zugebörigeo Prisma, nämlich 

OP • . • • aiPoo • • • . Poo • • • . ttPoo ■ • • • ooPoQ 
welche Reibe wir dieGrinzreibe des Tetragonalsystems nennen können, 
weil sie die letzten Resultate aller Ableitungen begreift. 

Ann. Hiannit sind denn alle Parameter- Verhältnisse ersebSpft, und daher 
auch alle AbleilODgeu erledigt : dcon es llsst sich keine holoedrische Form des 
Tetragonaltyitens denken, welcbe nicht aaler dem Zeichen mVn enthalten wlre, 

N«MBMUi*t RryiUllos'aplii«' 
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sobald fttr m aach die Grlnzwerlhe 0 uud cxd, Tür a die GrSazwerlhe 1 uod oo 
s^gelaneii ««rdm. Daher siad denn aaek die dilttragonalea Pynmidea wUt 
velleoi Reehie ab die aUgeoeiM RepffMitaalm dar haioCdriaehaa Forma 
des Systems za betrachten, in iraidiea sie geoaa dieselbe Bedeatoog liabeo, 

wie die Hexakisoktaeder im Te?sernfsvsteme. Uebrif^ens b^sen sich die RpsdI- 
tate dieser Ableilunp^eu gleicbfaüs iu der Form eines iriaogulareo Schemas dar» 
stellen, wie soicbes in meiaaa Elementen der Mineralogie (-4. Aufl. S. 31^ mit- 
geiheilt werdea ist. 



§.89. Berechnung der ditetragonaieo Pyramiden. 

Da die dilelngoiialen Pyramiden mPn als die atlgemeiosteD holo^sdrisches 
Formen des Systems charakleristrt sind, so haben wir auch die Berecbnang 
zunächst für sie auszufuhren, wobei wir uns jedoch auf die Z wisch en- 
axen, die Kantenlinien und die Ka n t e n w i n k e I beschränken wollen. 
Alien diesen Kechaoogen liegt die Länge der halben ^'ebeoaxe als Einheit za 
Grande. 

1« Zwischenaxen. 
Es sei beistehende Figur das Bild irgend einer ditetrtgonalen Pyramide 
mPrtj so haben die beiden Neben nxen der y und s ihre Aus- 
trittspuncte in den primären Mittel ecken, die Zwischenaxen 
dagegen ihre Austrittspunkle in den secundärenMittelecken. 
Betrachten wir die im Octanten der positiven tialhaxen ge- 
legene Fläche F, deren Gleichung 

ma n 

ist, so schneidet solche die Zwischenaxe dieses Oclanlen in 
_ deml^uQcle s ; nun sind die Gleichungen dieser Zwischenaxe 

Fig.'is. «=0, nody — 4r»0 

folglich werden die Goordinalen ihres Endponetes sx 

dP^O, undy = «=sj^, 

mithin die L änge der baiben Zwisehenexe 

nnd endlich der Coefficient der Zwischenaxen, oder diejenige Zahl, mit 
welcher die halbe Zwischrnnxe ihr Grundform y 4 mulliplicirl werden mass» 
um auf die Zwischenaxe der Form mPn zu gelangen : 

2n 
«4-1 

Anm. In den regelmSssig achlseitigen oder oklogonalen Pyramiden würde 
i?==1 sein, woraus sich derBedioguogswertb A=i-4- |/' 2 ergiebl; da oua die&er 
Werlb i r r a 1 1 u n a i isl, während die Ableitungszahlen stets rational sein al^ 
seo, so folgt hierans die Unmögltcbkeit oktogooaler Pyramiden in der ICrysiallo 
weit. 
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2. KaBlealinieii. 

Wir beieiehiiett lo jeder ilitetragoiiileii Pyramide mFn 
die prinSreo Polkunien mit JT, 
die seenndiren Polkanten mit K, 
dif Mltlelkanten mit Z. 
Pipjpnin^en von diesen dreierlei Kanten , welche in Fig* 45 von der Fläche F 
gcbilJet werden, haben nun folgende Endpuncte: 

den Poleckpunct o^, dessen Conrdinaten x = ma, y = 0, xssO, 
deo phm. Mitleleckp. dessen Coordioateo x = 0, ysO, ssl, 

den «ee. Ililteleckp. #, deasen CoordiDaton k 0, y s j 

und zwar wird begräozt 

die Kante X Ton den Pnneten jt md s 
die Kante F - - nnd t 

die Kante Z - - - * und r. 
ina beadamMn aieh, nach der Formel für J, S. 36, 



ym»a»(iH-iyH>2n» 

aU dje Längen der Kanlenlinien. 

3. Rantenwinkel. 

In Fig. 45 bildet die Fläche F\ deren Gleichung 

ma II 

isi, mit den drei Flächen F\ F" und F'" die KanleD JT, Kund Z; die Giei- 
ehaogen dieser drei Flächen sind al»er 

' «a n 

fdrJf", £.+y + f=l 
' ma ' Ji 

für i?'", - — 

ma « 

Setst man in dem allgemeinen Ansdmcke Yen eealT <S. 41) atat^a, b nnd c 
die Parameter der Flüche F, und statt a\ b' nod c' anceeaaiv die Parameter 
der Fliehen F\ F" nnd F"% so folgt: 

cosA = 



K 



10* 
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wobei iSTs fli*a'(»'<-i-l)4-ft' ist. 

Setzt man dagegen in demselben Ausdrucke von cosf/^ statt a, b und e 
abermals die Parameter der l iiiche J^, stall a\ b' uod e aber successiv die 
Parameter der drei Flächen ^ = 0, 5^ — jvsO} und orsO, so erhält man die 
Cosinus der halben Winkel, nämlich 

Für oktogonalf Pyramiden lübrt die Bedingung cos|vl =s cos^ Fabermals auf 
den Werth « = 1 h- y 2. 

§. 90. üerecbnung der übrigeu holoedrischen Formen. 

n. Bereehnung der Protopyramiden mP. 

Setzt man in den Resoltaten des §. 89 « s 1, so crbilt man fnr die telrn- 

gonalen Pyramiden der ersten Art folgende Werihe. 

1. Got^fficient der Zwisch enaiLen ; r s 1. 

2. Kantenlinien ; -A'= |/ff**a*+l 

y=s y i |/^2/nVH- l, keine Kanle mehr. 
Es ist näniiich die Linie Z in §. 89 die halbe, und daher 2Z die ganze Mittel- 
kante von mP ; die luintenünip Y :\hvv verschwindet ais solche, lud ersofaeint 
nur noch ais die Höhenlinie der l^lächeu von mP. 

3. Kantenwinkei; 

1 



cosJTs — 



^1 



cosr=:-l, also r=I80", 
_ 2wV-l 

die halben Winkel berechnen sich kichi, denn es ist 

tang^Z= ;/;ay 2, und cos|A' = ?/ia cos|Z. 

b. Berechnung der Deuieropyramiden mPoo. 

Setzt man in den Resultaten des §.89 nc, so erhält man für die 
tetragonalen Pyramiden der zweiten Art die folgenden Werthe. 
i« Comficient drr Zwischenaxen ; rs2. 

2. Rantenlinieo ; Y =^ Yii^9^-¥^% 

Z = *l 

,V= keine Kante mehr. 

Die Kanlenlinie Z in §. 89 ist nämlich die halbe, und daher '2Z die ganze Mit- 
teikanle von ;//Poo ; die H.nntenlinie X aber verschwiudel als solche, und 
stellt nur noch die Höheoliuic der Flächen dar. 
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3. RanteDwiDlciel; coaJTs — 1, also 180 ^ 

cos 2 = — r- 

cosZs — - 



V-f-1 



die baiiteo Winkel iiudel man leichl durch die Ausdrücke 

JaQ{2:lZ = w/a, und cos» r= wa y *cos^Z. 

c. Bereciittuug der diletragonaleu Prismeo ooPa. 

2/t 

1. CoSffieieiii der Zwiselieiimn s r c - . . 

w-l-l 

2. KanicnUnien; die Seilenkanten A'und Fsind vou indefiniter Länge. 

l 

3. KanleDwinkel: cosA's — , — 

cosZ» -jX dso Z » 180^ 
Die beiden tetragooaleii Aismeti und das Pinakoid bedürfen keiner Be- 
rechnung^ * 



HemiAdrische Foxmen des TetragonalByttems. 

$.91. TrapexoiSdriaeke HemilSdrie. 

Wie wir im Tesseralsjstcme die verschiedenen Gesetze der Ilcmi&'drlc 
zunächst am HexakiüuiwUeder beslimml haben, so werden wir bolche iui Te- 
tragonalsysteoie an der diletrtgonaien Pyramide aufanchen müssen. Denn 
diese Pyramiden repräsentiren gewissermaassen alle holoedrischen Formen, 
und da jede Heroffdrie ein durchgreifendes VerbSltniss isl, welchem sich 
keine holoedrische Form entsieben kann, so wird auch jede andere Form in 
ihrer Art denselben Gesetzen zo unterwerfen sein, wie die achtseilige Py- 
ramide. 

Die dilelragonalpTi P\ raniiflcu iwP« sind einer viei iat lien lieiniedrischeu 
Ausbildung fähig, sol.iM \\ irnamlich die Ileniiödrie überhaupt in der Weise auf- 
fassen, dass dabei die viergliedrige Svmjuclrie des Systems erhalten bleibt, folg- 
lich je vier, über dcu ciazelucii Quadranten der Uasis gelegene Flächen £u 
einem Gliede vereinigt, und in j e dem Gliede zwei Flächen bleibend gedacht 
werden*). Da nun jede andere holo^Mrische Form auf eine diletragonalePyra- 

•) Bs Iii oicllt wahrscbeinticli, d«ss e« solche Arten If tMnirilri»» iiAvr TetarloJ-iI rip 
gebe, bei wetchea die abweobeelodea Glieder g i n z t i e Ii auAlalka, uaU sieb Uaber gar aicbt 
«a 4er M^wf der bMlMrUebaa «der MwtoMriMh«« Peiam btlhelifgea. Dim* B*. 
aerkaif daiAa «IM w für dat hesigtaal0 wi« ffir das talrtfMaia Systoai GillJgfcoit 
babaa. 
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mide snrSckgefuhrt werden ktoB, se ilellea aich (lir das Tetn|poii|k]rsleai 
überhaupt vier Tenchiedeoe ModatitSlen der HenHfdrie bertae. 

Die erste ModalilXt ist dirjciuge, bei welcher nur die abweehaelndeo 
eiaselneD PIKehen der Pyramide mPn ausgebildet sind, wibread die iibri- 
gen PIMeben venchwindeD) in jedem GUede der Pyraonide bleibt also eotwe> 

der gegen die obere reeble die 
untere linke Fläche, oder umge- 
kehrt. Die ditetragonale Pyra- 
mide verwandelt sich diidureh il 
eiu le l r a g: o n n I e s Trnpezo- 
eder, d. h. in ein« vou 8 gleicb- 
schenkeligen Trapezoiden nm- 
Ächlossene Form mit 4 längeren 
stumpferen, und 4 kürzeren schar- 
fcreu Miltelkanten. Nach diesem 
Resnltale Ulsst sieh diese erste Modalität der Hemiedrie füglich die trape- 
zotSdrische HemiCdrie des Tetragonalsystems nennen. 

Je zwei correlale, also ans einer nnd derselben Pfraoide abgeleitete Tra- 
pezoi^der neigen das Verhaltniss der EnantioBorphie (S. 104), ▼erhallen 
sich also zu einander wie ein rechts und ein links gebildeter Körper; was 
sich in ihren Juystallographischea Zeichen dadurch ausdrücken lässt, dass 

svPn wpa 

ihnen ein d oder ein / vorgesetzt wird. Demnach werden ^""^ •"^ '"7" 

die Zeichen jr zweier correlaler oder complemenlärer Tmpezoedcr. 

Alle ij!)ri^M II I'ormr ii des Telragonalsystems uuleiliegen zwar der Irape- 
zofe'drischeii Ilemiedne, ohne jedoch durch sie eine Acnderun^ ihrer geometri- 
schen Coufiguralion zu erleiden; sie bleiben scheinbar unverändert, weil ihre 
Siimmtlicbeu Flacbeu erhallcu bleibea. Eine genauere Lulcrsuchung lässt 
jedoch erkennen, dass die Bedeutung dieser Pllchen eine wesentlich an- 
dere geworden ist, indem eine jede derselben eigentlich nur mit einer HSIIte 
vorhanden ist, weshalb denn auch die Pyramiden wrP, mPoo und alle Sbrigen 
Pormen« wenn anch nicht ihrer Erscheinung, so doch ihrem Wesen nach als 
hemi4fdrische und zugleich als enantiomorphe Formen charakterisirt 
sein werden. Obgleich also die trapczoi'drische Hemicdrie lediglich für die 
ditetragonalen Pyramiden eine wirkliche llmgestaitung zur Folge hat, 
und obgleich solche i^e o metrisch nur an der Ausbildungsweise dieser 
Formen zu erkennen ist, so wird doch die Euanliomorptrie, als cnie zu- 
gleich physikalisch wirksame Ersriieinung, die sämmtlichea Formen 
einer Kryslallreihe beherrschen, welche dieser Hemiedrie unterworfen sein 
sollte. 

Anni. Man kennt nocli kein .Minurnl und auch keinen ktiiistllrh dargc- 
slelkcQ korpcff au nelcbeiu diebe Hemicdrie mit üestimmibeit erlLaoat worden 
wlre ; da sie aber doch frtther oder spller oatdedtt worden kann, ao glanbteo 
wir sie mit erwlbDen zu müssen. Jodanfalls llsst sieb voraossetaeo, dass die- 
jem'geo Körper« deren Krystallfbrmea mit dieser Homilidrie behaltet sind, anch 
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die drculare Polarisation des Lichtes zeigen werden, wie solche bisher bei allen 
enantiomorphen Substanzen nachgewiesen worden ist. 




Fig. 47. 



§. 92. Spbenoidische Hemiedrie. 

Die zweite Modalität der Hemiedrie ist diejenige, bei welcher in den 
auf einander folgenden Gliedern der dilelragoualen Pyramide abwechselnd die 
oberen und unteren Flächenpaare (oder die in den abwechselnden 
Raumoctanlen gelegenen Flächen) ausgebildet sind. Die Pyramide mPn ver- 
wandelt sich dadurch in ein tetragonales Ska le^ioeder, d. h. in eine 
von 8, meist ungleichseitigen *) Dreiecken umschlossene Form, deren Mitlel- 
kanlen im Zickzack auf- uud ablaufen, und deren Polkanten zweierlei , näm- 
lich 4 längere stumpfere, 
und 4 kürzere schärfere 
sind. Je zwei correlale 
Skalenocder als hemiedri- 
sche Gegenktirper befinden 
sich nur in verschiedener 
Stellung zu einander, 
können daher auch durch 
bloseStellungsändening zur 
Congruenz gebracht wer- 
den, und lassen sich durch die Stellungszeichen -f- und — unterscheiden, von 

welchen das erstere in der Regel unnölhig ist, so dass und — die 

kryslallographischen Zeichen dieser Skalenoeder sind. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen dieser Hemiedrie auf die übrigen 
holoedrischen Formen, so gelangen wir auf folgende Resultate. 

PieditclragonalenPrismen ooP/i bleiben scheinbar unvcrändcrl ; 
doch macht sieb für ihre abwechselnden Flächeopaare der Gegensalz von obe- 
ren and unteren Flächen geltend. 

Die Prolopyramiden wP verwandeln sich in tetragonale Sphe- 

noide, d. h. in doppelt keil- 
förmige, von 4 gleichschenke- 
ligen Dreiecken umschlossene 
Formen, deren Mittelkanten im 
Zickzack auf- und absteigen, 
während ihre End- oder Polkan- 
ten horizontal sind ; man unter- 
scheidet stumpfe und scharfe 
Sphenoide, je nachdem die Polkante > oder <70"32' ist. Da übrigens für 




Fi^. 48. 



•) AUerdiDg« können in gewUien Fallen aoeh gleichsehe nkelige Dreiecke als 
BegränznngsfläcbeD dieser Formen auftreten, weshalb streng genommen der Name Skale- 
noeder nicht allgemein richtig ist. 



Tetragonaliyalem. 



je »wei correlate Sphenoidc nur eine Verschiedenheit der .Teilung besieht, 
so werden ihre krystdlogripbisehen Zeichen-^ uad • 

Die Deuteropyraiuideu mPoo bleiben scheioliar uveräiidcrl $ docb 
ist ci^M-nilich von jeder ihrer Flächeo nur die rechte oder die linke HMlfle 
vorhaudeii, was freilich auf die geometrische Erscheinungsweise der ganzen 
Form ohne Einfluss hleibt. 

Das Protoprisna ooPUeibt scheinbar unverändert, obwohl sich Tür seine 
abwechselnden Fliehen der Gegensatz von oben und unten geltend marht. 

DaaDeuteroprisma ooPoo erleidet ebenfalls keine sidilliarc Verände- 
rung, obwohl «gentlich von jeder seiner Flärhen abwechselnd nur das linke 
obere und rechte unlere, oder das rechte obere und linke unlere Viertel rück- 
ständig sind. 

Das Pinakoid UP bleibt bei dieser wie bei jeder anderen Hemiiidric un- 
V ci^äo d 6 r l • 

Ücberhaupi also stellt sich das Ergebnisa heraus, dass durch diese sphe- 
noidlscbe Hcmicdric, wie wir solche nach ibrem einfachsten und bXn- 
Ggsteu Producta nennen, lediglich die diletragonalen Pyramiden und die Pro- 
to^pyramiden eine wirkliche GestaUv«randerung erleiden. 

Anm. Sollte ebe letragoasle Krytiallreibe sugleich dieser Hemiedrie uad 
dem Hemimorphi smus*) uDicrworfen sein, so würden, kraft dieser letzte- 
ren Eigeoichaft, die dilctragonalcn Prismen nur noch mit ihren abwechselnden 
FlSchenpaareo, folglich als rhombische Prismen, das Protoprisnia aber nur mit 
zwei abwecbselodea Flächen, als ein verlicales l'inakoid ausgebildet vorkommen. 

§.93. Pyramidale und r hombolype Hemi«drie. 

Die dritte MoHalität der Hemiedrie ist diejenige, bei welcher in den 
auf einander rolgendcn Gliedern der ditelragonalen Pyramide entweder nur 
die rechten, oder nur die linken Fläcbeiipaare ausgebildet sind. Die Py- 
ramide mPn verwandelt sich dadurch in eine tetragonale Pyramide der 

dritten Art, oder in eine Tri- 
topyramide, d. h. in eine 
Bolcbe Pyramide, welche sich 
durch ihre Flächenstellung 
sowohl von den Prolopyramiden 
als auch von den Deutcropyra- 
niidori unterscheidet, von wel- 
chem Resultate auch der iSame 
pyramidale H e m i cf d r i e 
entlehnt ist. Die hemiedriscbe 




Pif. 49; 



Form erscheint namiicb wie eine Prolopyraniide , welche um die verlicale 
Hauplaxe mehr oder weniger entweder nach rechts, oder nach links ver- 
dreh l ist, wodurch sich auch je zwei correlate Trilopyranttden von önan- 



*) Ver^laieli« neioe Bl«ii6ate dar MiBaralogi«, 4. Aal. 8. 56. 
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der unterscheiden. Doch ist dieser Unterschied nicht >vesentlii-h, indem er 
lediglich davon abhängt, welcher Pol der Ilauplaxe gerade nach oben oder 
Dach unten gewendet ist, so dass sich z. B. die rechte Pyramide durch eine 
Mose Umkehrung der Pole in die linke verwandelt und vice versa. Da also 
eine blose Stellungsänderung hinreicht, um beide hemiedrische Gegenkörper 
congruent zu machen, so ist auch keine Enantiomorphie vorhanden, und wir 
können nach dem Vorgange von Mohs die Verschiedenheit beider Gegeiikör- 

per durch die Zeichen y und^— ausdrücken. Die Nebeoaxcn haben 

in diesen Tritopyramiden ihre Auslrittspuncte weder in den Mitteleckpunclen 
noch in den Miltelpuncten der Mitlelkanten, sondern in irgend anderen Punc- 
ten derselben Kanten. 

Untersuchen wir die ElTecle dieser Hcmicdrie auf die übrigen holoedri- 
schen Formen, so gelangen wir auf folgende Hcsullale. 

Die d i t e t rago n a le n Prismen ooP// verwandeln sich in telrago- 
nale Prismen der dritten Art, oder in T r i t o pr i s m e n , für welche 
sich glcichfulls der Unterschied des rechts und liuks Gewendetseins gellend 

macht, weshalb je zwei correlale dergleichen Prismen die Zeichen y 

, / ooP/i , , ♦ 
WD^» j ~i» — erhalten. 
a z 

Die Prolopyramiden mP bleiben scheinbar unverändert, sind aber 
eigentlich nur entweder mit den rechten oder mit den linken Hälften ihrer 
Flächen ausgebildet. 

Die Deuteropyramiden ;/iPoo verhalten sich gerade so wie die Pro- 
lopyramiden. 

Das Protoprisma ooP so wie das Deuteroprisma ooPoo bleiben 
scheinbar unverändert, obgleich auch sie eigentlich nur mit den rechten oder 
mit den linken Hälften ihrer Flächen ausgebildet sind. 

Das Pinakoid OP bleibt unverändert. 

Ueberhaupt also stellt sich als allgemeines Ergebniss heraus , dass bei 
dieser pyramidalen llemiedrie nur die ditetragonalen Pyramiden und die gleich- 
namigen Prismen einer wirklichen Gestaltveränderung unterliegen. 

Müglich wäre ooch eine vierte Modalität der Heniiedrie, welche wir des- 
halb erwähoeo wollen, weil sie vielleicht am Harrootom und an einigen anderen 
Mineralien vorkommt, und die fast immer vorhandene Zw illingsbildiing eben »o 
wie die eigenihümliche FornibilJung des llarmotomes erklären würde. Die Zwil- 
lingskrystalle dieses Minerals sind n.1mlich so beschaffen, dass man in der That 
auf Zwillinge mit parallelen Axensyslenien und auf tet ragona le Formen 
scbliesscn möchte. Wenn auch die Messungen dieser Annahme widerstreiten, so 
ist doch zu bedenken, dass die Resultate derselben durch die Streifung der dabei 
mit berücksichtigten Flächen mehr oder weniger unsicher werden. Die trübe 
Beschaffenheit der Harmotomkrystaile verhindert eine optische Untersuchung 
derselben, welche allerdings znr Entscheidung führen würde, wenn es gelänge, 
aus einem solchen Krystalle eine rechtwinkelig auf die Hauptaxe geschliffene 
Lamelle im polarisirten Liebte zu prüfen. 



154 TelragoMbytlen. 

Die vierte UedaUtirt ier HewMrie wMe weMStlieh iun bestehee, 
Uss von denen an den IfitteUkanlea gelegenea FÜebeBpaaren der dilelngo- 

nalen Pyramide, in ihren abwechselnden Gliedern je ein reehtt od cie 
links gelegenes Paar aliein zar Ausbildung gelangt wäre, woi^reh sidi 

diese Pyramide in eine rhombische Pyramide verwandeln wSrde j (rergl. 
die Figur 54). Wird nun dasselbe Gesetz dir die übrigen Pomen verwirk» 
lichl, so er}?icbt sich, dass die Pro lopyramiden unverändert bleiben, 
dass die Dou leropy ramiden als horizontale Prismen oder D o m en , die 
diletragonalen Prismen als rhombische Prismen aus<;ebildet sind, und 
daM das Deuteroprisma auf ein verlicales Fiächenpaar oder Pinakoid 
redneirt wird. Die gewSbolidiePorai der einracben HarmotomkrysUüe ward« 

hiernach so zu deuten sein, dass^aP, '»^i 

ooPoo 

g = ^ — wäre. In den Zwiilingskryslallen aber würde 

sich gewissermaassen ein Streben der Natvr snr Repr^ 

duction der holoedrischen Formen zu erkennen geben. 
Wir theilen diese Ansicht als eine Hypothese mit, ohne 
freilich Messungen oder optische Untersuchungen zu ihrer 
Besläligung bieten zu können. — L'ebrigens könnte man diese 
Pj~ ^ Modalität der llemiedrie die rhombotype Hemiedrie 

nennen, um es auszudrücken, dass durch sie für gewisse 
Formen des Telragonalsystems ein dem rhombischen Systeme entsprechender 
Charakter herbeigeführt wird. 

Aom. Noch haben wir einer eif^enthilmlichen Meioidrie des Telragonal- 

ä Sterns za gedenken, welche von G. Hose an den kry^lallen der Combinalion 
P.P.Poo des wauerfreiee Bebweftlaaoren Ammoniaka bedbacblet werden ist, 
Oed weteelUch darin bestebt, das« die Prolopyramide P nnr mit des beide«, aa 
iwei parallelen Polkanten, die Denteropyramide Poo nnr mit deo beiden, an 
zwei parallelen Mitielkanten gelegenen Ft.lchenpaaren ausgebildet ist. Es wird 
dadurch eine, son.st nur im monoklinoedrischen Sy.slemc vorkommende Ausbil- 
dungsweise der Formen hervorgebracht, weiche wegen des iViaogels einer rings- 
um syaaelrisebea Verlbeilaag der bleibenden FUe&i nicbl fllgiicb als elee Bc- 
ffliiklrie, soadera aar ab eine den monokliaoiSdrisebeB Systeme analoge HeroS- 
drie bezeichnet werden kann. Die Erscheinung ist interessant, weil sie beweisti 
dass ein solcher monoklinoi-drisoher Formcntypiis nicht nur io 
dem auch im tetragooalen Systeme vorkommen kann. 











• 

















§.94. Berechnung der tetragonalen TrapeseSder. 

Die Zwischenaxen haben in jedem tetragonalen Trapezoeder denselbea 
Werth, wie in der holoedrischen Stammform, und bilden daher keinen neuen 
Gegenstand der Berechnung. Dagegen haben wir die Kanten der Trapezoeder 
sowohl nach ihrem LineamMaaae, aU anch nach einer ihrer Angnlarfunclio- 
neu zu berechnen. 
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Ein jedes telragonale Trapezoeder hat dreierlei Kanten, nämlich 8 
Politantcn, 4priniäreund4secundäreMitleIkanlen, indem wir 
unler primären Miltelkanlen diejenigen versieben, in welchen die Nebenaxen 
auslaufen, und deren Miltelpuncle in die primären Hauplschnilte fallen , wo- 
gegen in den secundären Miltelkanlen die Zwischenaxen auslaufen, daher ihre 
Miltelpuncle in die secundären Hauplschnitle fallen. Bezeichnen wir nun 
die Polkanlen mit .1', 
die primären Miltelkanlen mil Z, und 
die secundären Miltelkanlen mil Z', 
so ergiebl sich, dass in beistehender Figur, in welcher y und z die End- 
puncle der drei positiven Halbaxen bedeuten, Px eine Polkante, eine 
primäre und PS eine secundäre Millelkanle ist. Die beiden 
letzteren werden durch die Puncle z und r, d. h. durch den 
Eudpunct der Halbaxe der 5, und durch den Endpunct der 
Zwischenaxe halbirt, weshalb denn Pz eine halbe primäre 
und Pr eine halbe secundäre xMillelkante darstellt. Da nun 
die Linien Px^ Pz und Pr von den Puncten x^ z und r 
begränzt werden , so handelt es sich um die Kenntniss der 
Coordinaten dieser vier Puncle; dieselben sind zunächst 
für den Puncl jr, x=zrna^ ^=0, 5=0, 
für den Puncl 5, .f=0, y=0, ^= I , 

für den Puncl r, jr=0, y=z— - ^ - , 

w-f-l 

Zur Bestimmung der Coordinaten des Puncles P gelangen wir, indem 
wir die Gleichungen der Linie PQj also der Durchschnillslinie der beiden Flä- 
chen F' und F" mit der Gleichung der Fläche F combiniren. Es sind aber 
die Gleichungen dieser drei Flächen folgende : 




Fig. 51. 



für F 
für F' 



X 



ma 
x 
ma 

X 



'-=1 

n 



y 

n 



= 1 



fürF" + ^ =1 

ma n 

Subtrahiren und addiren wir successiv die beiden Gleichungen von F' und F'\ 
80 folgen die Gleichungen der Linie PQ 

— =0, und5 = l; 
ma n 

und combiniren wir diese Gleichungen mit der Gleichung von F, so folgen die 
Coordinaten 

ma(w— 1) n— 1 

«(«-+.!)' ^ " n^V 
Verbinden wir endlich diese Coordinaten des Puncles P successiv mit den 
Coordinaten der Puncle z und r nach der Formel für J (S. 36), so erhai- 



für den Puncl F, x = 



= 1. 



lad Tetragooaliyiltai. 

ten wir, nnler Bortldciiditiguog, dau Pz und Pr nur die baH»eo Miltel- 
kaoten sind» 

»(»-hl) 

« («•♦■1) 

ff(ll-l-l) 

Aum. beut oiao io «lieseu AuädrUckeu // = I, so »irJ Z = 0, während 
^uod Z' die Werlba der Polkaole und der Mittelkaole der Pyramide mP er- 

balteo ; setzt niao dagegen naesoo, m wird Z =0, w.ihrcnd X uad Z die 
Wertbe der Polkante nnd Mittelkanie der Pyramide mPöo aonebnien ; was voll* 

kommen mit den Resultaten der A}*|pitiin>^ in §.9) nhcroinstimiDt, und bewciNt, 
d;i<<s die Protopvr.imiden und Deuicru|>|raaiiden in ibrer geomolrifcben Erschei- 
nungsweise uavet'Uudert bleiben. 



Die beiden Mitlelkantea Z mA Z' wUrden nnr dann einander glei e h, ved 
also die Trapeaeide nur dann Del toi de werden, wenn a = 1 -f- |r 2 wäre; 
folglich würden nur die oklogonalen Pyramiden dergleichen von Delloiden 
begrAnzte (und der EnanttonmrphiV nirht tnchr »rilerworfene) Trape^otvlcr lie» 
fern, und aus der l iimögliclikeit lenei iolgl aucii die rntnüglicbkeit dieser. 

Die K a n l e n \\ i u k e 1 berecimeii sich nacli der Formel ITir cosff^fS. 41), 
wenn wir in selbiger siicccssiv die l^ir.tiiicler der Flüchen F und F\ F' und 
F'\ F" und Feinlülireu ; wir erlialleu so die Ausdrücke: 

«mZ "•■--("- f)-» 

Ii 

coaZ^s: — ^ — ^ 

in welchen wiederum /i = »**a'(/i^+l}+/i* ist. Setzt raan inihucu» = l, 
oder »8 00, so gelangt oaau auf die Cosinus der PolkanCeo and Mittelkanten 
der ProtopyranideB oder der Deuteropyramiden, welche sieb mithin auch ia 
dieser Hinsicht als die wirklichen Griinsfornien der TrapezoSder erweisen. 



§. 95. Berechnung der tetragoualen Skalenofider und der 

Sphenoide. 

a. Berechnung der SkalenolSder. 

Es felgl ans der Ableitung der tetragonalen Skalenoüder, dass die Neben- 
axen in den Miltelpnncten ihrer Mittelkanten endigen, während die Zwischen' 

axen in den längeren Polkanten austreten. Diese Zwiscbenaxen behaupten 
jedoch unverändert den Werth, welcher ihnen in der dilefragonalen Pyramide 
zukommt; wir hnben daher ntich nur mit der üerectiBung der Kante n- 
linien und Kan ten winke 1 zu Ihun. 
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Da die Iringeren PolkaiiU n (in- Skaleooeder die verl.in^erteu seciHnlären 
Polkaitleu «Icr lioloedrisebeu Slammlorni sind, so müssen sie auch den Signa- 
tar- Buchstaben F behalten, währr>ud wir die kürzeren Polkauleu mit X, die 
MiUtlkanten tnil / bezeichnen küutieii. 

Wenn nuü tu bcisleiiender Figui* jc^ y uiiii ^ die Lndtjuncte der drei po- 
silirett Halbtzeii Meuten, so ist Ps in te^etaateo 
dieser HalbaxeD folleode Ung 
den Hinteren Nebeaoctanten faltende kdrzef e Polkante, 
und Ps eine halbeHittelkante. Zor Bereelinun^ äie* 
ser Linien bedürren wir also der Goördinaten der Puncte 
X, a % z und P; diese Bind 

für dm r-jm-l .r, ^siia, J»=0, . 

Inr den Fund j:\ jf=— »la, y=0, jSsO, ♦ 
ffir ri ll Punct .r=0, y=ö, = 
Fi^ '»2. I III jeüüi'ii die Coordinalen de^ P'inctes P 7.n Üiidt n. f1:i7u 

bp'iifrffii wir ']ri (fleicliungen der MiHelkant** f*:. «U der DurchscbuilUliuie 
der beiden t iacben ./'' und F' ^ es ist aber die (ilciciiuug 

für die Fläche F ^-4-^-1- js^I 

wa » 

für die PiSeheF' - + js^I 

aUo werdeu die Gleichungen ihrer Üurchschoill&linie P» : 
is»lnnd-^4*^»0 

ma » 

-Combiuireii wir diese mit der Gleichung des secuudäreu üaupUcbniltes 
y f— «ssU, erhallen wir die Cuordiualeu 

Dia 

für .den Pnnct scsb , jrm 1, 

n 

Verbinden wir nnn die Coordinaten dieses Punctes successiv mit den oben 
siebenden Geordinaten der Pnnete dr, and * nach der Pormel fiir J (S. 36), 
so finden wir, nnler Berhcksicbtigang, dass Ar die halbe lOuelkante ist, f8r 

das Skaienocder : 

Jt 



n 

An in. Die beiden Kanten .V und Z können allerding<i in gewissen Fällen 
gleich lang sein, wodurch denn die Fifichen des Skalenoeders glcirb«rlienkellgc 
Dreiecke werden mflssen. Setzt man die VVertbe von Ä und Z einander gleich, 
SO Mgt als fiedinguDg dieser Gleichheit 
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»1 a» — r 

y n' — 2n — 3 

welche innar erfordert , Ism « > S, qod nehteBdiailt aveli, dam m^m Horn 
aati, «eil der ganze Factor voe n in der Regel irrational sein wird, oad Iblf- 

lich nur entweder den \N'erlh von a, oder eioen Factor dieses Werthes reprl« 
sentiren kann. W.'ire z. H. // =4, nnd a= würde das aus der Pyra- 

mide 4P4 abgeleitete Skaieooeder von gleicb&chenkeligen Dreiecken nmsclilot- 
gen aeia, and ejgeallieh gar aieht nelir den Namea eines Sfca l e aa gd e ra fftbrea 
ktanen. Ware dagegen nnd a s ^2, to wflrde die Pyramide f P| 

Skalenoäder Üeren. 



Wag die KaDteDwiakel betriiR, ao leoebtet zoTlirderst ein, daas Y 

die miTeränderte Kante der Ii oloedrischen Stammform ist; die Kantenwinkel 
X und Z aber ßndcn sich leicbi aus den Parametern der Fiädien F' nnd 
der hinteren l<Iebenfläciie von es wird nämÜcli 

eoaAT » *(^»»'*'-«> . . eosZ' in f. 94, 
cet r « - *<^'*'-^"> = eo8rinS.89, 

eoaZ K — K eoaZ in §. 94, 

in welchen Ausdrückeu // den Werth M*a^(»^ -1-1)4-«^ bat. 

b. Berechnnag 4er Sphenoide. 

Setzt man in vorstehenden, für die Kantenlinien und Kantenwinkel der 
Skalenoeder gefundenen AusdrüciLen n = 1, und beachtet man dabei, dass sich 
je zwei Kanten X des Skalenoeders ^'iner Polkante des Spbenoides ver- 
einigen, während die Kante Y als solche verschwindet, so erhält man die den 

Spbenniden entapreebenden Pomein, BSmlieh lür die Kanien ) i n i e n s 

Polkante ^ =2/2, 

Höhenlinie }' = ; 2"|/^2^/i*u'^-hl, 
Mitlelkaulc Z= 
lür die Kantenwinkel aber: 

^ * IfXC 1 - 8- ^» 

cosr = also r=180*, 

weiehe Werihe sieh insgesammt für mas 1 in jene des Tetraeders venvan- 
detn. 

Setzt man dagegen in denen (Sr das SkalenoiSder gefundenen Auadriiaken 
ji SB 00, so geben selbige in diejenigen über, welche in §. 90 fnr die Dentero- 
pyramiden gefunden wurden ; zom voUstindigen Beweise, dass diese Pyra- 
miden bei sphenoidisoher Hemli^drie mit ihren sSmmtliaben acht Fliehen ans- 
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gebildet bleibeo. Eben so erhält man für m as c» die Formeln der ditetrago- 
nalen Prismen. 

Aam. Ein jedes Skaienoeder verweist ans iutmer auf drei Spheooide» 
«elel« m Imiuwm ki Mbr ndwr Beaiebaag steben. Das ein« iiasar %»he- 
aoiile ist dasjenige, dessea Hittelkaalea dieselbe Lage haben, wie die llillel- 
kanten des SkaleaoiSder«, weshalb wir es das Spheooid der Mittelkan- 
ten, oder auch, weil es sich unmittelbar ia das Skaleno^'der einschreiben lüsst, 
das eingescbnebeoe Sphenoid neooen können. Die beiden and e reo Sphenolde 
sind diejenigen, deren FUcben die IXagereo oder die kürzeren Polkanten des 
Skaleneiders abstempfba wirden, weshalb siedle Spbeaeide 4er Pelkas- 
ten geeaant werden können; das Sphenoid der Ungeren Polkanien hat 
analoge, das Sphenoid der kflrneren Poikantea d^iegen bat antiloge 
Stellung zu dem Skaienoeder. 

Eiae leichte Recbauug lehrt, dass die Hauptaxen der drei 2u dem Ska- 

leaoüder^-^ gebdrigea Spbenoide folgende Warthe haben: 

MS 

im Sphenoid der Mittelkaniea : •-- = A 



• na «k n maill^htl mt 

im Spbeo. der läogeree Polk. : — mt k 



im Sphen. der karxeren Pelk. : » ü" 

und es ist bemerkenswertb , dass zwischen den HauptajKeulängen dieser drei 
Spbenoide die Relation 4' « 4 H- i" Stall findet. 



§. 96. Bereehnmig der Trilopyramiden. 

Auch in den telmp^onnlcn Pyramiden der drillen Art oder in den Trilo- 
pyramiden des Tetragonalsystems bleiben die Zw ischenaxen unverlndcrl, wes- 
halb nur noch die Berechnung derKanteniinien undKanlenwiukfl zu geben ist. 
InIuu ist es einleuchtend, dass die obere oder die untere Hälfte einer jeden soU 
eben Pymniide geoaa dieaelbea Plicben eDthMlt, wie die gleidiMiBige HXIAe 
einet letngoDaleD Trapesoüdent denn, je nichdea für die nbweehseladeo 
eberen Flächen einer ditetragonalen Pyramide entweder die gleichsin- 
nig , oder die widersinnig liegenden abwechselnden unteren Flachen 
vergrössert werden, entsteht ja entweder eine Tritopyramide, oder ein Tra- 
pezoKder. Die oberen oder die unteren Polkanten der Trifopvmmldpn sind 
also wie ihrer Lage so auch ihrem Wiukclmaasse uach ideiii si Ii mit den Pol- 
kanten der Trapezueder; allein ihre L a n besliniail :»icij jelzt durch ihren 
0urchschiiiL[ mit der Basis, deren Glcichuu^^ ,/ — 0 ist. 

Üombiuireu wir also die Gleichungen der Flachen F und F' in Fig. 51, 
S. 155, ao erhalten wir die Gletchnngen der Poifcnntenlinie Px, nämlich 

mn n 

und ^ ^ H ^ = « 1, 

ma n ' 
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in welcheB wir oht bO za ««tEMi braueheo, iim dieCoordioataQ des MittoU 
eekpooctes der Tritopyramideii mit den Wertben 

zn erhallen. Hieraus berechnet sich die Länge 

derPolkaote^ , t^gg^j)^ 

der MiUelkante Z « , ^ 

W'aü eudiich ilie Kuiilen wiiikel betrifTl, so siud solche bereits gefunden j 
denn der Polkantenwinkel 4irist ideotiscb mit dem gleichnamigen Winkel der 
Trapezoifder, der Millelkantenwinkel Z aber idenliseh mit jenem der ditetra- 
gonalen Pyramide; also wird 

COS^l S= — TT 

Mi 

„ mVdi^+l)— »* 

eosZ = 1 

worin K abermals = ma^(«* -hl ist. 

Setzt man in diesen Aiisdnii ken m = oo, so gelan^^l man anf Werlhe, 
welche den lelragonalpn I'risijien der drillen Art entspreclien ; für // — ! , orler 
« = oü d.ijif'f^eii kiiiiimen diese Ausdrücke auf dipjeni^en zurück, weielie oben 
in 90 für die Proiopyramiden und Deuteropyruiuiden gefunden worden sind. 



Tetartoödrisohe Foxmen des TetragonalsyBteins. 

§.97. Allgemeine Bemerkung. 

Obgleieb bis jetzt noch keine Tetartoifdrie im TekrtgOBilsysteme nach- 
gewiesen worden ist, so lässt sich doch erwarten, dass solche früher oder 
später an der einen oder der anderen letrngonal kryslallisirf^tH^'n Substanz 
entdeckt wenif^n wird ^ und zwar um so mehr, als die ähnliche Ausbilduugs- 
weise bereits uu iiehiele des Hexagonalsystems bekannt ist, mit welchem das 
Telragonalayslem auch ausserdem so viele um] luriallende Analogieen erken- 
nen lässt. Wir halten es daher nicht iür äberflüäsig, der Erfiaihrung gewisser- 
maassen Forzngreilen, indem wir hier eine Belmebtnog der möglichen tetar- 
loiHlrischen Ausbildungen tctragonaler Formen einsohallen. 

Halten wir abermals den Grundsatz fest, dass bei einer jeden llerotSdrie 
zunächst die viergliedrige Symmetrie des Telragonalsfstems respeetirt werden 
mnss, nnd also niemals ^.mz e Glieder ausfallend gedacht werden dürfen, so 
gelangen wir auf das £rgebniss, dass iur die diletragonale Pyramide, nnd also 
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fflr KrysUllByiCea Sberiiaii|it, aiir swei ModtHtiUB der TelartoHdrie 



Es wird ninlich znvfirderst io jedem Gliede der Pynunide mPn eioe 
Plicliet ond zwar in d«n auf einander Tolgenden Gliedern abwechselnd 

eine obere und eine untere Fläche bleiben müssen, während die iihri<jen 
Flächen verschwinden. iSiin können aber diese abwechselnd oberen uiir] un- 
teren Flachen in Bezug auf re( lits und links entweder gleichsinnig 
oder widersinnig liegen, wodurcü denn folgende zwei Modaliläleo der Te- 
tarloedrie begründet werden : 

1. eine jede bleibende Fläche ist innerhalb ihfes Gliedes entweder rechts 
liegend oder linke liegend ; 

2. von den bleibenden PlSchen sind die oberen rechts liegend, die äl- 
teren links liegend, oder auch ungekebrC. 

Wir wollen die erstere Tetartoädrie die sphenoidische, die zweite die 
rbombotype Telartotkirie nennen, weil solche vielen Formen einen rhom- 
bischen Gestaltungs-Typus verleiht. Beide sind die vollkommenen Analoga 
der rhombotfdriscben und der trapezoedrisehen TetartoiSdrie des Hexagonal- 
syslems. 

§. dS. Sphenoidische TetartoSdrie. 

Deoken wir uns in den abwechselnden Gliedern einer diletragonalen Py- 
ramide mPft nar je eine obere and eine untere Flache, jedoch alle Tier 
Fliehen entweder als rechte, oder als linke ausgebildet, während die 

übrigen zwjflf Flächen verschwinden, so gelangen 

y£ l\ ""yi wirjedenrallsaufein tetragona lesSpbenoidi 
I \ /f welches sich aber durch seine Flächeastellong 

/ I \ / I denen in §. 92 betrachteten, eben so wie von 

SjK^^^^ \ X / anderen, gleich zu erwäbnenflen telragonalen 
1 / / Sphenoiden wesentlich unterscheidet. Wir wol- 
1/ len diese Formen Sph en oi de der dritten Art 

oder T r i l o s p h e u o i d e nennen. 

PI«. S3. 

Am leichtesten erkennt man die Nofhwendigkeit dieses Resiiltalcs der 
Telartuedrie, wenn man erwägt, dass die so bestimmten bleibenden Fla- 
chen keine aqderen, als die abwechselnden einzelnen Flächen einer 
Tritopyramide(§. 93) sind, welche sich ja, wie überhaupt jede teliago- 
nale Pyramide, in ein tetragonales Sphenoid verwandeln mnss, sobald sie nur 
mit ihren abwechselnden Fliehen ausgebildet isL Die vier oorrelaten Trito- 

spheuüidc, denen allen das Zeichen zukommt^ sind tiur durch ihre Stel- 
lung verschieden , was durch Vorsetzung der Zeichen -h und — , so wie 
d l 

j nnd ^ ausgedrückt werden kann. 
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Bringen wir nun buchslabiich genau dasselbe Gesetz for die übrigen 
holoedrischcu Forineu in Anwendung*), so erhalten wir folgende RMltttot 

Die Ihtitopframidfa mP vtrwMidfllo ikii gMeUMb in Itlragmial« Sphe- 
iioide, wekhe daher Spbemnde der erslea Art oder Prelos^beneide 
geamt werden 46Meii« und neb too denen in |. fit betradMeten benii^n- 
ehenSpbenoiden i«mr nicht dnreb ihre Pom» wohl eher durah die Bedei- 
tting ihrer Flächen nnlereoheiden. 

Die Deelerop3rraBiiden »iPoo verhalten sich gerade so wie die Protopv- 
ramiden : sie werden ebenfalls zu lelragonalen SphcnoiHpn, welche Sphenoide 
der zweiten Art oder Deuterosphenoide heissen mo^t n, da »ic sich 
durch ihre FlHchcnstellung von den beiden anderen auf ganz, ähnliche Weise 
unterscheiden , wie die Beuleropyramidcn von den i'rotopyrauiiiien uuil in- 
topyramiden. 

Die ditetragonalen Prismen ooP« verwandeln sich in telragonale Pris- 
men der dritten Art» oder inTritoprismen, weiche sich nur dnrch die 
Bedenlnng ihrer Flächen von den gleichnamigen bemiüdriscben Prismen (§.93) 
vnlerscheiden, indem ihre Fliehen abwechselnd ab obere und als untere 
gedaeht werden müssen. 

Die beiden Prismen ooP und ooPoo bleiben scheinbar unverändert, ob- 
wohl auch für sie dosVerhäliuiss gilt, dass ihre Flächen abwechselnd als obere 
und untere gedeutet werden müssen. 

Das Pinakoiil endlich bleibt unverändert. 

Ueberhaujit also slelll sich das Resu-li ii Im r aus, ilass bei dieser Tetarloe- 
drie alle l'yramiden als tetragonaie b|ihcnuidc, uud alle Prismen als letrago- 
oale Priümcn ausgebildet sind. 

§.99. Berechnung der Tritosphenoide. 

Die Deicclimmg der Trilosphenoide v,\n\ äusserst einfach, wenn wir 
diese Formen als die Producte einer wiedertioilcu Hemiedrie betrachten, wel- 
cher die Trilopyramiden unterwerfen wurden. Es ist nimlich ein, von der 
besonderen Slellnng und Bedeutung der tetragonalen Pyramiden gane unab- 
hängiges geometrisches Resultat« dass in den, durch Vergrosserong ihrer ab- 
wechselnden Flachen ans ihnen abgeleiteten Sphenoiden die Polkantea 
zweimal so lang als die lültelkanten, die Mittelkanten dagegen zweimal 
so lang als die Polkanten der Stammform sind. Bezeichnen wir also diese 

iwP/t 

beiderlei Kanten eines Tritosphenoides mit Ä und Z, so folgt aus §. 96 
ohne Weiteres : 

An} 

X = ««Z in §. 9«, 

•) W«kei e< lebr sweckn&süfp itl, eine je4e Psna icrel Sias aag aiaw ii i ii naHwr 

ibrer Flicbca auf aioe acbtoeitige PyranMc suriiekaofübreo. 
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Bkea so ist es io Bezug auf die Kantenwiokel ein ganz allgemeines geo- 
■•Iriflo^ Verhlllaiu, dast die Polka nie jedea Sybenoidea daa Sapplemeit 
der MillellEaale, und daia die Mltlelkanle desselken daa Sapplemeot der 
PoUtaite derjenigen letragonalen Pyramide ist, aus welcher das Spbeooid a]h> 
feMlel werde« kau. Demgemifla folgl akeraala aus §. 96 für irgend ein 

TriUMpbenoid 



4 



eoa^ = ^ - caaZ in §. 96, 



eosZ = — = — cosA' in §. 96. 

wobei wie immer K den Werth m^a*(n*-^'\)-i^u' hat. 

Setzt man in allen diesen Ausdrücken = 1, so erhält man die in § 95 
für die bemiMrischeii Spbenoide gefnadenen Werthe; setzt man dugc^en 
HS 00, so findet nan f&r die Denteroaphenoide die KantenÜnien : 
jr«4 «2Z in § .90,bj 

Z » Ä/^aiV+Ä s 2r in §. 90, l>; 
und ebenso die Ranlenwinkel : 

co&Ä SS -5— s — i =s= — cosZ in §. 90, ht 
1 

cosZ = — r-= — T = — COS Y in 6. 90, b. 

Setzt man endlich in denen für die Trilosphenoide gellenden Ausdrücken 
m — 00, so wird Z s 00, w%X = 1 uud cosZ = 0 ; woraus sich ergiebt, dass 

^^-^ , als GiÜBzlbmi der Tritoapbenoide, ein tetragenalea Pkiaana der drittes 

Arl 161} wie auch durch die Ableitung gefundeu wurde. 

An ID. Es versteht sich von selbst, dass man alle diese ReckBnngen auch 
M fttbrea kaoo, daia dabei die diletnigonale Pyramide mPn^ als die eigealliche 
boUidriiche Staanfbroi dar Trkofphaaoide sa Graade galegt wird. Man 

schreibt dann zuvtfrdanl die Gleicbnngeo derjenigeo vier Flächen, welche als 
bieibeode Fl.'iclim vorausgesetzt werden, bestimmt ans ihnen die Gleichungen 
der beiden Pulk iriion, und «eller dirrch Combinatinn dieser mit den Gleichun- 
gen der eulspreiiieiiüeii Fläclica die Loorciiuatca eines oberen und eines nntrreo 
Cekpnaeles. Diasar Weg Ist ein Umweg, fttbri aber aatürlicb gaas anf diesel- 
ben Resultate, wie solche Mar durch Beziehung der Tritospbaaolde aaf Ibra 
bamiädriseban SUmairiimea arfaaliaa wordea 



g. 100. Rbomboixpe Tetartoüdrie. 

Wenn in dcu abwechselnden Gliedern einer diletragonalcn Pyramide 
mP/i rUr je eine obere rechte eine unlere linke Fläche als bleibend vor- 
ausgesetzt wird, oder vice versa, so dass also z. B. in der nacbstebenden Figur, 
(in welcher y ood s die Eodpunote der drei poaitiven Halbaxen bedeuten), 
die baden vorderen Flächen Fond F', sowie die hinderen Cegenflächen der 

II* 
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beiden Flächea J und 
/' allein ansKabiUit 
sind, wXhmd die fibri- 
geii swMf PUlelieB Tflr- 
sdnrindee, ao Terwan« 
delt sich die Pyramide 
ioein Sphenoid, wel- 
ches in seinen allgemei- 
nen Eigenschaften mit 
den Sphenoiden des rliomhischen Krystallsyslenies nhprpiiistinimt, die wir spä- 
ter kennen lernen werden. Dasselbe ist namllr!] oii)c von vier ungleichseiti- 
gen Dreiecken umschlossene Form, deren abwechselnd längere und kürzere 
MiltelkanlCQ im Zickz.«« k aut- und absteigen, während die beiden I'olkaaUn 
horizoulai liegen. Da diese Sphenuidc iiu Vergleich zu den leLragoualeo Sphe- 
noiden ein sebiefes oder verzogenes Ansehen haben, und doch jeden- 
falls von den ahnlieben Sphenoiden des rhombischen Systems nnterscbiedcn 
werden müssen, so wollen wir sie Plagiosphenoide nennen. 

Man kann diese Formen auch durch wiederholte HemiSdrie sowohl aas 
den ietragonalen Skaienoedem, als ans den tetragonalcn Trapezoed ero ablei- 
ten ; aus jenen durch Ver^rösserung der an den abwechselnden Mittelkanten, 
aus diesen durch Vcrg^rösscrung der an den abwechselnden primären Mit- 
telkanten gelegenen Flächenpaare. Belrachlen wir die Plagiosphenoide als 
hemil'drische Formen der Skalenoi'd er, so resulliren aus jedem Skalenoc- 
derzwei complcmentäre Fornun. welche sich bei genauerer Betrach- 
tun;^ als e n a n ti o m or p h , als ein p.iai rechts und links gebildete Körper 
erwei&eo. Dagegen ^»iud die beiden aui» eiueiu und demselben Trapezoeder 
folgenden Plagiosphenoide tantomorph, d.h. beide erscheinen entweder 
als rechts oder als links gebildete Körper, je nachdem das TrapenoCder selbst 
als ein rechtes oder ein linkes vorgestellt wird. Die ditetragonale Pyramide, 
als die eigentliche holoiSdriscbe Stammform der Plagiosphenoide, liefert 
daher vier eomplementäre Körper, von denen zwar je zwei durch biose SieN 
longs-Aeodrrnn;; zur Congruenz, oder in parallele Stellung gebracht werdeo 
können, wahrciid diess für je zwei andere nicht mehr möglich ist. Die beiden 
in Figur 54 dargeslcilleD Spbeuoide sind ein paar solche cnaoliomorpbe Gc- 
geukörper. 

Intersurhen wir nun, wcidie Wirkungen dieselbe Tetnt lonlrie auf die 
übrigen holoedrischen Formen des Teiragonaisyslemü au^ulil';, 5 u gelangen 
wir auf die folgenden Resultate. 

Die Protopyramiden mP verwandeln sieh in tetragonaleSp beneide, 
welche zwar in ihrer Gestalt sowohl mit den hemiifdrischen, als auch mit 
denen in J, 98 nachgewiesenen tetartoSdriichen Prolosphenoiden vollkommen 
übereinstimmen, in der Bedeutung ihrer Flächen aber von beiden we- 



*) Wobei es ahci maU ratbsam ist, jede Form üurcb Tlieiluog ihrer Flüttieu gleich- 
aaai io «in« lebtseilis« Pyraaiil« so varirandela, 
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sentlich abweichen, und kraft dieser Bedeutung der Enantioniorphie uoter- 
worfeu siud, ohne dass sich doch solche iu Ihrer GesUiltun^ zu erkennen giebt. 

Die Deuteropyramiden mPoo verwandeln sich iu horizontal-pris- 
matische Formen, also iu solche Formen, welche den Raum iu der Uich- 
toDg der dnen Nebenaze offen lastea, indem sie nur noch von den vier, die- 
ser Nebenaxe parallelen Flächen bej^nst werden. Wir können diese For- 
men, wie die ähnlichen Formen des rhombischen Systems, mit dem Namen 
Dorna belegen. 

Die diletragonalen Prismen ooP// verwandeln sich in vertical prismati- 
sche Formen ron rhombischem Querscboille , oder in rhombische Pris^ 
men, indem sie nur noch mit zwei, einander {^cfjenüber und an demselben 
primären Haupt^chuilte anlir«;cn(leii FÜtcheupuarea ausgebildet sind. 

Das Proloprisma coP bleibt scheinbar unverändert, obwohl die Be- 
deutunj^ seiner FlUchcD eiue ganz andere ist, als sie lür dasselbe Prisma 
bei baloedrisciicr, hemiedrischer oder sphenoidisch- tctartocdrischer Ausbil- 
dung Stall ßndet. 

Das Deuteroprisma ooPoo erscheint nur noch mit zwei gegenffberliegen- 
den Flächen, als ein verlicales Flächenpaar, dessen beide Flachen einem 
der primären Haoplscbnitte parallel sind, mithin als ein yerticales Pi* 
nah o id. 

Das Pinakold endlich bleibt unverändert. 

Ueberhaupt also erleiden durch diese Tetartolfdrie die sämmllichen holog* 
drischen Formen, mit Ausnahme des IVoloprismns und des Pinakoides, eine 
wesenllirbe Ceslallveriitidcrung ; alle aber uiiterlie|;en dem Verhältnisse der 
Enauliuaiorphie, als einem durchgreifenden Gegensätze, welchem sich keine 
Form entziehen kann. 

Anm. Sollte dereiost eine (etragonal krystalllsireode Substanz aufgefun- 
deo werdeo, welche dieser Telartoedrie VBlwworren ist, so wird sie auch jeden- 
falls die BrscheioDDgeii der circulareo Polarisation des Lichtes zeigen, wie 
•olche mit der analogeD Tetartoedrie im tesseralea aad hexagonalen Systene 
verbanden ist. 

§. 101. lierecbnung der Plagiosphenoide. 

Diejenigen vier Flachen, welche in Fig. 54 (S. 164) als die zunächst 
bleibenden Flächen der Pyramide ;;/P// gewählt wurden, waren die beiden 

vorderen Flüchen /«'und F', so wie die bei- 
den hillleren (legenflächen von y und y", 
welche wir u»it F" und F'" bezeichnen 
wollen. Sind nun ;r, t/ und z die Cndpuncte 
der positiven Halbaxen, so werden die Glei- 
chungen dieser Flächen folgende : 

färF, — = 1 
' ma II 
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füri?" = l 

Doreb tuceessive Combioation der Gleichung von F mit den deicbangen der 

übrigen drei Flailiün rinden sieb nnn leicht die Gleichungen der dra Ranten- 
linien PQ, QR und PR ; und zwar werden diese GleicbnngeD.: 

fnr ^F^sva, und^ ^»^Q 

^ n 

fnr«A«»l, nsd— -^»0 

^ //la a 

ISe PH ymi —IV, nod — -t- s kO. 

w/a 

Ans diesen Gleichungen ersiebt man zuvörderst, dass die dreierlei Kanten des 
Plagiospbenoides den Coordinal- Ebenen oder Hanptscbnitten |Mira]lel sind, 
indem die Polkante PQ horizontal, die Miltelkanle Qß der Ebene (^ry), and 
die Mittelkante PR der Ebene (xof) parallel liegt. 

Uoi die Längen dieser drei Kanteniinien zu berecbneo, dazu bedarf es 
nur der Bestimmung der beiden Punrte P und Q ; denn wir habmi zn berück- 
sichtigen, dass die Kantn PQ von dem F.ixlpimcle j' der Haiiptaxe, und die 
Kante QH von dem l'udniHu te z- der Axe der z lialbirt wird, während der 
Halbirungspuucl der Kante in der negativen Halbaxc der und zwar in 
der Entfernung n vom Mitlelpunctc des Axensyslems liegt. Die Coordinaten 
der Puucle P u \ii Q aber bestimmen sich durch Combioation der Gleichungen 
der Ifinie PQ mit den Gleichungen der Linien QR und PRi man findet so 

für den Ptooet P x = ma, y s — », s s » 1, 

für den Punct ^ x=}na, ys», j8 = l. 
Hierans berechnen sich denn die Kanteniinien wie folgt : 

Polkante Ä 2/^*+l_ 

lungere Mittelk. Z = ay^?/*V-h»* 

kürzere Mitlelk. Z « Sy mV+l 

Die Ka n t e n w i n k e 1 aber bestimmen sich aus den Parametern der vier PlI- 
ebea F, F% F" nnd F'" nach der allgemeinen Formel von cosüTcS. 41) 

COSA = 

cosZ B 



eosZ'» 



R 






l>-i»* 


K 









wobei Z naiurüch denselben Werth erhalt, wie die Mittelkante der SkalenoS- 
der in §. 95, oder die primären Mitlelkanten der Trapezoider in §. 94. 

Setsen wir nun in diesen für die Kanteniinien nnd Kantenwinkel der 
Plagiosphenoide germtdeoen Ausdrücken «rsl, so erhalten wir Kir die ans 
mP abgeleitete letartoMrische Form folgende Werthe s 
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2^ Z' 2]A„iV-|.l 

COSZ = COÄiZ' = n^v V T > 

2///'a*-t-l 

welche Werthe nH denen 10 {. 95 für die lienilldrifcben tetragonalea 
Sphenoide irefottdenen Wertbeo vollkommen Sbereinstimmen. 

Selsen wir dagegen in denen ffir die Plagiosphenoide gefundenen Ans- 
driieken m «oo, 10 folgt für die aus »Poo abgeleilele tetartoidrisclie Perm : 

X ^ Z =: CO, 

cosA = — =— , — 'S • 

cosZ = — cos.V, 

cosZ' = 1, also Z' = 0»; 
aus welchen Werlhen sich ergiebl , dass dir se Form ein h (i r i ;£ o n l a l e s 
Prisma i&l., welches von zwei einander gegenüber iiegeudeu i'iaclieQpaareu 
der Pyramide mVoo gebildet wird. 

Sellen wir eben <o in den allfenmiBin AneMeken für die Piagiospbe- 
noide « s 00, so ergiekl sieb fiir die nvs ooP» nbgelcilole teUrtoKdnsebe 
Ponnt 

eosAT aB 1, also s 0^, 
»*— l 

COSZ = — -s r , 

cosZ' = — cosZ', 

welche VVerthr tins leftren, dass diese Form ein verticales Prisma von 
rhombisch rm Querschn/f tc ist. 

Selzen u ir eodlicb in denen so eben iür ooPn gefundeDen Werlben attch 

M s= 00, SO folgt 

eoeZ ».1, also ISO*, 

cwTmi, alsoZ''^iy>, 
woraos sieb ergiebt, dass die ans den Denleroprisnia Ibigende telarloSdnsebe 
Form ein bloses verticales Plächenpaar ist. 

So finden also die in §. 100 durch die Ableiinng geftindeneo iesnltale 
ibre volUtindige Bestäliguog dnreb dieHeebnnng, 



Combinationeii der tetragontden Tmtmu 

g. 102. Eintbeilung derselben. 

Die Gombinaüonen des Telragonalsfstens sind entweder boloCdrisebet 
od« hendMiMebey oder auch mjfglicberweise lelarloedrische, je naebdem die 
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eine oder die andere Ausbildungsweise der Formen Statt fiodet. Du nun eine 
teUrtoedrische Ausbiiduug bis jelzl uocü au kciucm Iclragonal krystallisi^eo• 
den Rdrper beobtchlel worden ist, se ndgen «neb an gegenwirligem Orte 
die betreffenden Combinationen unberncksichtigt bleiben. 

Die meisten telragonal krystallisirenden Körper leigen eine botolfdrische 
Anabiidttng ihrer Formen, weshalb denn auch die boloidrisohen Combinatio- 
nen bei weitem die wichtigsten ;sind. Einige Speeles voa Mineralien und 
fcSnstlich dargestellten Körpern neigen die pyramidale, andere die sphenoidi- 
sche Hemicdric, wogegen die trapezoedrische Hemiiidrie bisher noch an kei- 
nem Körper mit Sicherheit erkannt worden ist. Da sich jedoch die pyrami- 
dale und die trapezordrisrlip ITemiedrie nur in solchen Formen zu erkennen 
geben, welche gewöhnlich sdir untergeordnet auttreten, während die in 
den Combinationen vurwalleuden Formen durch diese beiden ModalilUteo 
der Hemiedrie gar keine rmgeslalliing erleiden, so können wir uns auch füg- 
lich auf die DaiÄU llung der sphenoidischen Combinationen beschränken. 

Uebrigens bedarf es kauui der Bemerkung, dass Combinationen über- 
haupt nnr innerhalb eines und desselben Formencomplexes möglich sind, 
dass also aoch nur von Combinationen solch er Formen die Rede sein kann, 
weiche ans einer nnd derselben Grundform abgeleitet werden können, oder En 
einer nnd derselben Krynlallretbe gehören* 

Jedenfalls werden wir uns aber auch hier, wie im Tesseralsysteme, nur 
auf die allgemeine Theorie der binären Combinationen besciirünken, und 
dabei wiederum die \' oraissetzung gelten lassen, dass die eine Form als vor- 
herrschende, die andere als untergeordnete ausgebildet sei. 

§. 103. Theorie der holoedrischen Combinationen. 

Da (ile ditetragonalcu Pyramiden die Repräsentanten aller boIoSdriseheD 
Formen ^ind, so werden wir die allgemeine Theorie der binären Combina- 
tionen überhaupt in den Combinationen zweier solcher Pyramiden zu suchea 
haben, von welchen wir die vorfaerrtchende mit mPii, die untergeordnete mit 
m'Pii' beseichnen. Denkra wir uns beide Formen in der Ableitungsstellon^ 
um einen gemeinsebafUiehen Mittelpunct ausgebildet, so erkennen wir leiehi, 
dass die vorherrschende Form durch die Flüchen der untergeordneten Form 
folgende sechs Modificationen erleiden kann : 

1. eine Zuschärfung der primären 'Pol kanten, 

2. eine Zuschärfung der secundären l'olkanten, 

3. eine Zuschiirfung der Millclkanlen, , 

4. eine acblllachige Zuspitzung der Polecke, 

5. eine vierllachige Zuspil/Aing der primären Mittclecke, und 

6. eine vierüacbige Znspitzung der secundären Mtltelecke. 

Um nun die, diesen sechs Combinations - Verhältnissen entsprechenden 
Bedingungen auf eine einriebe Weise zn bestimmen, dann wollen wir uns 
beide Formen auf gleich grosse Nebenaxen redocirt denken, wie ja solches 
nvch bei der Ableitung vorausgesetzt wird. Dann ergeben sich jene Bedin- 
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guDgen weseDÜich aus den Grössen der Haoptazen h und h\ und der Zwi- 
sebeoazeD r und r'. 

1. ZiKchärfong der prinSreo PolkaDten X, Sie erfordert 
offeii!»ar eine Goineideoz der beideraeiUgeii RenteiiliDien AT» aod folglieb die 
Gleichheit beider Haaptaxen, oder il'asA; ausserdem muss aber auch die 
Polkante der ontergeordnelen Form stumpfer sein, als jene der vnrlierr- 
sehendeB Form , welcher Bedin}>;ung dadurch Genüge geleistet wird , dnss 
r v> r h\. Folglich muss eine Zuschärrung der primären Polkaateu Slatt fin- 
den, wenn zugleich h' und /*' >r isL 

2. Zuschärfung der secundären Polkaolen Sie erfordert 
erstens einen Paralielismus der beiderseitigen Kanten 1\ und zweitens, dass 
dieselbe Kaute in der untergeordneten Form stumpfer ist, als in der vorherr» 
sehenden. Jener Paralielismus der Kanten wird Statt finden, sobald das Ver- 
bs llniss der Hanplaze zur Zwiscbenaxe in beiden Formen dasselbe ist$ 
setzen wir ako das Verbaltniss von A : r = ^, und jenes von h' : r =q\ so 
wird die erste «Bedingung darauf znrnekkommen , dass y'^g» Die zweite 
Bedingung aber wird offenbar nur dann erfüllt sein, wenn r'<r. Folglich 
wird eine Zuschärfung der secundären Polkaolen allemal eintreten, sobald 

= und r' < r. 

3. Zuschärfung der Mittelkanten Z. Sie erfordert Paralielis- 
mus oder, wegen der vorausf^esetzten Gleichheit der ^ebeiiaxen, 0)iucidenz 
der beiderseitigen Millelkauteu, also auch Gleichheit der Zwischenaxen, oder 
r wr. Zugleich missen aber die Hittelkanten der nntergeordnelen Form 
stumpfer sein, als jene der vorfaerrsehenden Form, welebe Bedingung durch 
A' > A erfüllt wird. Demnach wird jedenfalls eine Zusehlfrfnng der Mittel- 
kanten Statt finden, wenn r « r, und A' > A. 

4. Achtflächige Zuspitzung der Polecke. Sie erfordert offen- 
bar die Erfüllung der beiden Bedingungen, dass A' < A und g' <iq ist. 

5. Vierflächige Zuspitzung der pri mären Mi ttelecke. Sie 
wird jedenfalls Statt finden, wenn /i'> h und zugleich ;*'> /• ist. 

6. V ierfl ä rhi^'^e Zuspitzung der secundären Millelecke. 
Eine solche wird nfMlj>N endig eintreten, wenn y' > f/ und r < r ist. 

Da nun die iluuptoAen beider Formen die Werthe mti und m'a, die Goef- 

ficienten der Zwischenazen aber die Werthe — ~r und — ^ haben, so er^ 

giebt sich, dass 

A' > e: < Ä, wenn »' > ä < m, 
r' > = < r, wenn »' > = < «, 

9 > S5 < y, wenn — -> — > « < — - — > 

und wir erhalten demnach für die seehs Combinations-Verhillaisse folgende 
Begels: 

An jeder Pf ramide mFn bildet eine zweite Pframide m'Pji' : 
1. eine Znschärfnng der primSren Polkanten, wenn m' anm, und V > »; 
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2. eine Ztiscbärfong der secuDdiren Polkanteo, weno — — ^^p-^» 
und 

3. eine ZnaehSifiiag der IlifttelkMteD» wenn n k », «ad »' > « ; 

4. eine achtfläcbige Zuspitzung der Polecke, wenn m' < jr, und ■■ — n — * 

5. eine vierfläebige ZnspitzQDg der primireD llittdecke, wmmi jii'>M, wd 

6. eine vierfläcbige Zuspitzung der seeundSren Hitteleeke, wean — ^—7 — ^ 

>. --i 1 und Ii < fi. 

n 

iu diesen sechs Regeln ist die gaoze Theorie der binären holoedrischen 
CoDbiottioim des Teiraguualsystems enlbatten, wie man sieb leicbt über- 
zeugt, wesD man IHr mPm and im'Pji' die Ziiehen irgend nweler anderer Por- 
dnlGbrt. 

Ania. Uai diets nnr an ainem Beitpiele zn erlintero , so wollen vir aus 
vemtebenden Regeln die CombtttaHoas^ErtcbeioiBgea einer Deaterepyraaiide 
fltPoo mit einer Proiopyranide m'P ableiten. Da io diesem Falle n = oo aod 

n == 1 ist, so sind oRetibar nur nnrh Hie drei Fälle 2, 4 und 6 möglich, welche 
sich deshalb, weil die oolergeorduete Form nicht mehr 16, sondern nur 8 Flü- 
cbeo« und ireil die vorherrscbeode Form nur noch eine Art voa Polkauteo und 
Miltelecken beailsi, folgeodennaatiaa aasdrOeken : 

Et bildet an mVoOj ab vorberrseheader Perm, eine oatergtorduate ProCo- 
pyramida in'P : 

1« eine Ahstnmprung der Polkanten, wenn m = \m, 

2. eine vierfliScIii^'r /ii^pil/iinp Avr Polecke, ... < . . , 

3. eine Zuschiirfung der Mille letke, ... 'S . . ; 
dass aber die Flächen der ontergeordoetea Form .«teis auf die Poikaolen d<*r 
vorherrschenden aufgesetzt sein müsseo, diest ergiebt sieb niebl nar aas der 
gegenseitigen Stellang beider Pyraaiidaa, toadem es llsst ticb anch ans var* 
stehenden Regeln erkennen, sobald man darauf achtet« wie je zwei Flächen 
der (liietragonalen Pyraulide ZU einer FlMebe werden, wenn sie in eine Proio- 
pyranide abergehl. 



§. 104. Tbeorie der sphenoidiscben Gombinaiionen. 

Unter alleu bcmic'drischen Combinationen des Tetragonalsysleros haben 
diejenigen, welche durch die spheuoid iscLe Hemi^drie bedingt werden, 
die grössle Wichtigkeit, weil diese Hemiedrie nicht nur die diletragonalen 
Pyramiden, sondern aoch die so gewöhnlichen Protopyramiden einer weaent- 
lieben GestaUverändemng unterwirft. Sebon dessbalb bedürfen die sphenoidi- 
sehen Gonhtnationen einer etwas ansführlieheren BetraebCoog; aber anch die 
vielfachen Anaiegieen, wdehe diese Gombinaiionen mit den rboniboedrisehen 
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Cümbinalioneti des Hexagooalsyslems zeigen, dürflen eine solche üctraebluug 
recblfcrligen. 

Die Theorie dieser Combiuaüoneu beruht auf der Unlersuchting der Ver- 

fwP/i m'Pn 

biluiisse, vnler denen sich irgend zwei Skalenoüder und — eombini- 

ren können, von weldMn das eratere als vorherrschende, das andere aU an- 
Inrgeordnete Fora Tonnageeetzt wird. Dabei isi jedoch, wie bei allen kemUi- 
driaeben Cenibinationen, die Ambigniiat der Stellung zn berneksicbtigen, 
indem sich beide Formen entweder in analoger, oder in antiloger StelJung 
befinden können. In beiden Fällen ist es die Lage der beiderlei Polkanten 
und Mitielkanten, doreb welche die Gombinaliona-ESrscbeinangen wesentlich 
heatimwi weiden. 

I. CombinatioHen sweür Skalenop'der von gleicher oder analoger 

Stellung. 

Aus den (fleichungen derjenigen tirei Kanlenlinien, von v» eh hrn irgend 
zwei äbulich liegende Flächen beider Skalenoeder begränzl weriieu, gelaugt 
man sehr leicht anf folgende Resullule. 

£8 bildet an einem vorberrscheDdea Skalenoeder — ^ ein uotergeordue> 
Ics Skalenoeder — J 

1. eine Zosehärfung der längeren Polkanten, wenn — ^— ^ — - = 
— - — 2, und II <»5 

Vi itl 1 ) 

2. eine Znachdrfang der kürzeren Polkanlen, wenn — — - mt 

— ^, and 

m' m 

3. eine Zoschärfong der Miiteikanten, wenn -r»— 9 und ni'>si, 

M n 

also anch n'>»; 

4. eine vierUachige Zuspitzung der Po lecke, wenn — ^— » — ^ <— ^ 

fi 

und "-^'^ , — ; sind dabei die bclerüpularrn ('ombinalions- 

n n *^ 

kanten*) horiieatal, so isi » »n, sind sie aber parallei den Mitielkanten, 

. . n fft 
so ist -7 s — ; 

n n 



*) Die Cf»inbinationskanlen sind in (Un einaxipen Krystallsystemen als hcter« po- 
lare and ampbipolare zu oaterscbeideo, je naebdem die beiden Flacbea, voa denen 
•ie gebildet werden, ttt «iatr utd derselben Biirte der Hauplaxe, alae n ciaea «od dea- 
Mlbea Pole g«bSr«o, «der aiebt. Veif l. Aafangigr. 8. 93. 
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5. eine Zuschärf ung der Mitlelecke, die Zuschärfunpflächen paarweise 
aof die kürzeren Polkanten aufgesetzt, wenn > 



nnd »' > » ; sind dabei die beteropolaren Gombinalionskinlen den I8n- 

n n . II I • . »'{«'-1-1) »(Jt+I) 

geren Poikanten parallel, so ist — i — f — - ä = | 

6. eine Znscharfang der Mitteleeke, die Zuschärfungsflächen paar^ 
weise auf die 1 ä n g e r e n Polkanten aufgesetzt, wenn ^i^i^— ^> ^^""^^^ 

und jjr'> - i dabei werdeu die heteropolaren Combioatiooskanleu hori- 
zontal, wenn n' » n, oder aneh parallel den kürzeren Polkanten, wenn 
mV— 1) m(iff— 1) 
"7? — "-^S—' 

IL Comäinatüuten zweier Skaienoeder von verwendeter oder 

antiloger Slellttng» 

Indem wir abemals die Gleiehnngea der Rantenlinien zweier ibalicl 
liegender Flächen anfsocben, erhalten wir die folgenden Resnllale: 

Es bildet an einem vorherrschenden Skaleno^der ein ontergeordne- 
m'P« 

tes Skaienoäder t 

% 

i. eine Zoscbärfung der kürzeren Polkaiften, wenn — ^ — 



mjn-i) . 



n 



n 



2. eine Yierflächige Zuspitzung der Polecke, wenn ^U ^^ — il< 



n 



3. eine Zuscbärfung der M i tt c 1 e c k e , wenn ^" ^ — \} . ^Jq^j 
dabei die heternpninren Co mbinationskanten den längeren Polkanten pa- 

rallel, so ist , — - = j . 

n n 

Andere Verhältnisse als diese drei können bei verwendeter Stellung beider 
Formen nicht vorkommen. 

Aon. Aus diesen atlgemeioeo Regeln wird mtn sieh leicbl die beseads- 
ren Regeln ableilen kOnoen, welchen die Gombinationen irgend iweier andeivr 
Formen unterworfen 
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Zonenlefaxe de« Tetnigunalnjitems. 

§. 105. Bestimmong der Fliehen avs den Zonen. 

Als Beispiel für die zonaie ßestiuimung der Flächen und Fornipn wählen 
wir die in nachsteheoder Figur dargesleille 13zählige Combination des \ esu- 
viaus, tür weiciie sich diejenige teli*agonale Pyramide^ deren Flächen mit c 

bezeichnet sind, vorzugsweise ais Grundform 
P enpfiebll. Dann entspreehAi die Fliehen P 
den Pioakoide OP, die Fliehen d dem Preto- 
Ifrisma ooP, nnd die Fliehen M dem Dentero- 
prisma ooPoo. Ferner ergiebt aieh sofort 
aus ihren Verhältnissen zur Grundform, dass 
die Flächen b und r zwei venehiedenen Pro* 

topyramiden, 
die Flächen o und u zwei versehiedenenDeu- 

leropyramiden, 
die Flaclii n 5, jr und e vier vcrschiede- 
Fig. Sft. nen diletragonaleu Pyramiiit-n, und 

die Flächen J' einem dilelragonalen Prisma 
ngebören. Naeb §. 103 bestimmen sieh aus ihren Verhältnissen in der 
Graadform die Pyramide 0 als Poo, nnd die Pyramide ti als 2Poo, wodurch 
dean zagleieh die Pyramide b als 2P erkannt wird. 

IKe Fliehen 9, «, j/, b\ e\ Jll' n. s. w. fallen 10 eine Zone, welehe 
aiaa die Polkaotenzone der Pyramide 2P nennen kann, weileine Polkanle 
dieser Pyramide die Zonenlinie darstellt. Die Gleiehongen dieser Polkante sind 

ysOund^ + JS»l 

folglich wird die Zonengleichung 

a c m c 

woraus sich denn tür alle Flächen die:»er Zoue, und daher auch fiir die Flä- 
chen s' und e die Bedingung c = Im ergiebl. 

Eben so fallen alle mit x und z bezeichnele Flächen in eine Zone, welche 
man die Polkanlenzone der Grundform nennen kann, und zwar die vurder- 
sten, mit x und s' bezeichneten Flüchen in die Zone der oben, rechts gele- 
genen Poikante von P ; daraus folgt für diese Fliehen die Zonengleichung 

i-4«0,oderi-i =0 
41^' m 6 

«I>o»»m. Fir die Fliehe jr' gilt also 

Assm, nnd eas^m, 

Nan folgt aber unmittelbar ans der Lage dieser Fliehe» dass für sie oav I 
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und b=-n sein muss; folglich wird wss»s2, und die Fliehen 9 gehören 
diber der Pyramide 2P2. 

Da z, e und / horizontale CombiDationskanteD bilden, so müssen sie 
alle denselben Werlb der'AUeitaagszabl n baben; also wird 

/»ooP2, ttnde'smP2 
Es fond sieh aber vorher fifr e' die Bedin^ping c = |m ; da nun ans der Lage 
dieser Fliehe Itir sie der Werth ^ as 1 folgt, so mnss e ss » as 2, nnd si s 4 
sein, und die Fliehen » geboren daher der Pyramide 4P2. 

Da ferner e, jp, at' und e in die Polkaoteozone der Pyramide r fallen, so 
mnss r = 4P, und, weil oben for x die Bedingung bssm gefunden wurde, 
.« K 4P4 sein. • 

Bs ist jetzt nur noch die Beslimmung der Pyramide a übrig. Die Flä« 
eben e, fallen in eine Zone, von wacher« und c bekannt sind, oder 
deren Zonenlinie die in den Octanlen der positiven Haibaxen fallende Pol- 
kanie der Pyramide u ifitj daran« folgt für die Fläche a' die eine Zonenglei- 
cfaong 

m ü c 

Die.selbe Fläche fällt aber auch in die Zone der beiden Flächen o und s' ; sub- 
slituirt man die diesen Flachen zukommenden Parameter in den Werthen von 
Af, N und /{ der allgemeinen Zonengleichung S. 47, so erhait mau iür die 
Fliehe a* die zweite Gleichung 

m b e 

Die Lage dieser Fliehe lehrt aber onmittelbar, dassffirsie esst ist $ folg- 
lieb bestimmt sich ^ s » s 3, nnd m a | ; die mit ei beseiehnelen Fliehen 
gehören also der Pyramide fPS, womit denn die Bestimmaog aller in der 
enihalienen Formen roUnogen ist. 



g. 106. Wichtigste Zonen des Telragonalsystems^ Zonen 

der Axen. 

Im Tetragonalsysteme werden gewöhnlich folgende Zonen als die wich- 
ligslen hervort^pliobeii : 

a. die liauplaxtni/.uue, 

b. die Ewei Nebenaxenzonen, 

0* die Bwei Zwisehenazenzonen, 

d, die vier Polkantennonen der Grundform, und 

e. die vier Diagonaltonen der Grundform. 

a. Die Haup tax en Zone ist diejenige einzige Zone, deren Fliehen 
der Hanptaxe parallel sind ; sie begreift daher simmtliche Prismen des Sy- 
stems, also alle ooPji, nebst ooP und ooPoo, während für säe übrigent die- 
selben Betrachtungen gelten, welche S. 122 für die verticale Kantenzone des 
Hesa4klers mitgetheilt wurden. Man nennt sie auch die horizontalo Zone 
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des Tetragooalsysteras, weil sie um dasselbe in horizontaler RichUiog zu ver- 
folgen ist. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier Machen F und F die- 
ser Zone telinuit sich ans dem allgemeinen Ausdrucke (S. 55) 

gerade so wie in §. 74, mit dem Werihe 

in wdebem h und 6' die in der Aze der e und c die in der Axe der e lie- 
gendeit Parameter Meotee, welche GrStseii daher in jedem beeonderen Falle 
mit pr, n\ 1 oder 00 zu vertaasefaen und übrigens noch mit den erferderlieben 
Voneicben zu verseben sind, weil in dem vorslebendeD Wertbe tob taoglP^ 
vorausgesetzt ist, das«; die beidea Fliehen Fund F* in den Octanten der po- 
silivea Halbaxen fallen. 

b. Die Ncbenaxenzonen sind dipjpntgen Zonen, deren Flächen einer 
'Ipr iXebenaxen parallel iiej;en ; sie sind dabei /.n zwei vorhanden, und be- 
greifen alle diejenif^en Flachen, für welche entweder der Parameter ff, oder 
der Parameter c den Werth oo hat, folglich alle Deuleropyramiden 7/<Poo, das 
Deuteropiibiua ooPou und das Pinakold OP. Man uenul sie auch die vcrti- 
ealen Zonen des zweiten Prismas, oder die Mittelkanleozoneu der 
Deuteropyramiden* 

Die Tangente des Neigungswinkels zweier Fliehen P nnd F' ditier Zo* 
ten indet iteb ans dem allgemeinen Ansdmeke (S. fi4) 

^^^^ M'»6Vee'«ffVMW 
indem ninn erwlgl^ dAM» wenn bmAb'm^ sind, dum e nnd e' «b 1 sein 
mlsseii, und vice Tereai so wie das« stall « und n' die Grössen ma nnjl m'a 
gesetel werden k0nnen$ man erhill s6 

Ungl^=.^"^'7j5' 
• iw»ia'-hl 

welcher Ausdruck allgemeio gütig ist, sobald man berücksichtigt, dass in sei- 
ner vorstehenden Form «sowohl 7n als Jn mit positiven Werlben vorsusgeielst 
siad, und daher aolhigentalls deren Vorzeichen ändert. 

c Die Zwisch enaxcnzoncn sind diejeni^'pn Zonen, deren Flächen 
einer (In Zwischenaxen parallel lic'^m ; sitid .•dsn gleichfalls zu zwei vor- 
handen, und begreifen alle diejenigm M u lir n. iur welche die Parameter b 
und c einander gleich, oder beide — 1 sind, lolglich alle Protopyramiden mli* 
nebst dem Proloprisina cx>P und dem Piuakoide UP. Sie werden auch die 
verlicalen Zonen des erslen Prisma genannt nnd kännlcn auch die 
Millelkanlensonen der Gmndfonn heissen. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend nweier Fliehen dieser Zone 
findei sieb ans dem allgemeinen Aosdrueke von lang^ dnrcb ibnliehe Be- 
iraehlongen wie vorher $ nimlich 
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wobei wiederuB in jeden Ibesonderan Falle die VondelieD vob m «nd ta 
berocksichtigea sind. 



|k 107. Fortsetsvng; PolktntensoDea der Grandforn* 

Die Polkanteozonen der Graiidr<»nii sind diejenigen Zonen, deren Pli* 
elien den Polkanlen der Grundrorm parallel liegen; tie sind daher sn vier 
Yorhanden und begreifen mebre Arten von Formen, wie aus folgender Be- 
trachtang erhellt. Wahlen wir z. B. diejoniiic Polkante zurZonenliin**, welche 
die |iositivcit llalbaxen der r und r verbindet, SO sind die auf den Millelpunci 
reducirten Gieicbungeu der Zoueuiiuie : 

yaO, und ~ -i-xsO. 

a 

Vergleichen wir diese mit den allgeniciiien dlrü hungen S. 47, so ergiebl sich, 
dass — a, y = 0, und^=i 

sein muss, woraus denn die Zonengleichung 

a 1 

— — SS 0, oder ucssa 
n e 

folgt. Da nan mPn das allgemeinste Zeichen irgend einer Pom ist, so wird 
auch der allgemeinste Werth von a s ma sein, durch dessen EinfShmng sich 
die Zonengleichung aol e vm reducirt. Es hann aber c entweder den Werth 
«, oder den Werth 1 haben, wobei b im ersteren Falle = 1, im letzteren Falle 
SB» ist; folglich sind P/i und mi^m die allgemeinen Zeichen derjenigen For> 
men, welche der Zone IribuLär werden, und zwar liegen die Flächen von Pa 
an derselben Nebenaxc wie die Zonenlinie, die Flärhen von mPtn au daran* 
dorm Nebrnaxe. Da nun unter dem Zeichen Pw auch P und Poo, sowie nn- 
ter dem Zeichen mFtn auch P und ocPcv « nfhalten sind, so werden überiiaoft 

P, Pw, Poo, mi'//{ miil oqPoo 
diejenii^en Formen sein, welche Flächen in eine Polkanlenzone der Grund- 
form iielVrii k(tniien. 

Die Tanj;enlc des Neigungswinkels ir^^end zweier tautozonaler Fläelien 
bestimmt sich etwas verschieden, je nachdem beide Flachen enti^eder unier 
derZeichenlurm Va oder uiVm stehen, oder je nachdem die eine unter die^eo), 
die andere unter jenem Zeichen enthalten ist. Aus dem allgemeinen Ausdrucke 

aa Ob -t-f r fi(i -^uu ( C 

folgt nSmlich zunächst, indem man /u = — a, f = 0 und ^ = 1 setzt, so wie 
lür k den Werth — snhstituirt 



^ atiöö'+cc'aa-t-üO'cc 
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oder, weil aa = a^cc', 

welcher Ausdruck ^anz allgemeingiltig ist. 

Gehöreu uua beide Flächen zu zwei Foroieu Pn und Pn', so isl 

ff a> a, 6 SB II, 
ff' =s a, ^. 

und dann wird 

Gehöreo dagegen beide Pläelieii zu z^^ el Fonnen mihm, uod m'Pm, so ist 

ff s ma, 6 = If 
ff' = ai a, ^' » n 

oder aneh io voralebeiideniAiisdrocke noit — , and n' iiiit-7 zu Tertaiisehen, 

n in 

und dann wird 

. i^_ a(wW)]/a»-ht 

»•ngM^- aW+l)+l 
^ebdn endlich die eine Fläebe zn einer Pom P», die andere so einer Pom 
m'Pm't 80 ist 

ffsa» ^»11» ff'»m'a, ^'-i * 
oder aocb in dem ersten Ansdmcke n mit zn verlanaeben. 



§. 108. Diagonalzonen der Grandform. 

Die Diagonalzonen der ürundfonii .sind diejenigen Zonen, deren Flä- 
chen den Höhenlinien oder Diagonalen der Flüchen von P parallel liegen ; da 
nun dieselben Linien den Polkanlen der Pyramide 2Poo parallel sind, so las- 
sen sieb diese Zonen anch die Potkantenzonen der Deoteropyramide 2Poo 
nennen. Sie sind ebenfalls zn vier vorbanden, nnd begreifen wiedennn mehre 
Arten von Fonnen. Wählen wir die in Oetanlen der peoiliven Halbaxen lie- 
gende Höhenlinie zur Zonenlinie, so werden die auf den llitlelpnDCl redaeir^ 
ten Gieichangen derselben 

y — #*»0, und ^ y«"0 

und vergleichen wir diese mit den allgemeinen Ciieicbungea der Zonenlinie 
(S. 47 )f so tolgt, duss 

/u = — 2a, >= !, ^ = 1, 
woraus sieh die Zonengleichung 

1-0 

a 9 c 

•rgiebt« Da nao eine jede Form onter dem allgemeinen Zeioben joPii ealhat- 
ten iat, welebem das PaFameler-Verbällnisa ma : « : 1 entspricht, so ist in 

12 
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dieser Zouengleichung a =ma, sowie fntwprler h = n uad i;= 1, oder 1 
uad c s= ji zu setzen, wodurch sie io beiden Fällen • 

l-l-I-O 

m. n 

wird. In dieser Gestalt bezieht sie sicli nur auf solche Flächen , welche im 
OcUoteo der positiven H«lbnxea liegen, imd liefert ileo die ResalUI, das» 
alle in diesen Octanten CiUende Flächen der Zone nnter der allgemeinen Zei* 
chenrorm 



2— ffi 

stehen müi^sen, durch welche wir auf eine Fonnenreihe gewiesen sind, die 
mit P beginnt, und mit 2Pcq endigt. 

Für alle in den beiden (oberen) Neben-Octanten liegende Fläcben wird 
die Zoueagteii'bang 

IW II 

weshalb denn alle diese Flai hen uuter dem allgemeinen Zeichen 

01—2 

enlballen sind, nnd einer Formenreihe au^eliüren, welche mit 2Poo beginnt, 
und mit ooP endigt. U^rhanpt also sind 

P, m?^ — , 2Poo, iiiP-% und ooP 

diejenigen Formen, welehe in die Dlagonalnone der Grandform Fttclien xn 
liefern vermögen. 

IKe Tangente des Neigungswinkels irgend zweier PlScben dieser Zone 
findet sieb ans dem aligemeinen Ausdrucke S. 55, indem man /i = 2«, und 

N 

y=s^ s — 1, sowie Ä- = setzt, mit dem Werlbe 



oder auch, weil « s ma und n' = m'a ist, 

in welchen Ausdruck man fiir jeden besondem Fall die entsprechenden Werthe 
und Vorzeichen von 6, c, b* und e* einzusetzen hat, um den Winkel so 
finden. 

ADm. Mjwkaao die vorervlbotea zugleich mit vielea anderen Zonen gaoi 

allgemein erfassen, wenn man von den dreierlei Kaotenzoncn der Jilctr.igon;iIea 
Pyramide mVn ausgeht; in ahnliclHT Weise, wie oben in §. 78 die gewöhn- 
lichen Zonen des Tesspralsystems als besondere Fälle der Kanleazoneo des 
Hvxakisoklacders betrachtet wurden sind. Uebrigeos wird man sich leicht tbt 
jede vorkomoieiide Zone aut zwei bekannten Flicbea die Zoneagleicbang aid 
die aUgemoiae Batwickelaag sowie den Worth voa tangli^ abzuleiten vermlige>> 
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Zwillingskrystalle des Tetras^onalsysteiiiB. 

109. V'orherrs cheudes Zwillingsgesetz. 

Za einer TransroriDatioii des Axcmsystems giebt dan telragonalc KrysUU- 
System so wenig V'^eranlassung, dass wir aiiF die Bolt JK iilung derselben um so 
eher verzichten können, als Ja in den 43 bis \b hiiireiehende Anleitung 
Zar Ausführung einer solchen Translormation griieben worden ist , weoo sel- 
bige in gewissen Fällen ein Interesse gewähren solUe. 

Dagegen uiroml die Betrachtung der gewöhnlichsten Zwillingsbildungcu 
iiosere Aufmerksamkeil in Ansprach, Zwar begegnen wir im Tetrsgooel- 
systeme rerscbiedenen GeseUen der ZwilUogsbilduog, wie denn am Kupfer- 
kiese allein nicht weniger als drei bekannt sind ; auch kommen bei einigen 
bemiMrisch krystaIHsirenden Körpern Zwillingskryslalle mit parallelen 
Axensystemen vor, in welchen die hemii^drischen Formen des einen Indivi- 
duums die complemenlären Formen des anderen sind. Allein bei weitem 
die meisten Zwiüin'^'o feirrij^onnlrr Kr^slallc stehen unter einem einzigen Ge- 
setze, von dem man lüglich sagen kann, dass es in diesem Krystallsysteme 
eben so als d.is herrschende Gesetz der Zwillin^sbildun},' zu betrachten sei, 
wie das in §. i^t criaulerle Gesetz als das herrschende Gesetz der tesseraien 
Zwillingskrystalle gelten mosa. Dieses so häufig vorkommende Geseiz lässi 
sieh dahin anaspreehen, dass eine Fläche der Denlempyramide Poo als Zwil- 
lingsflMche avftrilt; die so gewöhnlichen Zwillingskrystalle des Zinnerzes, 
ftntiles, Haasmannites u. a. Mineralien sind alle nach ihm gebildet. 

Die in §. 47 an Grunde gelegte allgemeine Gleichung der ZwilHngsOäche 

- -I- / 4- - « 1 

nur 

erhält io diesem Falle, wo n = a, bssi und c s oo ist, die sehr einfache 
Form 

Settt man ferner in denen S. 65 stehenden Gleichungen der drei Axen 
des Individuums II, wenn solche auf das Azensysiem des Individuums 1 bezo- 
gen werden, die vorstehenden Werthe von a, b und c, so erhält man die 
Gleiehnngen 

für die Axe der x\ -v— ^ -\- =0, und .7 = 0, 

a* — 1 2a 

für die Axe der y', — — 0» nnd ;s »0, 

fitr flie A.xe der z\ x = 0, und // = 0. 
Für irgend eine Fläche f" des Individuums II, deren Parameter n\ b' und c 
sind, erhalten endlich die drei, in dem Axensystemc de.s Jtiiiividuums I sieb 
ergebenden Parameter a,, und c^ folgende allgemeine Werthe: 



._^ kj i^ -o i.y Google 



Da aber eioe jede Form unler dem allgeoieiiieii ZeiekeB miPn begrißen ist, 
aod demnach «' den Werlb ±«a hat, so gelangen wir, unter Bennlzung lies 
negatiTen Werlhea von o\ anf folgende besondere Werthe; es wird 

" W-Ka«-1)*' 
. _ »(a«-hl)^* 
^» «(a»-l;-2*' 

welche Ausdrucke för sSrnmÜiehe acbl Flaohea der einen BiUle des zweiien 
Individuums gelten, und zwar für diejenige Hälfle der Form ttiPn, welche, b« 
Juxtaposilion beider Individuen in der ZwiUingsfläcbe, an der oberen (posili- 
ven) ÜMirte des ersten Individonrns anliegt. - 



§. ItO. Paralleiriäehen von m?n. 



Bei der Transposltion irgend einer Form wVn des Individuums II aul li^ 
Axensystcm *it i> liidiviiimims 1 wird es zweckmässig sein , das Bsid eiiici 
ZwillitigükrysUlls zu liiU'e zu nehmen, in welchem beide Individuen aussfr- 
balb einander liegen uud nur durch Juxtaposilion verbunden siud. Wir wäh- 
len dazu die naobstebende Figur eiaeii ZwilUngskryslaUs des Zittterses, Öei* 
sea IndtTiduen die Combioalion P.3Pf liarstellcn, lassen aber die achlseilige 

Pyramide unbestimmt als Irgend ein mPn gel- 
ten. Beide Individuen berühren sieb in einer 
Polkanie von P, haben also diejenige Slelhvii 
welche das betrachtete Zwillingsgesetz e^^o^ 
derl. Die acht dem Individuo I zugekehrte! 
Flüchen des Individuums II, welche der Pvn- 
mide mVn angeboren, gruppiren sich aber in 
vier Flächenpaare, deren Flächen eine sym- 
metrische Lage zu deo) Axensysleme I babfn. 

Das erste Flächeup.tar , dessen voidcri' 
Fläche mil 1 bezeichnet ist, liegt unniiUelbar 
an der negativen Halbaxe der ^* \ das zweite 
Fllchenpaar, dessen vordere FlXche mil t be- 
zeichnet ist, wird von den NebenflSchen 4rs 
ersten Paares gebildet; das dritte FlSebenpaar, dessen vordere Fläche nil 
3 bezeichnet ist» besteht ans den nächstfolgenden beidisn Flächen , und das 
vierte Fläcbenpear, dessen vordei e Flädie mit 4 bezeichnet ist, liegt unnilr 
telhar an der positiven üalbaxe der ^ . Jedem von diesen vier Fiäcbenpaarea 
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enlspnciit in der rmf^pren Häirte der Pyramide ein Gegeoflächeiipaar, und 
jedes Flächeopaar li l li l mit seinem Cei^eiifiaare gewissermaasseii eine Par- 
tialform, so dass die ganze Pyramide mP/< in die vier ParliaUurmea 1, 2, 3 
und 4 zerrälll. 

Wir liahen nun noch zu uiiU^rsuihen, welche krystallographi.M lip Zeichen 
diesen vier l'ai liaHormen in dem Axensysleme des Individuums I zukommen, 
in auchen jedoch dabei nur auf die mit Ziflei n bezeichneten Flächen Rücksieht 
ZU oebmea, weil sieh Fliehe nmd Gegenfläcbe lediglich durch die entgegcnge- 
seteteo Vonsacheo ihrer PareiDeler aDterschelden. Unter BMUtsuDg der in 
Ende des vorbergebeadeo Paragraphen gefundenen atlgemeinen Werthe der 
Parameler , nad c, gelangen wir so auf folgende Resnllale. 

1. Erste Partialfonn; für ihre mit 1 bezeichnete PiKehe ist ^'s — 1, 
nod evm — n, foiglich wird 

_ i»a(a*-t -l) 

(2M-l)a*Tl 

iR(a«-l;+2 

= n 

Da noD der kleinere von den beiden Parametern b^ und mit dem Werthe 
1 zu nehmen ist, und da sich nicht all^j^cmein bestimmen lässl, welcher der- 
selben den kleineren Werth bat, so sind beide Fälle besonders in Erwägung 
zu ziehen. 

Ist ^, > so sind alle drei Parameter mif dem Werthe von c, zu divi- 
diren. wodurrfi selbst = 1 wird, iiml für die erste l^lrttalfo^m des einen 
Individuums zwei Fbichenpaare der dilelrai^onalen Pyramide 

f/i(:i^-h\) p w(a'*-|-l) 
[(•im-l)a'^H-lJ/i [w(a2-l)-|-2]j| 
als ae<piivaleale Flächenpaare bestimmt werden. 

fst dagegen < <■,, so sind alle drei Parameter mit dem Werthe von 
zu di vi (Ii reo, wodurch f>^ = i wird, und sich für die erste Parlialform zwei 
Flücüeopaare der Pyramide 

iw(a2-l)-h2 [w(a'-l)-i-2]« 

als aequivalenle Flachcnpaare cr«i;ebcn. 

2. Zweite Pai lialforin ; tür ihre mit 2 bezeichuele Fläche ist ö' = — 
und c'as — 1, folglich wird 

ma/'a^ + t)» 
üt Ä — , — 

. »//(a'-t-j)// 

/^a^-i7+2« 

r.-l 

Wenn also ^J^ > ist, so sind dirss unuutlelbar die gesuchlcu ParanjcU-r, uud 
die aequivalenlen Flächen der zweiten Partiailonn gehören der Pyramide 
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1 )n p w(a^-t-l)ii 

an. Weno tber < e, ist, daoD »od alle drei Parameter mil dem Werlhe 
von ^1 zu dividiren, wodurch ^, a 1 wird, and die aeqnivalenten FliielieB siok 
als zwei PÜtefaenpaare der Pyramide 

mU^~\)-¥-''l n pW( a»-i )4-2« 
Jiwa*— »(a*— I) m(a*+l)Ä 
bestimmen. Für //, = r, w ird die «^psiichte Form eine Protopyramide. 

3. Dri lle Pariiiiltorni : fiir ihre mil H hezeichnolp Fläche gilt h'^n^ 
und r' = — !, folglich bnim hl innii nur in de» liir dte zweite Parliairorm gc- 
riindciu-ii Ht'suhalen n negativ einzuführen , uni die Formen zu besUmmeQ, 
denen die Flächen dieser drillen Parlialform enlsprecbeo. 

Isl also > C|, so gehören die transpouirten Flachen der Pyramide 

«t Ca*-»-!)» p CT(a*-t-l)« 
2Ma*+>»(a>— 1) M(a»— I)— 2» 
an; ist dagegen i^, <c,, so luit die gesuchte Form das Zeichen 

Für =f p muss //;(a^-»- 1)// = ;/i(a'— 1;— 2a sein, und die gesuchte Pyra- 

niidi* i'ine Prolopyramidc werden. 

4. Vierte Parii iHonii ; lür ihre mil 4 bezeichnete Flüche ist 6' s= 1, 
und c = —«I folglich wird 

h wra*H"l) 
i»(a*-l)-2 

was für ^, > c^ eine Division aller drei Parameter mit dem Werlhe von 
dagegen für < c, eiue Division derselben luit demWerthe von erfordert, 
und lür die aequivalenle n I l idien im ersteren Falle auf das Zeichen 

[(27,/+l;a2-lJ,/ [///(a'-l;-2]« 
im zweiten Falle aber auf das Zeichen 

I) — 2 p//|///(a^— i ) — 2J 
{ 'Z/u 4- 1 )a2 ~ i M{^d' 

gelangen lässt. 

§. III. ParallelfUchen der Pyramiden mP und mPoo. 

Selzen wir in den Hcsullaten des vorher^'clienden Paragraphen n = I, 
so erhallen wir für die Flachen einer Protopyramide des einen Indi- 
viduums ihre kryslallographischen Zeichen in dem anderen Individuo. Dabei 
ist einleuchlend, dass sich die erste und zweite, eben so wie die dritte und 
vierte Partialform von mP» je auf eine Form reduciren, daher auch für jedes 
mP nur zwei verschiedene Formen im andern lodividno gefunden werden* 



Digitized by Google 



Zwilliug;»kry«Ulle. 188 
Fifr die eine PartiilforiD tod mP wird nliBlieb 

^1 = — r-s — 3 — ^» und c = 1 : 

ist also 6, > ep so werden ihre Parallel Aachen der Form 

iw(a*-|-I)_ p _»i(a^| 
(2 m - l)a*-H 1 w(a*- 
anp^rhörpD; iai dagegen 6|<Cp so besUmmi sich iur dieselben FUcben das 
Zeichen 

(2/«— I>r+l ///(a^-i-l) 
Für die andere Parlialforin da^egeu wird 
. in(a*-*-l) 

ist also 6, > Cp so werden ihre ParaUelflScben der 

«(a'H-l) p »i(.v-i-l 



(2m-l-l)a*-l iw(a»-l)-Ä 
nogehöreo, während solche für ^, <r, auf die Form 

(2i«-hl>«— 1*^ i»(a*+l) 

zn beziehen sind. 

Selzen wir in den Hesulf.Ueii des J:;. HO ftir n den Werth oc, so ijrlan- 
gen wir auf die Transposition der Flachen der Ü e u t e r o p y r a m i *1 e wPco ; 
dabei ist es klar, dass die der ersten und vierten Partialionu von ///P/i eut- 
sprechenden Flächen zwei verscliiedeue t unncu erfordern, wäiirend die der 
zweiten nnd dritten Portialform entsprechenden Flächen einer einzigen Form 
angehören werden, weshalb denn die Pyramide mPoo nar noch in drei Par- 
tialformen zcrrdilt. Für die erste Pariialform ist stets >^|; folglich 
entsprechen ihre beiden Flächen zweien Flächen der Deoteropyramide 

(2/«-.l)a24-l'^~- 

Für die zweite Pariialform, wrli he die vier der Axe der i/' parallelen 
Flächen begreift, sind zwei Fälle /u unterscheiden, je nachdem m(ä^~h\) > 
oder <2 ist} im ersten Falle geboren ihre aequivaientca Flächen der Pyra- 

audc 

m(a*+l)o;/i(a*-hl) 

im zweiten Falle dagegen der Pjrramide 

2 2 

Für die dri tte Pariialfoi m endlich ist wiederum stets >^|> weshalb 
ihre beiden Flachen zweien Flächen der Pyramide 

m(^^-i> -Z p 

des ersten ladividuiuus eutsprecbeu. 
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§. 112. Paralleifläcben der Prismen und des Piuakoides. 

Setzen wir in den Hesultalen do*; ^. U0///=c5o, so erhallen wir die 
ParallelOächen der ditelragonaleit Pi ismen ooP/i, für welche, wie man 
leicht begreift, einerseits die erste und vierte, anderseits die zweite und dritte 
Fartialfam voa siPii m je einer Form zuaDmenfaUeii, weshalb denn auch 
jedes achlseitige Prisma des eioeo lodividonms nur noch durch die Flächen 
zweier Formen in dem anderen Individuo reprSsentirt wird. 

Fiii die eine dieser Formen , weldie deu PaiUaiiurmeu 1 uud 4 ent^ 

spricht, gilt ganz allgemein 

a*-i-l 

|, und 0,85»; 

ist nun t^>'C^, so gehSren die ParallelflSchen dieser Form der Pyramide 

a*-f-! p a*H-l 

■^*^»(a»-I) ' 
ist aber <C|, so gehören sie der Pyramide 

Äa» a»+l * 

Für die zweite Form, welche den Partialformen % und S entspricht, 
gilt allgemein 

folglich ist stets > c,, weshalb denn die Parallelflächeu dieser Form in 
allen Fällen der Pyramide 

(a»-hl>ip(a' -t-l)« 
2a« a*-l 

angehören. 

Nimmt man in den so eben geFundenen Resultaten = 1, so ergiebt sich, 
dass den Flächen des Pr o l o p r i s m a ooP vier Fiächeo der Pyramide 

2 a' a'^-T 

entsprechen; nimmt mnn dai^ej^en // = no, so folgt, dass das Deutero- 
prism a ooPoo in dem Individuo I durch zwei Flächen vooooPoo, und durch 
zwei Flächen der Deulero|)vi amide 

dargestellt wird. 

Setzt mm PiuUich in den Hesultalen des §• ill tn =0, so bestimmt sich 
als die Paralli Iii iche des Pinakoides in dem anderen Individuo eine Flache 
der Deuteropyramide 

Poo, 

1— a^ 



cy Google 



BexagoDftUfstem. Asflosyitm «a4 VorbereiluDg. 18ft 

In allen diesen Ergebnissen erkennen wir also eine ßeslatigung des all- 
gtiiHuit ii Sitzes, dass in den Zwillingskryslallen die Flächen des einen In- 
dividuums lauler krystaUograpiiiscli> möglichen Flachen des zweilea 
ladivtduuins enisprecheo, sobald eine ntiontle Zahl ist. 



Dritter Abscliiutt. 

Uexagonales Syriern. 



<£r^(9 Capitrl. 
Axensystem und vorbereitende Bechnungen. 

§, 113. Axeosyslem und Klcinente desselbea. ' 

Das Hexegonalsystem zeigt so viele nnd so denkwürdige Analogieen mit 
den vorbergeheBden Systeme, diiss es zweckmässig ersebeiot, seine Betracb- 

tsiig unmittelbar auf jene des Tetragonalsyslems fol-^en zti lassen. In der 
Tbat geben beide -Krystallsysteme nicht nur in Betreff ihrer boiuedrisehen For« 
Dien, sondern auch in BefrefTder Ableitung, der verschiedenen Arten der He- 
mit'drie nnrl Tetartoedrie, d' r ('nmlini »tinorn und mancher anderer V crhäll- 
nisse ciuc so annallen4!e allgemeine Aehnlichkei! zu erkennen, dass sich in 
der Darstellung aller «iicser V^erhältnisse Vieles wiederholt, und dass es oft 
nur die Zahlen der Flächen, Kanten und Bcke sind, in welchin sich eine Ver- 
schiedeiihcil kund giebl. Denn wahrend wir im Tctragonalsyslem überall den 
ZaUea 4, S und 16 begegnen, so sind es im Hexagonalsysteme die Zahlen 
6, i2 und 24, welohe darcbdieEigenthtimUchkeit seines geometrischen Grand- 
Charakters als die herrschenden Zahlen beding! werden. 

Das bexagonale KrystallsysCem nnterscheidei sich nimliefa dadurch von 
allen übrigen Krystallsy&lemen, dass seinr Formen, wenn ihren Symmetrie- 
Vcrhiiltnlssen Hcehnung getragen werden soll, auf ein vi erzähliges Axen- 
system bczo-r^^n werden müssen, und sich folglich als telra m e tri sehe For- 
men allen an li i* ii Formen ge^enubers!e!!en. Drei Axen liegen in einer 
Ebene, scimeideu sich gej;enseitig unter OU", und sind vollkommen i,'Ieichwer- 
ihig, wogegen die vierte Axe auf jenen rechtwinkelig ist, umi sich sowohl 
durch diese verschiedene Lage, als aucii dur» h ihre verschiedene Grösse sehr 
auffallend von den anderen drei Axen unterscheidet. Diese einzelne Axe ist 
es nnn, welche die Symmetrie -Verhältnisse der Formen vorzugsweise be- 
herrscht, nnd überhaupt eine so eminente Rolle spielt, dass sie nolhweudig 
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all Haaptaxe gellen muss, wahrend die anderen drei Azen nnr als Neben- 
an en zn l»etraeblen sind* 

Wir wiUen auch hier, wie in allen einaxigen Systemen, die Hanptaxe 

als Axe der bezeichnen die Nebenaxeo afs Axeii dery, z und t/, and nen- 
nen die durch die lelzleren gebende Coordinat-Fhcne die Basis, die drei 
verllialcn Coordinal Ebenen die p rim H re n H a ii p l sc fi n i 1 1 e des Systems, 
Ausser den drei Neben ixen sind aber noch drei Z \v i s c b c n a x en zu berück- 
siebtigen, welche in der Ebene der Basis niiüen zwischen den ]\ebenaxen 
binlaufen. Diejenigen drei Ebenen, welche durch die üanplaxe und je eine 
der Zwiscbenaxen geben, wollen wir die secundäreu llauplscbuitte 
des Systems, und endlich jeden Schnitt, weteber dnreh irgend dne Form 
rechtwinkelig auf die Hanptaxe gedacht werden kann, einen Querschnitt 
nennen. 

Anm. 1. Da die yuci-scboiUe aller huioedii&chcu Furmea des Systems 
reguläre Hexagoue, «der doch lolche Figuren siod, in nad am welche sieb der- 
gleichen Hezagooe beschreiben lassen, so gab ihm Breitkaupt den Nameo Hex* 
agoaa Isy Stem , den wir adopiirl haben, weil er eine sehr charaklenstische 
Eigenschaft aosdrQekt, und auch ausserdem manche Bequemlirhkeit darbietet. 

Anm. 2. Vum mathcmatisolicri Siaiitlpiinrtc ans lüsst sich das HcxagcaaU 
svstem ntirh .luf ein d r e i z Ji Ii I i e s Axcosystiem beziehen, wie diess schon im 
Jahre 1818 von Laiat (E.xaiiieu des diflereoleü metbodes pour rc^oudre Ics pro- 
blftmes de gcomelrie, p. 97), und im Jahre 1825 von ^Aeire// (Phil. Traos. 
I8S5, 1, p*89) angesoaimen, aocb im Jahre 1829 roo Grauwumn vorgeschla- 
geu, und im Jahre 1839 von Miller^ in seinem trefflichen Treatise on Crystal- 
jography durihgerührt worden ist*). Oas Axensyslem besteht d.mn ans drei, 
^e<;fn einander unter gleichen schiefen Winkeln genei^^teii und durchaus gleich- 
werthigeu Axen. Obgleich nun diese Aoüichl für die Rechnung manche Hequem- 
licbkcit darbieleC, so kOnoeo wir uns derselbea doch nicht aoscbliessen, ireil sie 
die tlaujitaxe gänzlich vernachlässigt, weil sie der sechsgliederigen Symmetrie 
der holoedi ischen Formen nicht i<l;i(pi,i! ist, und weil bei ihrer An«cnffring die 
Analogieen zwischen dein Uc.xagonalsy>ieine rind Telragoualsvsfeme mehr <ider 
weniger verloren geben. Will man aber nur ein r h om boiid r isc hes Sy- 
stem anerkennen, und demgemSss die bexagonak» Pyramiden als Dirbombob*- 
der darstellen, so ignorirt man gXnzlich das eigenitiebe hololFdrische Poodament 
des Krystallsy>lpms, was uns eben so wcniu; natnrfjemüss erscheint, wie die 
Finfiilirung des hitloedriscben und des rhomboedrisch - heuiiedrisrhrn Formeii- 
cuiuplexes aU zweier selbständiger und coordinirter Kryi>uiisyäieme , mag 
man non solche hexagonalei und rfaomboSdriscbes System, oder Systeme sftaaire 
und lemaire nennen; denn das sogenannte rbombo^driscbc System ist nur eine 
von den verschiedenen hemiedrischen Ansbildnogsweisen des hexagoaalen Sy- 
stems. 



*) Peffko i>al später gleicbfatl» di<!>flbc Uetrnclitiiti!;s^tci:yi) in Voiscbidg gebmlil, 
und tiuilav Srhtnt'dt die ihr cal«preebeuden analytiM^ii-geomelHscbea R«i'bou<igen mil- 
Kelb«iU. //tfätf/irf ^r*s nalnrwissenseb. Abbandf. B. IV, 1851. 
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|. 114. Redaclioo aof ein trimetrisches Axensystem. 

Der so eigenthüiDliche Charakter des Hexagonaisyslems , krafl dessen 
seine sämmtlichen Formen um eine, die Symmetrie beherrschende Hauptaxe 
seehsgliederig, oder auch drei* vod- dreigliederig ausgebildet sind, maciit 
die Annahme eines tetranetrisehen Axensystema dnrcbaas oolbwendig, so- 
bald es sieb am eine natnrgemisse Auffassung und Darateltong der einzelnen 
Formen und des zwiscben ihnen besiefaenden geometrischen Zusammenhanges 
bandelt. Die Lehren von den einfachen Formen, von der Ableitung und Be- 
zeichnung müssen daher jedenfalls auf das in §. 113 dargestellte Azensyslem 
gegründet werden, weil für sie kein Grund vorhanden ist, die zumal in den 
holct'dri.schrn Formen so au'^enscheinüch her\ orlrelenden hexagonalcii Svm- 
mrf rie-Verhällni'^sp 7fi veniaLliIii.ssi^'Cti, uiifl irj;pnd ein anderes, in drr Kr- 
schciuungswejäe der Formen nicht so unmittelbar indicirles Axensystem tio- 
zunibren. 

In der Lehre von der Berechnung der Formen verhält es sich dage- 
gen anders. Zwar werden ihre Resultate so dargestellt werden müssen, 
dass sie mit der Ableitung und Bezeichoung der Formen im Einklänge sind, 
und folglich ein tetrametrisches Axensystem voraussetzen; allein die Rechnun- 
gen selbst können, bei Anwendung der analytisch -geometrischen Methode, 
mit dieser Voraussetzung nicht füglich bestehen, weil die vierte Axe ein fUr 
den Calcül unbrauchbares und lästiges Element ist, vor dessen Elimination an 
die Anwendtiri;,' jener Methode nicht wohl gedacht werden kann. Für den 
krvslallographi^»l•lleIl Calcfil kommt es also darauf an, die Axe der ?/ /n elimi- 
niren, und somit das durch die Erscheinungsweise der Formen nollivvendig 
gobdlene, und hei der Beschreibunj; und Ableihin;^' derselben nis lit zu umge- 
hende lelraiuelrisc lie Axensystem auf ein tri metrisches zu reduci- 
ren, in welchem sich die Axen der y und z unter 60^ schneiden, wSbrend die 
Axe der x auf ihnen rechtwinkelig ist. 

Da sich nun aber die kryslallographische Ableitung und Bezeichnung auf 
das telrametrische Axensystem bezieben, und da sich die Gleichun- 
gen der verschiedenen Flächen einer jeden Form unmittelbar aus ihrem kry- 
slallographiscfaen Zeichen ablesen lassen müssen, so werden wir allerdings 
zunächst auch oft auf solche Gleichungen gelangen, welche von der Axe 
der %i abhängi«; sind. Wir wollen daher diese, unmittelbar aus den krystallo- 
graphischen Zeichen fol;;enden Gleichungen von Flächen, Linien und Punclen, 
weil sie uns die Lage dieser Elemente in Bezug auf das anschaulich j;e- 
gcbene Axensvslem darstellen, die repräsentativen Gleichungen, da- 
gegen die für den Caicüi eiogericblelen Gleichungen die calcuiativen 
Gleichungen nennen. 

Fnter den repräsentaliven Gleichungen werden nämlich oft solche vor- 
komiiieii, w elche nicht uniiiillelbdr als calculativ gellen können, weil sie mit 
der Coordinale u behaftet sind. In allen solchen Fallen ist nun die Coordinate 
u zu eliminireo, und statt ihrer die in der Gleichung nicht vorhandene Coor- 
dinale ff oder z zu substituiren. Da nun die Hauptaxe hierbei ganzlich ausser 
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dem Spiele bleibt, so köuneo wir die Regeln lur diese EUiminatioD und Sub- 
slitation in der Ebene der Basis «ufsueheii. 

Bs jidi uns z. B. in den von den positiven Halbaxen der « und » einge- 

sehlosaenen Sextanien irgend ein Pnnet P dureb 
seine reprilsentativen Coordinaten 

PQ^z, tindPAnri/ 
gegeben, so handelt es sich darum, die Lage des- 
selben Ponctes durch zwei andere Goordinatea 

PQ'^z', und P/f' = / 
zu bpslinimr n, welche sich aiit die Axcn der i/ und 
s hezii hen. Da nun PitH' nnd jW^i^/ zwei g^leieh- 
seitige und gleiche Dreiecke sind, so wird ulTeubar 
PR' odery'« — tt, 

PfftsPQ^i^Q', oiet M'M^9M—sf\ 
woraus sieb denn für u nnd s die Weribe ergeben: 

«SB— nnd « = » 
Ist uns also eine repräsentative Gleichung •;o<;eben, in welcher die Goop- 
diiuilen z und auflreleo, 80 haben wir iu selbiger statt u die Grösse — y, 
und stall z die Grösse z zu substituiren, um sie calrulativ zu machen. 

Kbpn so wird folgendes Verfahre» zu benhachlen sein , wenn uns ein 
Punct P im Sc.xtanleu der y und — u gegeben ist. Seine repräseotaliven 
GleicbuDgeu seien ; ' 

dann soH dieser Pnnct durch die beiden Goordinateo PS^ s=t/\ und PT' 
bestimml werden ; es Ist aber 

PT oder »'s«, 

PS' ^PS-¥ SS\ oder y' =y - 
woraus sich denn für u und y die Werlhe ergeben : 

u = z\ und 1/ = // -t- z' 
uns also «^itie repräsenfalive Gieirlmnjj L'^u-el^rn. in welcher die CoorfUn;«- 
len y und u aullt etcn, sn haben wir in scilnijcr lür u die Grosse j*, und für y 
die Grösse y -h z zu suhstiluiren, um sie calculativ zn maehfn. 

Dass natürlich bei der Anwendung dieser beiden Regeln auf die Vor- 
zeichen sorgfältig Rücksicht zu nehmen ist, um sie auch für die beiden 
Sextanten der —u und — der +n und — y benutzen zu können» diess 
bedarf kanm der Erinnerung. 

§. 119. Allgemeine Formeln für die Berechnung der 

hexagooaleo Formen. 

Nach Elimination der Axc der w ist das noch übrifr hleihen lc AxcnsvsU'ni 
ein solches, dessen \ erliiilfnisse mit denen des moiiiiktinnr h Im lu ti Systems 
ühereinslimmen : denn es besieht aus den beiden Axcn dci y und z, welche 
sich unter dem Winkel von W schneiden, und ans der Axe der d?, welebo 
auf jenen beiden rechtwinkelig ist* Ein Unterschied macht sich nur darin gel» 
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lend, dass im moiiokünoi drischen Systfuin eine der beiden schierwinkeligeu 
Axen zur Hauptaxe zu wühlen ist, während im iiexaj^uüaleu Systeme die Axe 
der X die Haaplaxe aeia ond bleiben muss. Da jedoch die Recbnuogen im 
Gebiete eiact mtMUiaoeMcken AzciuqrttaM gaas naabbängig davoo nod, 
ob diese oder jene Axt die Rolle der Haoptaxe spielt, so ktfnnen wir für das 
trimetriscb genaebte bejugonale Axeosyslcai die in dto betreffenden ParS'- 
grapben der Propädeotik für das triklinolSdriscbe System gefondenen 
Formeln anmitlelbar benntzen, indem wir in selbigen 

A^W, B^W, C^W, 
a«6a«, ß^W, 

setzen. 

* 

Für irgend einen, dnrcb sein* Geortinaton y und z gegebenen Pnnet 
P wiHt also, snfislge der S. 35 stehenden Formel, die Gentrodislani 



D = y^'^ -I- -h -i-y* 

ond für i^nd nwei, durch ihre Coordinaten .r, y und Sj x', y und z gege- 
bene Puncte P und P' wird, nach der S. 36 siehenden Formel, ihr lalenrali 
oder ihr Abstand 

j » /(5:r^7+(^-y')'+(*-*)'+(y-/X*-*') 

Der Cösinns des Neigungswinkels W ii^nd xweier FlScben Fnnd Vy deren 
Gleichungen 

a 9 e a V e 



•lad, bestimmt sich aber nach dem S. 44 stehenden allgemeinen Ausdrucke 

wiefblgt. Znr^rderst wird 

woraus sich denn ergieht, dass 

= \{'^hh' cc -^^cc aa -^haa bb' ^2aa\bc "^b' c)\ 

St ^i\U'e^-+'^a^(b^-br-hc^)] 
SL' = i\:ib'^v^+Aa\b'^-b'c'+c'^)] 

Bringen wir diese Werthe too St und Stf in den Ausdruck Ton cosl^^, so 
erhallen wir endlich 

2aa ( U h' +.2ec' --bc—b^(r)-^Uö cc' 

Diese Werthe von D, J und cosl^ sind es, deren wir uns zunächst bei der 

Berechnung der verschiedenen Formen des Hexagonalsysteois zu bedienen 
haben werden, woht i nur noch zu bemerken ist, dass die V'orzeicben der Pa- 
nmeier in jedem be«oadero Falle sorgfältig berücksichtigt werden müssen. 
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j. 110. Verschiedene Parameter- Verbällnisse. 

Man könnte glauben, dass iui liexagoiialsysleme, als einem telrauieli i- 
schen Systeme, eigeDlbumliche und wesenUich andere Parameter-Verhüllnisse 
vorkommen dürften, als in dem Tetragonalsysleme* Diess ist jedoch keines* 
weges der Fall; dean wenn auch eine jede Fliehe anfalle vier Axen bezogen 
werden kann, so ist solches doch nicht nothwendig, weil die Lage einer 
Ebene schon durch drei Puncte vollkommen bestimmt wird. Wir werden 
dntipr, oben so wie in den übrigen Krystalisyslcmpn, jedo Flache nur aof drei 
Axen , näiulicii auf die iiaupla.xc und auf zwei der Nebcaaxeu beziehen, und 
uns solche durch drei Parameter gegeben denken. Der vierte, in der 
dritten Nebenaxe liegende Parameter wird durch die beiden in den anderen 
Nebenaxen liegenden Parameter so nothwendig bestimmt, dass es überflüssig 
sein wurde, ihn unter denen die Fläche bestimmenden Elementen mit anTsu* 
nehmen, wie er denn auch hei der analytisch-geometrischen Darsteltong der 
Fläche zu yernaehlässigen ist. 

Aach im Hexagonalsysteme kann , wegen der lingleichwerthigkeit der 
llauptaxe, das Verbältniss der durchgängigen Gleichheit aller Parameter in 
der Regel nicht erwartet werden, das Verhältniss der Gleichheit zweier 
gegen einen ungleichen Parameter aber nur in der W'eis»^ \ orkommen, 
(lass die zwei gleichen Parameter in den beiden Nebenaxen liegen, während 
«lie llauptaxe den ungleichen Parameter enthalt. Dabei erscheint es wiederum 
/.weckmassig, dieses Verhältniss der Gleichheil zweier Parameter immer auf 
die Form t : i Karücksufuhreo, Inr den in die Hanptaze fallendeo Pnraaeter 
aber sehr verschiedene Werlhe zasnlassen. 

Das einracbste endliche Parameter- Verhältniss ist daher abermals das 
von a:i:lt wobei a den in der Hauptaxe tiegenden Grondparameler be- 
deotet, welcher wohl in der Regel einen irratiooalen Werth hat*). 

Ausser dem Grondverbältnisse a: 1 : 1 kann aber das Verhältniss zweier 
gleicher Parameter gegen einen ungleichen noch mit sehr verschiedenen 
endlichen Wertben der Hauplaxe, oder allgemein in der Form ma: 1 : 1, 
so wie auch in df^n beiden t^ränzformen ooa : 1 : 1 und Oa : 1 : I vorkommen ; 
und diese drei Parameter- Verhältnisse sind es, welche wesenUich drei ver> 



•) Indessen scbeint ia der GrTtnrifnrm f)i*-- Berytts dtrr Werth |^ voriukommeo, wel- 
rber die einzige AusDabrae v»a der sonst aligemeiD (iltigcn Regel l»edtageo würde, das« 
»ic!i die Hauptax« aneh sielt 4orcb tbre 6r 8f le v«b «len Ncbaaaie« mitertebeidet. Ea 
bedarf ••r der Aaaabme, da^s die Trmprrainr dea Bildoogaaetei «Im elwai sa« 
(Irre pewesfn an, als die pe wöh i Iii he Ti-mpffatur, bei «1er die Mfosongen an^^PStellt 
uerden, nm selbst den fenanesten Messangeo gi'genüber die Folgerung za recbtrertigea, 
dsM die P) ramide 3P det Berytli drei gteicb« PiraBCter bsb«. 
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scliipfjpne Arfm von Kryslallfornicn bpdingrn, denen insgesammt das Verbäil- 
nisü zweier j^leiclier ppf;en einen Tinj^Ipichen Pnrameter zu Grnndf !ip«j:f. 

Das Verliällniss der durch«;ati^i^'rii T n '^'1 eicbbeit der Parameter lässt 
sich io seiner endlichen Form allgemein durch 

i/ia : » : 1 

darstellen, bedingt eine vierte Art von Krystallfornien, ist jedoch, kraft des 
f^eonetriscben Gmodebarakters des HexagonalBystems, der Bediogung noler- 
Wolfen, dats ji stets <2 seto mess* DassielbeVerhältiiiss ist aber anefa dreier 
Gran z formen fabi^, von welcben die eine, wie in Tetragonalsfsleme, 

durch ooa : » : 1, 

die beiden anderen dagegen, safblgc Jenes gcomeirisclien Gmadcbaraklers, 
durch ma : 2 ; 1 

nTid noa : 2 : 1 

dargestellt w erden können. Da nun aiirfi ein jedes dieser Verhallnisse eine 
besondere Art von Kryslailfornien lip(iiii^'l, si> ^elaugeu wir wiederum auf 
das Resultat, dass es sieben verschiedene Puramcler- Verhältnisse und eben so 
viele verschiedene Arten von holo^'drischen Formen giebl. 

Anm. Da das \ erliilllniss inn:n: 1 alle and*Tcn Vcrh.lllr!i--'-i' in sich be- 
greifl, iadeni man nur für m und n gewisse Wcrihe eiozuluiireu braucht, um 
von ibn aaf diese «öderen VerbSltnine sa gelangen, so stellt ei «ich alt das 
allgemeinsle ParaiDeier-Verhäliniss, ond gewissemaassea als den Repri- 
fenUaleD aller Übrigen V^erbilllnisse dar. Eine ganz äholiehe Fotgemag lässt 
sich noch für die durch dieses VerhMliaiss bestinoile An von Foraieo gellend 
oiacbeo. 



§. 117. Holoedrische Formen des Hcxagonalsystems. 

Es sind nnn folgende sieben Arten von boIeMriseben Formen, welebe 
dorcb die im vorbergebenden Paragraphen nachgewiesenen Parameler-Ver- 
bSlInisse bestimmt werden. 

1. Die bezagonalen Pyramiden der ersten Art, oder die Pro- 
topyramiden; sie sind von 12 gleiehsebenkeligen 
Dreiecken nrascblossene Formen, deren Polkanlen in 
die prtndlren HaupLschnllle, und deren Mitlelecke in die 
Neb( nnxen fallen. Diese Pyramiden haben das Para- 
mcter-V erhälifM'^s ma:l:l, und können daher, nach 
MaasNgabr dt i \ ersi'hiedenen Werthe von a und in 
sehr versi liinleuen Varietäten vorkommen, welche all- 
gemein a\s .spitze und äls stumpfe Pyramiden unter- 
schieden werden, je n.ichdpm ?// i oder < l, oder 

jr nachdem der Winkel, den zwei Pulkauieu desselbeu Milleleckes bilden >> 
, der < 90" ist. 

2. Die hexagonalen Pyramiden der zweiten Art, oder die 
Ii eu teropy ra nii de n ; auch sie sind von i 2 giea ti^rhenkeligen Dreiecken 
omseblossene Formen, und daher in ihrer Gestalt ganz ähnlich den Prolopy- 
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laniidcii, unlersehcideH sich aber vou diesen wesentlich 
durch ihre Flacheusleiluug , welcher zufolge ihre Pol- 
kantca ia 4» semiiidaiwi HavptschiiiUe, uad ihrt Hit- 
telecke in die Zwisebenucen fallM. Sit «rfordeni das 
Parameler-VerbalüUM ma : 2 : 1, und kdonen daber 
glciabfalJs in zablliwett VariatMlen vorfcoaneD, weleba 
alf spitze uad als stampfe Dcnleropyramidea outer- 
schieden worden , je aacbdem > oder < 1, oder jit 
naobden ibre Miitelkanls > oder < 90^ ist. 



3. Die dihcxagonalen Pyramiden; sie sind von 24 ungleirhspi- 
ligen Dreiecken umschlossene Formen, deren Basis und Quersclinide siets 

diiiexa^onale Figuren darstellen, indem regeimissig 
^^wulfseilige oder dodekaf^onale Pyramiden gar nicht 
vorkommeu köuacu. Sie uahcrn sich iu ihrer allgcuiei- 
oen GesUU bald mebr deo Protopyramideu, bald mebr 
den DeolerppyramideB, nnd bsbea zweieriei Polkaoten 
und zweierlei Mittelecke, welche naeb ihrer Lage in 
den beiderlei Hanptschnitten als primMre and als secnn- 
däre Polksnten und Milteleoke nnterschieden werden 
kdnnen. Ihre Flächen werden allgemein dnrch das Pa- 
rameter -Verbältniss flia : fi : 1 bestimmt, weshalb sie 
auch als die allgemeinsten Formen, und gewissermaassen als die Repräsen- 
tanten aller holoedrischen Formen 7U betrachten sind. Es lassen sich zahl- 
lose Varietäten von dihexagonalcn P} rainiflm denken, weiche als spitze oder 
als stumpfe unterschieden werden, je nachdem ma > oder < als 1 ist. 

JKe bisher betrachteten drei Arten von Pyramiden bUden die gesch lo s- 
senen Formen des Hcxagonalsyslems ; ausser ihnen kommen aber noch be- 
sonders häußg folgende offene Formen vor, welche meist den Charakter 
von Prismen haben. 

4. Das hexagonale Prisma der ersten Art, oder das Proto- 
prisma , ist eine von 6 Parallelflächen der primären Ilanptschuitte gebildete 

Form, deren Flächen das l'aranietcr-Wrhältniss ooa : l : 1 
haben, und deren Seili-nkauleu iu die priinureu Haupt- 
schnille lallen. Aul' diese Form findet Dasselbe seine 
Auwendun^, \Yas bei den gleichnamigen letragonaleo 
Prismen bemerkt wurde, und überhaupt von allen pris- 
matischen Formen gilt, d«iss sie nämlich in der Richtung 
der Hauplaxe von indeliuiler Ausdehnung und ohue alle 
" ■ ' --p) bestimmte Begrinzung sn denken sind« welche letztere 
Fi§ S2 durch die Flüchen anderer Formen bedingt wird. 

5. Das hexagonale Prisma der zweiten An, oder das Deute- 
roprisma, ist eine von 6 ParailelllScben der secundären Haoptschnille ge* 
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Fig. «3. 



bildete Form, deren FlSthen <las Pararacler- Verhäliniss 
ooa:2: I tiHbcii, und deren beileukanten in die &ticuQdürcu 
Haupbciiuiiie falleo. Obgleicit al&o dieses Prisma in seiner 
CStitillBUg mit dem Protoprisna titereioiliMii, so miter- 
stMdet tf ikh doob vod ihm wtMftUkh darfib ««we FIS* 
dieiMitttuaj;, «iimli die Lige seiner Kemen« umd 4urdi die 
Lage oDd Grösse ieioeC Qoemliutte. Bisdi elien nad ho- 
t«a iit ee «olMgriiiilf wie alle verticila Priamen. 



f. 



6. Die dibezagonalen Prismen sind von 12 der Hauplaxe pamlle- 

— ^ : — len Flrirhrn c'ehildele FnrnrPn, deren OitPr«>rhniff fint» 

diiiexiiguitale Fijjur ist, und ilctcii Fl.u licn il i^ Pariime- 
ler-Verliältnlss ooa in:\ });il)ni. Sie In sit/t ii zweierlei 
Scilenknnlen . welche nacij iiu ci Lti^e m Ueii btitJci le» 
ttittptSchfiiUea als pri«iare und sccundure Kanten un- 
tencUedeD werdeo küiiiKii. la -Belreff ilirer Aotdefe- 
Hang ond BegrünsoDg Mali alieil and ootaa thaflaa sie 
die Bigeneeliafl der baidton hjexagaaale» 



Flj. «4. 

7, Das Ptnakoid ist eioe too swei, der Basis pai^lelea Pttcbea ge- 

bildete Form voa dem Parameter^Verbiltiiisse a:oo:do 

uder Oa:i:1, welche den iRaniu in lateraler Riehtang 
ofTon lässt, und daher nicht fürsicli ailtiin, sondern ledig- 
lieh in Cambittalion mit andern Formen erscbeinen kann. 




Adiu. Die Prit»mt;ii wie das Pinakoid sind also oiTeDe, den Rauai nicht 
allseitig unischlic.süendi* rormrn, wcMic ;;,ir krini r isofirlen Exisfen?, f!i|ii- -ind, 
vielraehr nnllnvi-ndig <'nlwe<i(er luii tin.iinlci , nafiihch jedes Prisma mit «Icni 
uakoidc und umgekübrl« ader auch mit (S ramiden couiliinirt seia qtü&scD. Uebri- 
gaai werden durch die Prismen die saafeafdrmigeD, dorcb das Pfaakeid 
aW dfe t a f e I f a r m i g e 0 KrystaHa des Hexagoaalsf siems bedingt. 



§. 118. Grandform; Ableitung und Bezeichnnng der boloS- 

driscben Formen. 

Glaiebwia im Talragonalsysteme aa wird aneb im HexageMlsysteme 
irgend eine Protopymmide snr Grandfarm gewählt, oder viefanabr aar 
Grundform anserwSblte beziganale Pyramide als eine Prolopyramide verge- 
stellt werden müssen, wodurc-Ii sieh denn ancb die eigentliche Stellung des 
Azensyslems bestimmt. Die Parameter dieser Pyramide liefern die Grundpa- 
rameter der betreffenden Kryslaüreihe, welche daher durch den Hauptaxeo- 
Para nieler a cbaraiklerisirl wird. Wir iiezeichnen die Grundform abermals 
mit P. 

Da nun die Ilauplaxe und die Nebenaxea uugleichwerthig sind, so wer- 
den sie auch als von einander uuabliängige veränderliche Grössen zu behan- 
deln sein. Denken wir ans also zavörderst nnr die HanptaJie veränderliofay 
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indem wir den in ihr liegenden Parameter a mit irgend einer rationalen Zahl 
m multipiiciren, welrhf f^rnsser oder kleiner l sein, und einerseits bis oo 
wachsen, anderseits bis il abnehmen kann , so rrlialien wir für jeden end- 
lich en Werth von m eine neae Protopy raraide, welche entweder spit- 
zer oder stumpfer als P sein wird, je naehdem m V oder < l ist, jedenfalls 
aber durcli das Zeichen mP, als das allgemeine Zeichen säuimllicher Prolopy- 
imiden, dargestellt werden luuiB* ^ 

Für M SS 00 verwmdelt sich die Protopyramide in das Protoprisma, und 
ffSr mssO in die Basis« welche jedoch immer in zwei ihrer Parallelfl&chen, als 
Pinakoid ansgeUldet ist. Sonaeh stellen denn das Preteprisnw ooP nnd das 
Pinakeid OP die Griinzformen aller Protopf ramiden, eder die Endglieder der 
Reihe 

m<l »w>l 

OP . . . . fwP .... P ... . wP .... noP 

dar, in welche sich alle Formen von »leni Parameter \ erhaUnisse ma : 1 : L 
zusammenstellen lassen, und welche eben so die Giuini reihe des llexago- 
nalsystems geuauut werden kaun, wie die in ^. 88 abgeleitete analoge For- 
menrdhe die Grundreihe des Tetragonalsystems genannt wurde. 

Bisher haben wir nur den in die Hauplaxe fallenden Grundparameter 
a als veränderUch vorausgesetzt und alle mjjglichen Formen abgeleitet, welche 
nnrnnter solcher Voranssetzung aUeitbar sind. Jetzt müssen wir noch za- 
sehen, welche andere Formen durch eine Veränderung der in den Neheo- 
axen liegenden Grundparameter abgeleitet werden können. Zu dem Ende 
wählen wir ii^end ein beliebiges Glied mV der Grundreihe, multipliciren seine 
Nebenaxen mit einer IM », welche grösser als 1, aber kleiner als 2 ist, nnd 
Icffen durcli eine jede seiner Polkanfen zwei Flächen, welchr die nicht zu 
derselhcii Polkanle gehörigen nächsten beiden Ilalbaxen in der Entfernung m 
schneiden, so erliallen wir jedenfalls eine d i h e xagonale Pyramide, 
deren Basis iiir verscliiedene Werllie von // eine verschiedene dihexagunale 
Figur sein wird. Für den Werth /i =2 muss aber diese Figur, vermöge des 
geometrischen Grandcharakters des Axensystems, in das um die Basis von 
svP r^elmässig umschriebene Hexagon, und folglich die zwölfscilige Pyra- 
mide selbst in eine bexagonale Pyramide der zweiten Art, oder in eine 
Denteropyramide übergehen. Das allgemeine Zeichen der dihezagona- 
len Pframidea wird natürlich mPn, und Jenes der Deuteropyramiden siPS ge- 
sehrieben werden mässen. 

Da nun diese zweite Ableitung aus jedem beliebigen Gliede der Grund- 
reihe vorzunehmen ist, so wird sie auch für das Protoprisma ooP auszuführen 
sein, aus welchem sie uns zunächst auf verschiedene dihexagonale Pris- 
men ooPn, und endlich auf das Deutcroprisma ooP2 gelangen lässf. 
Denken wir uns abor dieselbe Ableitung um die sämmllirbefi (türrfrr der 
Grundreihe vollzogen, so erhallen wir zunächst verschiedene iieiiien v«n di- 
hexagonalen Pyramiden, deren jede einzelne durch einen besonderen Werth 
von n charakteriüirl ist, zuletzt aber die Reihe sümmllicher Deuteropyrami- 
den uebst dem zugehörigen Prisma, nämlich 
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•i<l m>l 

OP . . . . mP'Z P2 . . . . mVft . . . , (»F2 

wekbe Ikihc die Griinzrei he des Hexagonalsystems geoasnl werden itaoiiy 
weil sie die letzte o itesultale «Uer Abieitoogen begreift. 

Ann. Da bei den so eben erlXuterted Ableituogen alle Paranielcr-Ver- 

h.'iHni'^'ie erschöpft sind, so rn(ls«pn aucli rtWc mo-^ljchen holoc'flrisrhpn I^irmen 
abgeleitet worden sein. Wie abt-r die /eichen s.'iinmih'cher abj^elLMicf cm ['ormen 
unter dem Zeieheo mPtt begrifl'en sind, sobald für in aucb die (jiduzwerUte 0 
mui oo, Ihr m die Grtazweiihe 1 nnd 2 zugelaMen werden, so llsit ueh eveh 
nil vollem Rechte behanpteo, dass die dihexagonaleii Pyramidea« ob- 
gleich sie in der Natur nur seilen vorkomn ea, die allgemeinen Repräsen- 
tanten alfer hol n Irischen Formen des He.xjgooalsystenis sind. \\'egen der 
Zusaniaieu»tclluog aller \' V ' ii.4.sre>nltale in der Form eines r('cliin;;ulUrea 
oder auch Irlgonalen 2>chemas vciweiie ich auf meine AorangKgrüade der tlry- 
stallographie S. 161f> 

§. 119. BereebnoDg der dihexagonalen Pyramiden. 

Da die dihexagonaleu ryraiiiidcii mPn die allgemein» n lirpräscntauten 
sämmtlieher holoedrischer Formen darstelleo, so hüben wir uns aucii zunächst 
mit ihrer Berechnung zu beschäftigen, wobei wir nna jedoch, eben so wie im 
Tetragoaalsysleme, auf die Zwiaebenaxen, die Kantenlinicft und RanCenwIn- 
kel beaebrioken wollen. 

1. Zwischenaxen. 
In beistehcoder Figur mögen y, s und tr die Bndpuncte der gleichnami- 
gen Nebenaxen bedeuten, so ist s der Endpunct der in 
dem Sextanten (ys) liegenden Zwisebenaxe. Cm nun 
die Linge dieser Zwisebenaxe zn finden, dazu branebt 
man nur die Gleichungen derselben mit der Gleiebnag 
einer (l>'r vier in demselben Sextanten liegenden Flicben» 
z. B. der Fläclio F zu combiniren, wodurch die Coor- 
I j/y dinalen des Puncles und darauf die Ceulrodistanz die- 
ses Punctcs, oder die gesuchte Länge h der Zwischen- 
axe gefunden wird. 
Non bat die Zwisebenaxe die Gleichungen 

X = 0, und y — ^ = 0 , 
während der Flache F die Gleichung 

— -h - 1 

xnkommti folglich werden die Goordinaten des Puoctea «: 

verbindet man diese Goordinaten nach der in §. 115 S. 1S9 stehenden Formel 
von D, so bestimmt sieh 

A-l-1 

13 • 




IINI HeiigoiMltftlMi. 

Für die Grundrorm ist ;}=s 1, und daher Bs» betraclitet man die- 
sen Werlb als den Grund werth der Zwiscbenaxe, so wird ier Coefficieot 
r, mit welchem dir^pr Crtindwerth multi|)Iicirt wenieit llttity MB avf dicZwi* 
£cheoa&e irgend einer Form tni^n zu gelsngeii, 

2« 

welches derselbe W erth lüt, den wir auch im Telragoualsy&teiue j^efundea 
haben. 

Ad in. Id den re};elm.'lssig z« ölt>iciligcn oJer dodekagonalen INi.iaiHien 
«Qrde A = i sein müsseu, %t oraus »ich m = -^(1 -|- 1,^3) ergitlit ; da ouo dieser 
Werth irrstiooal iüf so folgl biersus, dast dodekagoDale Py ramiden ia der 
Kryatsllwflll umnSglicb «od. 

2. Ka Q teil Ii nien. 

Wir bezeichnen in jeder dihexn^onalen Pyramide 
die primären Polkautcn iiiil .V. 
die secundären Polknnteii mit 1 , 
die Mittelkanien mit Z. 
VoB diesen Kaoten haben x. 1^. diejenigen, welehe ia Flg. 66 die PUcbef 
begriazea, folgende Eckpuucle: 

den Poleckpnnet jr, dessen Goerdinalen .TKSta, y««0, «««0, 
den prim. Mitleleckp. «aO, y*^» '""1» 

den sec. Miltcle('k|). .i ==0, y=<5= * , j 

und zwar wird begränzt 

die Kanle V von den Punt tcn .r und Sy 
die Kante i vou den riim tci> .r und 
die Kante i> von den Punt Umi 5 und ^; 
Hieraus bcstinimeu hich deuti iiaiii dem Ausdruck für J in §. 115 S. 189 

y_ /wV(y /-hl /-h3«» 

Anm. Setzt roanA'sK, so folgt abermals /i=](l y^S)« wie vorher. 
ni<*spr NNVrih hcst.ltigt nirlj! nnr die L'nmOgliciikoil dod^kagonaler Pvraniiden, 
sondern lehrt uns auch die (Münze kcoiien, dicsseils und jenseits we'rher d f 
beideu l'olkaiilen ihr Grüsüen^crhällniss verlau^cbeo. situl ntimlicli die |iri* 
BflreD PolkaBteo lloger oder kflrzer all die secaDdlrea Polkaalen, je aach^t* 
II < oder > i(l V^S) itt. ^ 

3. Kauten wink el. 

in Figur 6ti bildet die Flärhc deren Gleichung 

■ h - -f- 5 =B 1 

tHA n 



■ 

ist, Bul den Flioben F\ F" uod F"' die KauteD X, r und es sind aber 
die repfiseoiativeo, unmittelbar aus der BetraehUwif der Form abxoleieiideA 
Gleiebiuigea dieecr Flicbea folgeade : 

mdi n 

fütF", ^+y+^«l 
iwa * II 

ma n 

Da nun die Gletrhiing für die erste Flüche F' mit der Coordiii.iie w be- 
badet ist, so mitss sie zuvörderst nach §. 114 calculaliv gemacht werden; 
mn sobsUtuire daber In ibr für u die Grösse — und Hr x die Grösse 
so wird sie 

h ^-H5= 1 

8»a n 

Setzen wir nun in dem allgemeinen Ausdruck von cosW (5. 189) statt 
a, b und c die Parameter der Fläche F, statt a\ b' und c aber successiv die 
Parameter der Flächen F\ F" und F"\ so ergeben sich folgende CosiAQS- 
wertbe der drei Kaateo : 

«•sK«- 
eosZs — 





K 


2«»^a*(4«- 






K 


4//i'a'(/i* — 





M Ä=i4«lV(»»-lH-l)4-3»» ist. 

SeUcen wir dagegen in denaelbea allgemeinen Ausdruck fSr eos^ statt 

«, 6 and e abermab die Parameter der Pllebe F, statt 6' und c' aber sne- 

ccssiT die Parameter der drei Flacben ^«0,^— «»0 and ;r « 0, so erbal- 

lea wir die Cosinus der halben Kanteowinkei, wie folgt 

ma(2— ») ma(»— 1)-/3 _ »-/S 

cosi A « — , cos| 1 = , cos|Z = 

aus welchen sieb wiederom Inr oosiAs cos^K die Bedingung «318^(1-1* y^3) 
ergiebt. 

{. 120. Berechnung der übrigen holo^'drischen Formen. 

a. Berechnung der Protopyramiden mP. 
Setzt man in den Resultaten des vorhergehenden Paragraphen /i = 1 , so 
erhält man fllr die liexagoiialcn Pyramiden der ersten Art folgende Werthe. 

1. Coefficient der Zwischeoaxe; ras !• 

2. Kaotenlioiea ; 

Fs=i}/^4w'a^'4-3i keine Kanlenlinie mebr; 
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Es ist nämlich die Linie Z in §. 119 die halbe, und daher ihr doppelter 
Werth die c^nnzc MitfelkantP vfin rnP t dir Kanteiilinin Y aber ver^^rbwindfl 
als solche, und stellt nur noch die ilöbenliaie der Flächen von mP dar. 

3. RaDtonwiokel. 

cos^»-^,-q-|, 

eoftK«-!, »Iso Ks 180*, 

„_ 4wV- 3 

die baliien Winkel berechnen sich am leicbtesleo auf folgende W^eise: «iist 
laii|(|Z SS 2na Vi, und easiÄ = Ma /^cm^Z. 

b. Berechnung der Deuteropyramiden mP2t 

Set^f man in den Resultaten f1es ^' 119 = ? , so erh'dlt man for dl« 
beAagrm.iJcn INi;iiTiiden der zweiten Art tülgeode Wertbe: 
1. Coi-lKcieiit der Zwischenaxen j r=|. 
t. Kaotenlinien ; 

Ä= y m'V-hl, ist nicht mehr eine Kaule, 

Die IJnie Z in §. 119 ist n.'inilicli die halbe, und daher ihr doppelter 
Werth die ganze Mittflkanle von ;//P2 ; die Linie ,Yaber slellf keine Kanteo- 
linic mehr, sondern nur noch die Höhenlinie der PyramidenOächeu dar*^. 

3. Kantenwinkei; 

eoaJir» - 1, also Ä = iW, 



cosZ = — 



mV-1 



m 



die halben Kantenwinkd Leieciinen sich sehr leicht j denn es ist 
tang^Z — wa, und cos^K = ^maco5^Z. 

e. Bereebnnng der dibexagonalen Prismen eoPn. 

1. Coefficient der Zwischenaicen : r = ^" 

«4-1 

2. Kanienlinien ; die Seilenkanten X und Y sind von indeßniter Länge; 
die Linie Z, weiche die Breite der Säulenflächen beslimmty hatdensel' 
ben Werth, wie in der dibexagonalen Pyramide. 



*) Für die Rpsit7«>r meines Lehrbuclies der Krytfsllnpraphic bemerke ich bei dieser 
Gelegenheit, dü s d i rliist Bd. I, S. 413 in dem AusJrutke lur 1 die beiden ZahleD 3 «od 
4 r«r«etzt tiod, weshalb dort rüiscblich der VVerlb voo ) ss|/^^y^4mV-»-3 stellt. 
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3. KtnlMiwiakel; 

cos^ = — 



2(11»— ii-i-l) 

4«— «*— l 

cos r = — „ 2 « V 

eosZ = ~ 1, also Z = ISO». 
Die beidM bexagootlen PiimiMi lod das Pnakoid MöHen ktiaer fierccii- 



IDntt(0 Co|iitel. 
HemiAdzuehe Fonaon de« Hmgoiialiyitwui. 

§. 121. TrapezoüdrUclie Uemiüdrie. 

Da die dihexagoualen Pyramiden die Repräseutanlen aller bobMriidieB 
Ponneii sind» so habeD wir anch die Gesetze der HemlSdrie zanSchsl an 
tkaeD aufeasQclieii mid zo erforschen. Dabei mfissea wir jedoeb die seebs- 
gUederige Symmelrie des Hexagonalsyslens respeeliren, kraft welcher inmer 
je ?ier, über einem and demsdben Sextanlni der Basis liege&do FlicheD za 
eiDem Gliede verbunden sind, und ein jedes dieser Glieder entweder zwei 
einzelne Fliehen, oder ein Flächen paar zn der bemiMrisohen Form za 
liefern hat *). 

Lnter »iieser Voraussetzung können nun die dihexagonalcn Pyramiden, 
gerade so wie die ditelrn^'oualcn Pyramiden, auf viererlei verschiedene Weise 
bemiedrisch ausgebildet vurkouimcn, weshalb denn auch ioi llexagoualsysteme- 
■SgUcherweise vier verscbiedene Modatitäten der Hemiidrie anzunehmen 
siod, obgleich bis jetzt nur zwei dieser Hodalitälen wirklich nachgewiesen 
worden. 

Die erste Modalitil der HemiSdrie bt diejenige, bei welcher von der 
dihexagonalcn Pyramide mPn nur die abwechselnden einzelnen Flä- 
chen zur Ausbildung gelangt sind, während die dazwischen liegenden Flächen 
verschwinden; es bleibt also in jedem Gliede der Pyramide entweder eine 
obere rechte Fläche mit einer unteren linken, oder umgekehrt. 
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Die dihexagonale Pyramide vervandelt aieh dadtrcli in ein hexagona- 

le s T ra p e z 0 c d c r , d.h. in eine von \t glelebschenkeligen Trapesoidci 
umschlossene Form, mit 6 längeren stttropferen, und 6 kürzeren schärrerea, 
abwechselnd im Zickzack verbundenen Mittelkanten. Nach diesem Resnllale 
ist denn auch der Name trapezofe'drische Hemiedric für diese erslf 
Modalität der hcmiedrischen Ansliilfhin^r gerechtfertigt. Uebrif^nns wietli rfio!t 
sich das bei der gieichnamigen ileniicdne im Tetragonalsysteme erkannte \ er- 
hältniss, dass je zwei aus derselben Pyramide abgeleitete Trapezoeder enan- 
tiouiorph sind) oder sich wie ein paar rechts und links gestaltete Körper 

verhalten, weshalb ihre krjrslaUografhischen Zeichen abermals ^^-^ ^ 

,mPn . 
'"j" werden. 

Untersuchen wir die Wirkungen dieser Hemi^rie auf die übrigen bokriS- 
drischen Formen des Systemes, so gelangen wir inf das Resultat, dass alle 
diese Formen scheinbar unverändert bleiben, indem sie gar keine Umgestal- 

lung erleiden, obgleich sich in der Bedeutung ihrer Flächen eine wesentliche 
Verscbiedenbeit geltend macht, kraft welcher auch sie, troU ihrer heloMf 
sehen Scbeingestalten, der Enantiomorphie unterworfen sind. 

A n nu Maa sieht, welche grosse Analogie sich zwischen dem tetragima> 

len nnd he.t»«^ona!en Kryslallsysleme auch in dieser flcmiptlrie zu crkenoen 
^icbt; (Iie^^cibe cmli'eckt sich auch darauf, dass bis jelzl noch kein Körper 
bekaonl ist, au welchem die trapezoedrische Hemiedrie ai« solche zur Aot* 
bUdvag fsbraebt wilre s denn die am Quarse bisweilen beabachietao bexagooa- 
)en Tra|WBoiSder sind entweder durch gleichseitige Ausbildueg aveier eorrelalsr 
trigonaler Trapezoeder, oder durch eine Zwillingsbildnug zu erkllren* bei wel- 
cher sich zwei Individuen vollständig einverleibt sind. 



§. 1^. RhomboiSdrische Hemiädrie. 

Eine zweite und äusserst wichtige Modalität der Uciuiedrie ist dieje- 
nige, bei welcher in den auf einander folgenden Gliedern der dihexagonalen 
Pyramide abwechselnd die oberen und die unteren Fliehe npaare 
anein ausgebildet sind. Die holoedrische Stammform verwandelt sich dadurch 
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in ein hexagonales SkalenolSder, d. h. in eine von 12 ungleichseiti- 
gen Dreiecken nmsehlossene Form, deren Mittelkanten im Zickmok auf- und 
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abfleigeB, «ad deren Polktoten sweieiki, iilalioli % Itogere slumprere, md 

(> kürzere schärfere sind, während sie beide in die secundären HauptschmUe 
Caileii. Je zwei complemetitäreSkaleuo^er befinden sich oar in vencfaicdener 
IMlooff, JUteMo dofcb eine Uosae ÜBdrehnag mn äkt ÜMptaxe in paraUele 



Stellung gebracht werden, nod lassen aicli daher durch die Zeichen 
— unterscheiden. 



m 



Pn 



2 



und 



Denken wir uns dasselbe Gesetz dor Komii^drie auch für die übrigen ho- 
loedrischen Formen verwirklicht, so geiaugcu wir auf folgende Resultate. 

Die d i Ii e X a g 0 naleo Prismen ooP« erleiden zwar keine Grslalt- 
veräudrriiiig, unleriiegen aber einer vüri»chiedeueu Bedeutung ihrer abwech- 
selnden i iachenpaare» welche nnomehr als obere und untere FlacUen^paare 

qbarahtrrisirt sind. 

Uie Protopyrnmidp n ;«P, (Irifii finzelne Flächen die Aequiva- 
Irntn fffr Flächenpaarc \<m nfPn >t!iil. \ fcw aiiiipln sich durch alleinii^p \nK- 
bilduog ihrer abweefaseludeu Hacheu in Hhomboeder , d. b. in cigeaUiüm- 
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liehe, von 6 gleichen und ttbnHchen Rhomben unitcblttiMa^ Formen, deren 
Mittelkantcn im Zickzack auf- und nhSMigen^ und «iNr in solche Rhombo^ 
der, MM lt fjp wir, zur lintcrscheidung von .indef^n^tiliflifn Formen, Hhom- 

hopf^fr (in ( r«. tpn Arl nennen woflrn. Fin jedes Rhombnedcr hat 6 Pn'k nn- 
leii und ij .Mii!i\k mit !i, welche glcu h lang, in Bezug au!* ihr U'inkfln ui^s 
aber zu eiuaiMki snipplemenlar sind. Da sich je zwei au«» derselbeii ry iaiiiide 
abgeleilcle Rhomboeder nur durch ihre gegeuseilige Stellung unterscheiden, 

so geben wir ihnen die Zeichen -g- und « im AUgemeinen aber werden 

die Rhombolfder als stumpfe und als spitie Rhombnifder unterschieden, 
je nachdem ihre Polkanten > oder <90'' sind ; daher denn auch das, nach 
einer IrigonaleDZwisehenaxeanfreebtgeitellie Hexaeder als die ideale Gränz- 
twm swischen den stumpfen nnd spitzen ftbombo4Sdern betrachtet werden 
kann. 

Die De ttteropyramiden ntP2 bleiben zwar sdieinbar unverändert^ 
ihre Fliehen erlangen jedoch eine Tenchiedene Bedeutung, indem sie eigeni* 
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ilcb DU* no€b die «kweehaeiiid kcIMmi md finkeo BilfUa deranprüng- 
tteheo Flächen sind. 

Das Protoprisma OQp bkibl unverändert, obgleich sich für seine ab- 
weebielnden Flächen der Gegensats geltead macht» daas aie aia obere «ad 

untere Flächen zu betrachten sind. 

Das D p II t e rop ri s m n ooP2 bleibt ebenfalls unverändert, wabrend 
seine Flächen gleichfalls eine andere Bedeutung haben, als bei holoedrischer 
Ausbiidung. 

Das P i II a k () i d erleidet gar keiue Veränderung. 

Ueberhuupt also werden durch diese llemii-dric lediglich die dihexagona- 
len Pyramiden und die Protopyramiden wesentlich umgestaltet, indem sieb 
jene In SbalenoCder, und diese in Rbembe€der verwandeln. Da nns nnn die 
so häufig vorkommenden RbomboSder das DMein dieser RemiSdrie snaicbst 
erkennen lassen, so nennen wir sie die rbomboädrisebe Heniifdrie. 

Aam. 1. In deujcmgMi rbonboüdriscbea KrjrttallreibeD , welche, wie 
a. B. jene das TnmitliDs and des Rotbgiltigerzes, zugleich dem He mim er- 
phismus unterworfen sind, giebt sich die verschiedeoe Bedeutung der FlJl- 

chen des Protopri'?mag Dtid der Flüchoopaare des dihexagonalcn Prismas auf 
eiue sehr anschauliche W eise zu eikeniicn, indem jenes gewöhnlich als Irigo- 
nales, die&e» aU dilrigonales Prisma erscheiul ; wie diess ja auch DOtLweudig 
dar Fall sein muts, weil die Hemiädrie die Fllebeo jener Prismen in obere 
und untere sondert, der Hemimorphismus aber in einer einseitigen Ausbildneg 
entweder nur der oberen, oder nur der unteren Fliehen besieht. Uebrigens 
ist CS gewiss nicht naturgcmass, den von Breitkaupt so treffend c harakierisirten 
Hemimorphismus als eine besondere Art der Hemiedrie zu belrachleo, und 
80 den BegrilT der Hemiedrie ungebührlich zu erweitern. 

Anm. 2. Uuler allen in der Krystallwelt bekaonten HemiNrieea ist keiie 
so häufig ausgebildet, wie die rhomhoedrtscbe llemiSdrie, welcher die grema 
Mehrzahl der hexagonal krystailisireoden Mineralien unterliegt. Unter diesen 
Mineralien befinden sich viele der «ichtigslen Specics, und namerMlicb auch der 
Caicit oder Kalkspath, also diejenige Species, weiche den grtissieu Reichthuiu 
von Fonueo und liombinalionen enLfaÜet. Daher erlangt deun die rhomboedri- 
sehe Hemiedrie eine selcbe Wichtigkeit und Bedenlung, dass wir aoch eine fer» 
aerireile Belrecblaag ihrer Resultate von einem etwas anderen Gesichtspuncte 
einschalten mOssen ; zumal weil sich auf die!«e Betrachtang eine für die geweba* 
liehe krystallographische Praxis sehr bequeme Bezetchnnog grandet. 

§.123. Fortsetzung; secnndäre Ableitung und Bezeiehnung 

der Skalenoäder. 

Da die meisten hexagonalen Bfineralien der rbomboCdriscben HemiHdrie 
unlerworfen sind, da man also weit häufiger Veranlassung bat, RhembeSder 
und SkalenolSder zu bestimmen und zu bezeichnen, als Protopyramiden mid 
dihezagonale Pyramiden, und da in manchen rhomboCdrischen RrystaUreihen, 
wie z. B. in jener des Gaicites, des Turmalins, des Rotbgilligerzes u. a. sehr 
viele verschiedene Rhomboifder und Skalenoeder vorkommen, so encheinl es 
tortbeilhaii, in der kryataUegraphiseben Präzis für diese Fonatn statt der 
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«rapriisgliebeii, das VerUllniss fi ihm dg«Dliiabeii StantoifoniieD ausdrfik- 

keodeo Zeichen ^ und » anderei etwas einfachere uud mehr repräsen- 
tative Zeichen xa gabraveben. Dasa gelangen wir nun laebt dnreb folgendea 
Verf^bren. 

Zuvörderst fuhren wir in jeder rhomboSdriscben Krystallreihe ein beson- 
deres Grundelement der Bezeichnung eio, indem wir das aus der Pyramide P 
abgeleitete Rhombo^der, welches ja in solchen Kryatallreihen die Grundform 

bildet, und also füglich das Grundrhombo^der genannt werden kann, mit 

dem Buchstaben R bezeichnen. In üebereinstlmiDtin«^' damit wird ein jedes, 
aus irgen l cint r anderen Pyramide ahgeleiteie liliomhopJer das Zeit lif u 
inR erhallen müssen, so dass sich iiherhaupt für alle riiotiiboedrisch kryslalli- 
sirenden Körper die Grundreihe des Hexagouaisystems folgendermaassen 
schreiben lässt: 

IR<1 III>1 

OR • • « . ^juR > • • • • > • • zitiaR • . • • ooR 
wobei liir jedes RhomboSder die beiden complemeotären GegenkÖrper -^mR 
und — tnit unterschieden werden mHaaen, waa liir daa Pirotopriania ooR and 
daa Pinakoid OA nioht nuebr nöthig ist. 

Dorcb diese Bezeichnung werden wir also unmiltelbar daranf gewiesen, 
die Grundreihe des Systems gar nicht mehr als eine Reibe ron Pframiden, 
sondern als eine Reihe von Rhombo4$dern vorzustellen, was auch dieser 
hemi€drtscben Aosbilduogsweise des Hexagonalsystems ganz angemessen ist. 

Um nun aber die SkalenoSder, als die nächst zahlreichen JPonnen, 
mit diesen Rbombocdem in derivative und symbolische Verbindung zu brin- 
gen, dazn lässt uns eine sehr in die Augen fallende Eigenschaft derselben 
gelangen: die Eigenschaft nämlich, dass die Mitlelkanten eines jeden 

Skalenoeders in ihrer Lage genau mit den Miifelkaiiten ii^^end eines Rhom- 
hot'dcrs übereinstimmen, welches man daher auch das Khomhoeder der 
Miltelkaulen oder das eingeschriebene Ahorn ho üUer des Skalenoe- 

dera nennt. Wenn also für jedes Skalenoüder irgend ein bealimmtes 

m'R oder — m'li als eingeschriebenes Rhombocder nachzuweisen ist, so wird 
man auch die verschiedenen Skalenoeder überhaupt nach diesen ihrcu einge- 
acbriebenan Rbombocdem gruppiren, nad innerhalb jeder Gruppe naeb der 
zunehmenden Länge ihrer Hauptaxen in eine Reihe ordnen können. 

Diess fuhrt uu» nun auf eine secundäre Ableitung der Skaleoocder 
ans ihren eingeschriebenen Rhomboedern, und auf eine sehr einfache und 
reprüsenlative Bezeichnung derselben.*) Gesetzt, das in der Mitte der 



*} Diese Ableiloog ood Bezeichonog ^ab ich zuerst ia meinetu ürundriäse der Kry- 
•talloffrapbie, 1826, S. 37011, dann ii neiseiii Lakrknek« ier HiDeralogie, 1828, S. Sit. 
Die erstere ist wesenlUcb iiettlh^t welche acboo IfpAt tn teioem Grandritse der Miaert- 
bgfe efofaflikH halle. 
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beistehenden Ff^ur j^ezeKlniele RhomboiSder sei ein solches 
eingesilinebe!ir> lliiomboeder utR, welches den drei Skale- 
no«*dorn an, n a und a'V gemeinschatüicb zukoiiiinl, so 
wii (1 uian ein jedes dieser Skalenoeder aus dem Rhombo^der 
ableileu, d. h. durch Uuiüchreibuiig conslruireu koiiaeit, in- 
dem inao die Hauplexe m des Rhomlioliden nach einer be- 
sUmmlen Zahl n ?ervieiraliigt , am sonSebst die Peledt- 
puncte a* oder a" des SkalenaiSders su erhallen. Legt 
man darauf in jede Miiielkante des RhomboiNlers zwei Flä*- 
cben , welche die Hauptaxc in ihren neuen Endp^incUii 
schneiden, so wird offenbar das Skalenoc'der conslruirl sein. 
Das kryslallographische Zeichen eines auf diese Weise ab- 
Fip 70. geleiteten Skalenoeders lässt sicli ^anz einfach rnWti schrei- 
ben, wobei natürlich sowohl m als n einen ganz anderen Werlh, und iiher- 
diess n eine ganz andere Bedeutung haben wird, alsiu dem primitiven Zeichen 

— ^ , wie wir unlen in §. 127 sehen werden. Sind also z. B. a, n und n" 

difgenigen Faetoren von ma» welche nns die Lage der Puoete « und m" 
bestimmen, so werden mR», mRji' nnd mIU" die Zeichen der drei Sltaienolf- 
der sein. 

Auf Shnliehe Weise verfiihrt man in allen Füllen» welches RbomboiS- 
der auch das eingeschriebene sein mag, nnd wie viele Sltalenoifder aneh zu 

ihm gehören mögen. 

Der kleinste Werth von n ist jedenfalls = 1, der grösste Werth =00; 
da nun ans jedem Khombocder <,'ar viele Skalenoeder .ibi^rleilet werden kön- 
nen, so la^i^en sich sämmtliche Skalenoeder mit den Gliedern der Gruudreibe 
in folgendem Schema verbinden: 

OR ±//«R ±R ±//iR ooR 



OR . . • • •f>mR}» I • . ■ itlRA • « . . ^müa • * . • qoRm 



OR » .... mRoo Roo ..... mRoo .... ooRoo 

Für naeoo schtiesst eine jede Skalenoeder -Reibe mit dem Denteroprisma 
ooP2 ab, welchen Werth aocb m haben mag; für m «oo aber giebt ooR« 
ein dibejcagonales Prisma, so lange /i>l und <oo ist, welchen 
Gränzwerlhen das Protoprisma und abermals das Deuteroprisma entsprechen. 

Vorstehendes Sehemn begreift also sämmtliche Formen . mit Ausnahme der 
Dentcropyramidni, w elche sirli bei dieser secundiiren Ableitung in keine un- 
mittelbare Verliin Jijiig mit dt n tiijrigeu Formen bringen lassen, daher denn 
noch die Graaz reihe dem Schema der Rhomboedcr und Skalenoeder als ein 
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Appeniliic beigefitgt wwdoi aiiai, um dat Sytie« in Mimut VoUsfitdigkeU 
dbnl«UM so kämm, 

Anm. Obf Meb et eil Uebelstand ist, dass der ZosMinienhaDg zwisehen 

den Sknlenoedem and Deuteropyramirfen vprloren geht, sa gewährt doch diese 
MeoodMre BtkeidiBttog der Skaleooedfr den Vortheilt dais sie weil reprä- 
sentativer ist, als die primitive Bezetchoneg. Das primitive ZeicbeB 

ferdert olmKeb t. die Versteilnog eiaer dibexagonaien Pyramide, also einer 

24-flächigi*n Form, and 2. die Vorstellung der Verflnderong, welelte sie dnrtb 

die Hemil'drie erleidet, so wie des Productes dieser V^erändening. Dns se- 
cundäre Zeicli« n wR;? dagegen macht an unsere Einbildungskraft die weit oin- 
fachereo AnforderiiugiMi, 1. ein Khoniboeder, also eine 6-fläcbige Form, uud 
2* die VerÜngening seiaer Hnnpinxe ridilig verevsteilen. Bei der Betraebiong' 
des Zeiclwns mRn stellt sich sofort das Bild des Skaieooeders vor anser Be- 
wusslsein, was bei der Bettnchhing des priinitiven Zeichens durchaus nicht in 
demselben Grade der Fall ist. D.i nun Oherdiess die h I «■ e r t h e von m 
und n in den secundüreo Zeichen »eil ein lach er zu sein pflegen, als in den 
primilivea Zeielkeii, te ist fbr das BedHrToiss der Mineraiegie nnd Phy^iiographie 
ttberbaopl die secnadlre Abieitnng nnd Beseicbnnag der primitiven jedenfsils 
veKnatebea. 

§. 124. Pyramidale and trigonolype HemiSdrie. 

Die drille Modalilüt der HemiHdrie ist diejeii%e, bei wtdober io den 
aof einander folgendeo Gliedern der dibezagonalen Pyramide entweder nur 
dierecbten, oder nur die 1 i n k e n PlScbenpeare ausgebildet sind, wodurch 
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sieh die EwÖliiMilige Pyramide in eine bexagonale Pyramide der drit- 
ten Art, oder iu eine Tritopyramide d. h. in eine solche Pyraniide ver- 
wandelt, welche in der Siellang ihrer Flächen sowohl von den Protopyrami- 
den, als auch von den Dputeropyramirlen wesentlich abweicht*). Denn din 
Nebenaxen haben iii diesen Pvramiden ihre Auslrinspuncte weder in den Mil- 
leleekpnncfen, noch in den ii lelpunrlen der Millelkanlen, sondern iu irgend 
anderen Puncten dieser Kanten ; die Polkanlen lie<;en daher auch weder in den 
primüren noeh in den secundären Hauptschnillcn. Weil es ui^o abermals Py- 
ramiden sind, auf welebe uns diese HemtSdrie gelangen iässt, so nennen wir 
solche die pyramidale HemiiSdrie. 

Dieas Usniadri« ist soersL von Btiäiitgw am Apsltt Bteiisewieseo wordea. 
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Hexagonalsysle*. 

Die heroi^drische Form erscheint wie eine Protopj^mi^, oder aoeh wie 

eine Dcutcropyramidc, welche um die Hauplaxe mehr oder weniger entweder 

nach rechts, oder nach links j^^etlrrht ist; von je zwei complemefilHren oder 
correlalen Tritopyramiden aber stellt sich die eine uarii rechts, die andere 
nach links gewendet dar. Diese Wrsrin'rdenheit ist jedoch eben so wenig 
wesentlich, als bei den gleichn.iinigen Pyramiden des Tetragonalsysteras 
vielmehr durch eine blosse LImkehnin<; der Pole aiirzuhehen, weshalb 

wir denn tbemals beide Gegenkörper durch die Zeichen ^ und - 

unterscheiden kSnnen. 

Denken wir uns nnn dieselbe Hemit^rie aaeh fiir die äbrigen heloSdri- 
scben Formen sor Verwirkticbnog gebracht, so erhallen wir folgende Resnitaie. 

Die dihezagonalen Prismen oqP» ▼erwandefai sieh in hextgo- 
nale Prismen der dritten Art, oder in T ritoprismen, fOr wdehe 
sieh gletchfaUs der Unterschied des rechts nnd links Gewendetseins geltend 

macht, daher sie als - und ^ ^jf^ zu unterscheiden sind. 

/ Z a Z 

Die Protop yramiden und die Deuteropyramiden erleiden keine 
Geslaltverändernn'^. obwohl eine jede ihrer Flächen eigentlich nur noch die 
Hälfte der ursprünglichen Flache ist. Dasselbe gilt auch von dem Prnfo- 
prisma und dem Deuteroprisma, welche beide, eben so wie das Pma- 
koid, unverändert bleiben. 

Anm. Es bedarf kaum der Bemerkung, wie diese Hemicdric ia alles 
Starken das vollkommeoe Aoalogon der gleicbnamigeo Hemiedrie des Tetrago- 

ualsystems ist. 

Endlich ist im Hezagonalsysteme noch eine vierte Modalität der Hemil^ 
drie möglich, welche eben so das Analcgon der rhombotypen Hemiedrie des 
Tetragonalsyslems darstellt, wie sieh die drei bisher betrachteten Ifodalitllen 
als Wiederholungen der drei anderen Hemiffdrieen dieses Systems zu erken- 
nen geben. Wir wollen sie die trigonotype Hemiedrie nennen, weil 
sie die Ausbildung von trii;on,Tle?) Pvrftmiden, tri^'^onalpii Prismen und über- 
haupt von solchen Formen bedingt, deren (j*uerschniiie irhseitige Dreiecke, 
also regelmässige Trigone^ und Ditrigonc sind. Ihr Gesetz würde wesentlich 
darin bestehen, dass iu den auf einander folgenden Gliedern der dihe^agona- 
Icu Pyramide abwechselnd die rechten und die linkeu Flächeupaare 
allein nur AntbiUung gelangt sind. Die Pyramiden mPn verwandeln sich 
dadurch in d i tri go nale Pyramiden, d. h. in solche sechsseitige Pymmi* 
den, deren Basis eine ditrigonale Figur ist Die Protopyramiden «P 
erleiden keine Umgestaltung, wogegen die Deuteropyramiden ifiP2 nur 
mit ihren an den abwechselnden klitlelkanten gelegenen Flächenpaaren, folg- 
lieh als trigonale Pyramiden erscheinen. Die dihexagonalen Prismen 
<XjP/i werden zu ditrigonalen Prismen, das Protoprisma bleibt schein- 
bar unverändert, und das Deuteroprisma erscheint nur noch mit seinen ab- 
wechselnden Flächen, als trigonaies Prisma, üebrigeas ist diese trigo- 
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notype Hfniiedrie bis Jetzt ooch aa keinem Körper in der Wirklichkeit nach- 
gewiesen worden. 

§. l25. Berechnung der hexagona'len Trapezo^der. 

Die Rcrerhnnng der hexagonale» Trapezoeder beschränkt sich auf die 
Kanlenliuieii uud Katiteiiwiiikei, weil die Zwiscbenaxen durch die Hemiedrie 
keine Veriindeniii^ erleiden. 

Bereclinuiig der Kauleiilinien. 

Wir unterscheiden in Jedem hexagonaleii Trapezoeder die beiderlei Mit- 
telkanten als primire und aeeuoddre Milletkanten , Je oaehdem solche an den 
Endpuncten der Nebenazen oder der Zwiscbenaxen fiei^, und bezeichnen 
die eis lern mit Z, die andern mil Z\ die Polkanten aber mit JT. 

Vergleichen wir nun die beistehende Figur eines TrapezoMers mit dem 
in Fig. S* 199 stehenden Bilde seiner holoedrischen Slammrorni, so erhal- 
len wir fiir die zunächst in Rücksicht kommenden Flächen F, 
V\ F" mn\F"' folgende (ileichungeo, welchen, soweit sie nicht 
schon unniiltrlbar calculafiv hervortreten, die nach ^. ll4 
iranslorniirten Gleichungen untergesetzt sind: 

fiirF, —-»-^+« = 1 
ma n 

fiir F\ ^-k-jf — ^^ 1, oder, nach §. 1 14, 
^a 




Fig. n. 



1)^ 



1 



für F".-^H.i,-h-=l 



-k-z-^- = 1, oder, nach §. il4, 



ata 

«r r'\ - 

Wdi n 

H — -4- « SS I 

ma n 

Durch successive Addiiion nnd Snhfraction der beiden Gleichunjjen von V" 
und F" erhalten wir die Gleichungen der primären Mittelkante Py^ wie folgt: 

X 



^a|,nnd « - 



-± = 0 



ans deren ersterer wir sogleich erkennen, dass diese Mittelkanien den seeao- 
düren Hauptscbnillen parallel sind. Combiniren wir aber diese Glmbnngen 
mit der Gleichung von jF, so gelangen wir aof die Goordinalen des Pnnctes P\ 

»»«(2~/i)(«-I) _ 2 _ 2(;i-i) 

' ^ li^-J ' ' ~ "»+17 



X = 



»(»-1-1) 
Es sind aber die Coordinaten 

fiir den Foleckpunct jp, = wa, y = 0, 5 = 0, 

für den Puoct y der JNebenaxe, J7 = 0, y = l, s = 0, 

lur den Ponct i der Zwischenaxe, s 0, y " ^ 
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Beachten wir nun. dass 

die obere PoiJiaute Px von dcD zwei Puocteu und jp 

die halbe primäre Mittelk. Py ' • - - Pundy 
die balbe secvod. llUtelk. P# . . . • P und « 
begräiist wird, so erhallCD wir, naefc der Formel für J in g. 115, S. 189, ßr 
die Längen der dreierlei Renten des Tnipezo£ders folgeode Werlbe: 



Milteikante Z 



Ifillelkante 2' aVpi)W 

Seist man 2» 2', <o Mgt die Bedingung {t^nf^^n-~\f^ oder 
jts4(l4.y3)l lolgUeb kennen TrapezoÜder mit synrnetrisehen Trapezoi- 
den eben so wenig vorkommen als dodefcagonale Pyramiden. 

Berechnung der Kanlen wiukel. 

Setzt man in dem allgemeinen Ausdrucke von eos/f^ in §. 115, S. 189, 

statt ^, b und c die Parameter der Fache F, .statt a', b' und r' aber successiv 
die Pmrnmeter der Fläclien F ., F" und F"\ so erhält man die Cosinus der 
drei Kauten Z' und Z, wie folgt : 

eosjr-«?fi!^«'-«-^*>-^^"* 



K 

cosZ = =5 

A 

eosZ = 2m»aVH-2i»^2)— Sit» 

in welehen Ausdrfieken wiederum iTslmVC»'— Ji-l-t)+3fi* iat* 

Alle diese für die Kanlenlinien nnd Rantenwinkel gefundenen Ausdricke 
aber verwandeln sich fitr n s 1 in die Formeln der Protopyramiden, f&r 
in die Formeln der Dealeropyramiden, so dass die in §. 121 über die ander> 
weiien Wirkungen dieser ilemicdrie gesogenen Folgerungen durcb die Rech- 
nung vollkommen bestätigt werden. 

§. 126. Berechnung der Skaleooeder und Ahomhoeder. 

Bei der Berecbnong der SkaleooÜder legen wir suvördersi ihre primi- 
tive Ableitung und Beseicbnung zu Grunde, indem wir in §. 128 die der 
secundSren Beseichnung entsprechenden Resultate mittfaeilen werden. Da 
nun die Zwiscbenaxen keine Veränderung erleiden, so haben wir es abermals 
sunäcbst nur mit der Berechnung der Kanlenlinien und Kantenwinkel zu thun. 

Berechnung der Rantenlinien. 

Wir bezeichnen in jedem äkalenoeder 
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die kürzeren Polkanh'n mit Ä. 
die länf^erco Polkauteu luil i , 
die Mitlelkanteo mit Z. 

Wenn nun in nachstehender Figur t/, s und u die Endpiincte der gleich- 
namigen posriivcii ll.ilhaxen sind, so erhalten wir für die vier Flächen F, F\ 
¥" und F'" Tolgende Gleichungen, welchen wiederum, soweit sie nicht un- 
mittdlMir calcnlativ sind, ihre cilcnlalive Pom beigerügt ist ; 

' ma » 

für i^', — + II — ^ = 1, oder, nadi jj. 1 U, 
»la Ii 

-y -I 

Ma II 

iiii F . l-v + - = l 

sia ' n 

rdrF'", - f. -I- »H-;- «1, oder, nach S. 114, 

wa '« a ' 





Fig. 73. 



^\ 

ma » 

Die LSnge der Kantenlinien ist nun leicht zu berechnen, wenn wir die 
Coordinaten irgend eines Mitieleckpunctes, z.B. des Panctes ^ kennen, wdl 

Px eine längere Polkante F, 

Pr eine kürzere Polkanle and 

Pz eine halbe Mlltelkririte Z 
ist. Zur Aufündung des Puncles P gelangen wir aber, wenn wir durch Coni- 
bination der beiden Gleichungen von F und F'" die Gleichungen der MiUel- 
kauie heslimmeu, und solche dann mit der Gleichung der Fiäclie F" com- 
bioiren. 

Durch successive Addition und Subtracliou der Gleichungen von F und 
ergeben sich nämlich für die Mittelkanle die Gleichungen : 

1 + ssl, nnd —f— +#.=0 

2 ma(2— «) In 

von denen uns die erslcre lehrt, dass die Millelkanlen der Skalenoeder den 
secundären IlaupUchuittcn parallel sind. Verbinden wir diese Gleichungen 
mit der Gleichang von ¥'\ so erhalten wir als Coordinaten 

jRa(2^fi) 

für den Ponct i*, — l^yms%^\\ 

daliegen nnd die Coordinaten 

Inr den Pnnet o;', — ma, y sO, « sO, 

für den Ponet jp, ^rs ma, y»0, «aeO, 

für den Pnnet «, 0 , y = 0, 7=1. 

Verbinden wir nun die Coordinaten des Punctes P successiv mit den Coordi* 
Baien dieser anderen drei Pnncte, nach Anleitung des Aasdruckes von J in 
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§. 115, so erhallen wir, unter Berück<;i(*!i[i«;un^, dass Ps aur die halbe 
MiUclkante ist, folgende Längen der drei Kaulenlinien: 

Nngere Pofttote K=— t ^— — 

Millelkante Z M'^l^^^^R. 

on 

b]ine Gleichheit der beiden Kanten .1' und Z ist unmöglich, SO UDge die Form 
noch wirklich ein Skaleooeder, oder so lange n > 1 ist. 

Bereebnaog der Kanienwinkel. 

Selzen wir in dem allgemeinen Ausdrucke von cos// m §. 115 für a, h 
mid e die Parameter der Fläche dagegen für a\ b' und c successiv die Pa- . 
rameter der drei Flächen F\ V*' und f", so erhalten wir die Cosinns der 
drei Rameowinkel mit folgenden Werthen: 

Cosa = - ^*«W-2»-l)-»-3n* 

,osy = ^-V 

2m»aVH-2«-2)-3«» 

Ä 

in denen abermals Ä= 4»i*a*(ii^— rn-l)-4-3/i* ist. 

Für die Cosinn«; der beiden halben Polkaotenwinkel und den Sinns der 
halben Miltelkante ftndet man : 

Was die Bcrcciinung der lUiomhoeder ^- beirilll, so brauchen wir 

nur in denen für die Skalenoi'der gefundenen i^esuUaten n s= 1 zu setzen, rni 

die dazu erforderlichen Formeln zu finden ; 

Kantenlinien; 5 }/"mV-i-3 
Z = A 

Die Linie F ist jedoch nich! melir eine Kantenlinie, sondern nur noch die ge- 
neigte Diagonale der KhomhotMlcriläcbeu. 

Kantenwiokel $ cosA^as-r-V^^ — 

cosK=- 1, also r= \W 
cosZ = — cosA . 

I 

Setzt man dagej^en in den für die Skalenneder gefuudcncji Kesullaten | 
» = 2, so erhall man dieselben Ausdrücke, welche oben in S;;. 120 für die 
üeuU ro|))'raniiden gefunden wurden sind, üie Resultate der AUeiluog 
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finden daher in denen der Bprpchtinn^' ihre vollknnimenn Bestätigung, nnd der 
zwischen den Skalenot'dern mul iI mi l)(Mrfcropvr.niii(ini obwalffMide /usammen- 
liaug folgt (IIIS den Berechnungslni mpln der Sk.ilrnoi'ilrr iint derselben Kvi- 
deri7., wie aus ihrer Ableihiiigs-Cnnsinii Ji«tn. \\ ie ahrr in der Abieiliing, so 
gebt er auch in der Hechnung vcrbti < u , sobald man die Besullate der letzte- 
reu «nf eine der secuodären Ableitung cntsprecbende Weise darstellt. 

§.127. Forlsetzung; die drei Rbombolfder jedes 

Skalenoffders.' 

In der Erscheuiung ciues jeden Skalenoeders ± ^ geben sab uns un- 
mittelbar drei verschiedene Rliomboeder zu erkenneD, welche durch die dreier- 
lei Kanten des Skalenoeders angezeigt sind. 

Das erste dieser !^hnm!)n 'der ist dasjenige, dessen Mitlelkanlcn mit 
denen des Skali noi-ders zusaniiucnfallen, und welches wir berells in ^. 1?3 
als das eingeschriebene Kbomboeder, oder auch als das HhuDibocdcr der 

MillelkanteD von kennen gelernl haben, ohne uns jedoch dort anf eine 

Bestimmung seiner Dimensionen ein/.aia.sM n. Das zweite Uliouibocder ist 
dasjenige, dessen Pol kanten den iw ü rzercn Polkanlcn, das dritte 
Rhomhoüder endlich dasjenige, dessen Polkanten den längeren Polkan- 
ten des Skakttoüders parallel sind. Wir können also diese drei RhomhoÜder 
ab das Rbonibo<!der der Mittelkanten^ der kürzeren Polkanten nnd der lln- 
geren Polkanlen unterscheiden; auch lehrt nns eine einfache Betracbtong, 
dass die beiden ersteren zn dem Skalcnoeder eine analo<;e oder gleiche Stel- 
lang besitzen werden, während sich das Rhomboeder der längeren Polkanten 
in anüloger oder verwendeter Stellung befindet. Es bandelt sich jetzt noch 
darum, die kryslallogrnphischen Zeichen dieser drei Rhomboeder aus den Ab- 
leitunsszahlen m nnd n des Skalenoeders 711 bestimmen. 

W;us nun zuvörderst das Hlion 1) n drr der Miltelkanl« n hrinfli, so 
köDuen wir seine Haupl ^xenlän^e unmittelbar aas der in §. 12ti für den Mit- 
teleckpuact Pdes Skalenoeders i^efundeuen Coordinate 

wai 2 — //) 

ableiten. Es ist nämlich ein allgemein giltiges Verkältniis, dass in jedem 
Rhomboeder die Milteleekpnocie um den d ri t te n Thdl der boJJien Hanplaze 
oheroder unter derEbene der Basis liegen. Nun ist aber jener Mitleleckpuncl 
desSkalenoiiders, dessen Abstand von der Basis nns eben dnrcb dieCoordinate 
9 bestimmt wird, zugleich ein liitteleokpanct des eingeschriebeDen RhomhojS- 
ders; folglieh mnss die halbe Hauptaxe diese« AhomboMers dem Werth 

n 

haben, woraus sich denn ergiebt, dass — ^ krystallographische 
Zeichen des Abomboeders der Mitlelkauleo ist. 

14* 
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ZlZ Hexa|;oiialsy«teD. 

Die Zdchen der beiden toderen BhonboMer finden sich leicht ans der 
Bedingung dee PartUelieinoA ihrer Polkanteo mit den Polktnten def SJwlenoH- 
den. Es sind oinüch die GJeiebaogen der über dein Se»l<nten der -^y und 
H-« failendea Polkante eines jeden Rhomboifdert ±»i'Rt 

± — r- H- 5 = l , und y — <5 = 0. 
m a 

Die Gleichungen der beiden, über denselben Sextanten fallenden Polbanten 
den Skalenoüders aber bestiomien sich 

fSrdiePoik. Xs - * nndy-ir^O, 



Br die Polk. Yi -i- ^-^^^ » 1, und ;v»0. 

nra fi » y 

Hieraus folgt für den Parallelismos der Polkante des Rhombo^ders 

mil Xt ai'a : 1 » »a(2ii— 1 ) : n 

mit Y, ffi'a : 1 8snia(ia-hl) s n 
IIa sieh nnn das Rhonibo£der der kürzeren Pdktnten in analoger, das 
Rhooiboeder der iXogeren Polkanten aber in antiloger Stellang so dem Ska- 
tenoSder befindet, so werden die kryslailographisehen Zeichen 

ffir das Rhombo«der der kürzeren Polk. s ± 

n 

für das RhomboiSder der IMngeren Polk. = Zf: '^^ifjtl^H. 

Das Zeichen des Rhomboeders der Mitlelkanten aber war ± ^^^^^R; da 

nun w4-l=(2»-l)+(2-//) " 

ist, so erhaifrn wir das Hesullat, d;iss die Axe des Hlionihot-ders der lätigercu 
Polkanlen der Summe der Axen der beiden anderen liliumbocder gleich ist; 
ein Resultat, welches sowohl au und für sich, als auch in Bezu^ auf die ähn- 
liche Relation der drei zu jedem telragunalen Skalcnocder gciiurigen Sphe- 
DOide (6. laD) merkwürdig ist. 

1. 128. Portsetznng; Berechnung des Skaleno4(ders ans dem 

secnndären Zeichen mRh. 

Wollen wir die in §. 126 fSr das SkatenoSder gefundenen Resoltale so 
darstellen, dass sie sieh aofdas secandSre Zeichen desselben beziehen, so 

müssen wir zavor untersuchen, wie sich die beiden Zeichen und m'Rn' 

zn einander mbaHeik nnd gegenseitig bestimmen. 

In dem secnndiren Zeichen m'Rn' bedentel m'R das RbomboiSder der 

Ifittelkanleo, oder das eingeschriebene RhoraboCder des Skalenoüders 
Ton welchem wir so eben in 127 gesehen haben, dass seine Ableituogszabl 

m 
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ist. Die Grösse dagegen bedeutet diejenige Zahl, mit welcher m maltipli- 
drt werden moss, um anf die Hauplaxe des SkaleooiSders gdangen tu lassen; 
denmacb ist 

, , m(2— »>»' , , n 

mn s ^sM» niidji s«. — 

Hieraus ergiebt sich denn, dass 

die beiden a e q u i v a I e n t c u Zeichen eines und dessr!l»oii SkalenoSdcrs 
sind, wenn das üccundare Zeichen durch die Ableilungszaiiieu de:» primi- 
tiven Zeichens ausgedrückt wird. Ist uns aber nmgeJcehrt das seonndire 

m'Pji' 

Zeiehen mHn gegeben, so beslinmen sich in dem primitiven .Zeichen — g — 
die Werthe der Ableitoogssahlen zu ^ 

m = mn. und h = , 

wesfaalh denn ahermaJs 

mRn nnd - - ^ 

die beiden aequIvAlmtcn Zeichen eines und desselben Sk.ilenoeders 
sind, wenn das primitive Zeichen durch die Ableitunpzahleu des secun- 
dären Zeichens ausgedrückt wird. 

Wollen wir also irgend eine anf das primitive Zeichen "^^^'^ gegründete 

Berechnungsformel darstellen, dass sie dem secundareii Zeichen mKn ent- 
spricht, so haben wir in selbiger durchgängig liir m den Werth imt, und fSr n 

den Werth zu substituiren. Bringen wir diese Substitution für die in 

{. 126 gefundenen Resullite zur Aostnbrung, so gelangen wir anf folgende 
Bereehnnngsformein : 

In jedem Skalenoüder mR» bestimmen sich : 

der CoiJfficienl der Zwischenaxen ; x = .> ^ . ; 
die Kantenlinien} X = ^/ mV(3<-ty -t-l2 , 

die Kanlenwiukelj gosas 

w»aWH-6ii-!)+6 ♦) 



cosy = — 



ZK 



*) la der 2. Aofltg« aelMr Aaftitgifriittde d«r RryMiltoBrephl« steht darcb «ine« 
Dr«cfcfebl«r —6« tiatt «i-fiit, 
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in welcben Poroieln 7irsinV(3a*-i-l)H-3 ist. 
Ferner ergeben sieb die Proportionen : 

COS|.V : cosj l'=»ii-|-l : « — 1 
eoa|Jlf $ siD^Z = /i+l : "in 
cos\ Y : sin = n — 1 : "in 
Die drei Rliom }>n»-der aber, welrlie uns In den Kanten eines jeden Skale» 
noöders itwll« '^v^^A^m sind, erliallen lullende Zeicbeo: 
da!» Uiiomboeder der Mittclkantett \si ±///H, 
dtis Hliuoibngder der kürzereu Polkanleii lai "^pni'in — 1;U, 
das Riiomboeder der längeren Polkanten ist :^^///(3/}H-1)R. 
;/yP 

Für das Ahomboi^der ändert sich nur das Zeichen, und es ist daher 

abermils in jedem Rbombotfder mR : 

r«l 



A 0 m. Man er«iebt ans Obigem, das» atteb die Berecbnuogsfo mein 

für die Skalenojsder eine etwas einf.iclierc (üestiili anoebnieo, wenn die üecun- 

dffre Be/.eichouog zu Cninflr- .;( I<-^'t wird; und /.war ist dicss um so mehr der 
Fall, w«il gewübalicb auch m und a mit ciatacbcreo Zahlwerlheu hervortreten. 



§.129. Berecjinung der Trilopyramiden. 



Die Tritopyraniden sind bexagonale Pyramiden, und die aUgeineinen 
geome Irischen Eigenschaften solcher Pyramiden sind ganz onabbiugig 
von ihrer besonderen PIScfaenstelInng; daher isl denn die Berechnung der 
Trilopyramiden eine ziemlich einfache Aufgabe. 

DieZwiscbenaxen haben denselben Werth, wie in der boloi^drischen 
Stammform mP/t« Die Berechnung der Kantenlinien, welche der Pol- 
kanle X und der Mitielkante Z angehören, hängt lediglieb von der Bestim- 

nnmp; eines Miltoleckpuncies, z. W. des Pnnctcs P in beistehen* 
der Figur ab, in welcher y iinti r dir Ktidpunelc der beiden 
gleii:hnainigen positiven Halbaxcu bedeuten. Auti sind die 
Gleichungen der beiden Flüeben i<^uDd F' folgende: 




rdrF, 



x 



n 



= 1 



X u 



Fig. 74. 



für F', — + -5 + - a= !, oder, nach §. 114, 



ma 
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M«r wtniefi die GletdiuDgeu der beiden Mitlelkuiten und P» : 

für Pif, jc=tO, ond s 1, 

turPs, J?=0, und ^"""^^^ -ha = 1. 

n 

Subtrabiren wir dic^e (ileicljungeu von eioaader, so erhalleu wir die Coordi- 
oaUrii des Milleleckpuocles P: 

während die Cuürdiualcu dcij Poleckpuncles or 

sind. Da aon die Poikaote Px von den beiden Pnneles Pnäd jr gebiUel wird, 
wibrenl die fliittelkante dem Halbmester der bexagonaten Basis, oder der 
Cenlrodiatans des Puncles P gieieb ist, so bestimnen sieb ans diüeii Coerdi- 
naleo, aaeb den Formeln for J nnd £> in §. 1 15 

PolLaoie.l=.>^^!?pS±? / 

Mittelk. Z = , T • 

y //-— 

Was die Kaiilcnwiuliel belrifft, so ist einleucblend, da&s in dieser 
Hinsiebt die Mittelkante idenüieli mit der Ifittelkante von mP», die P«l)(inii9 
dagegen identiseb mit der PoJkanle des ans mPii ab^eteileten Tnyesnl^d^ 
sein mass \ folglieb wird « 

COS-l = 

cosZ= 

wobei wiederum A*= 4//<'a'(«^— w-hl;-l-3«^ ist. 

Setzen wir in allen diesen Resultaten = l, odcrn = 2, so gelangen 

wir atif diejenigen Formeln, welche in §. l'iO liir die Prolopyr.iniidpn und 
Deiüfropyramiden gefunden wordfu sind; wofhinh demi tllr irj nhor 
die iniierweitoii l^iferto dieser Hemicdrie au6gei>|)racbeueu !:< uigeruugeu voll- 
Uiuinen bestätigt werden. 



TttartoAdritohe Vornien des HOTa^taitHl^yteBM. 

§. 130. Allgemeine Bemerknng. 

Wie bei der Hemicidric, so scheint aucb bei der Telai toedrie die zu An- 
fang von §. 121 erwäbnle Gliederung der dihexngonalen Pyramiden be- 
rücksiubtigt werden zn müssen, so dass also von je vier, über einem Sojl^ 
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lanten der Basis gelpcrenen Flächen allemal eine zurückbleibt, während die 
drei anderen versrh winden. Unter dieser Voraussetzung sind aber uur zwei 
Modalilätcn der Tetarluedrie möglich. Es wird nämlicii lur die abwech- 
selnden Glieder jedenfalls der Gegensatz von üben und unten eintreteo, 
iudem in dreien derselben eine obere, in dreieo eine luitere Fläche die blei- 
bende ist; dabei können jedoch die oberen so den nnleren FKcben im Besag 
anf rechts und links entweder eine gleichsinnige, oder eine wider- 
sinnige Lage haben. Sonach ergdien sich denn zwn Arten der Tetarte<S> 
drie« welche wir nach den Resultaten, welche sie für die Erscheinungsweise 
der verschiedepen Formen zur Folge haben, durch die ISamen der phonbod- 
drisrh^n und der trapez o<>d rischen oder auch trigoootfpen Te- 
tartoedne unlcrscheiden könoeu. 

Da die Tetarloedrie nur das symmetrisch vertiiciltc. V ierte! aller Flä- 
chen der Slanuiilorm mPn in Anspruch nimmt, wahrend die Heimedrie die 
symmetrisch vcriheilte iiäirie derselben l'ordert, so werden wir auch die 
Resdllate jener ins den Resoltalen dieser ableiten können, indem wir die 
letzteren einer abermaligen Hemiödrie unterwerfen, ünd so verhält es sieh 
anch in der That. Wtr gelangen n'dmlieh aaf das Prodoct der rhemboödri- 
schen Tetartelfdrie, wenn \vif uns entweder die Tritopyramiden oder die 
Skalenoöder nnr mit ihren abwe( liselnden einzelnen Flächen aasgebildet den- 
ken; Ottd wir gelangen auf das Producl der trigonoiypen Tetartoedrie, 
wenn wir uns vorstellet!, d,is«; entweder die Skaienoeder oder die Trapezoe- 
der nur noch mit ihren an (Jen abwechselnden Mittelkanlen sjelegeuen Flä- 
chen paaren, oder auch, dass die durch die trigonotype Hemiedrie geliel'er- 
ten dilrigunalen Pyramiden uur noch mit ihren abwechselnden einzelnen 
Flächen ausgebildet sind. Da nun diese Auffassung der Tetartoedrie» als einer 
wiederholten Hemiödrie, ihre Betrachtang etwas vereinfacht, so woiten 
wir solche aaeh im Folgenden zu Grunde legen. 

§. 131. Rhombo fe'd ri sc he T etarto^^d rie. 

Wenn in den auf einander folgenden Gliedern einer dihexagonalen Py- 
r;jmi(le mPrt abwechselnd eine obere inni eine unlere Flache, aber durchaus 
nur rechts, oder nur links liegende Fiaclien ausgebildet sind, so verwandcU 
sich die Pyramide in ein iihomboeder, und zwar in ein Rhomboed er der 
dritten Art, welches sich durch seine Flächenstelluug eben so von den he- 
mii^drischen Rbomboedern des §. 122, wie von anderen, weiter unten zu er- 
w&hnenden RhomboÖdern unterscheidet. 

Genau dasselbe Rhomboöder kommt zum Vorschem, wenn von einer Tri- 

topyramide ^^^'^ ^'^ abwechselnden einzelnen Flächen 

zur Ausbildung gelangt sind, welche in ihrer Vertheilung der so eben ausge- 
sprochenen Regel der Tetartoedrie vollkommen entsprechen. Da nun eine 
jede hexagonale Pyramide durch Vergrösserung ihrer abwechselnden Flä- 
chen in ein Rbomboiider übergeht, so begreift man, dass und warum die tetar- 
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loedrisclic Form wirklich eiu Rhombolfder der drillen Arl sein »luss. Die 
kryslallograpbischen Zeichen der vier, aus einer und derselben liihexagonaleo 

Pyramide absuleileoden Rbombol^der lassen sich uod ±^-^- sebrei- 

beo, weil diese eorrelaten Formen nur dorch ihre Stellung verschieden sind. 

Unlersuehen wir nun die Wirkungen, welche dasselbe Gesels der Tetar- 
toSdrie anf die übrigen boloediiseben Formen ausSbl*), so erhalten wir fol' 
gende Resollale. 

Die ProtopyramideamPyerwandelnsiGbia RhomboSder» welche 

mP 

eigeutlich bezeichnet werden müssen, in ihrer Erscheinung aber sich gar 

nicht von den hemiedrischen RhomboSdem oder mR unterscheiden , ob- 
wohl ihre Flachen nur aU die rechten oder linken PlichenbälAen dieser lets- 

tereii zu dtüfen sind. 

Die Deutt' r4)| yramiden mP2 verwandeln sich gleichfalls ii» Hhom- 
boeder, und /.war m Khumhuedei- der zweiten Art, deaeu daher das 

Zeichen zukommt, und deren Flächen eigentlich anch nur als die ver^ 

grösserien abwechselnden Flcichenbäineu von tnV'Z />u denkeu sind. 

Die dihexagonalen Prismen ooP;i verwandeln sich in bexago- 
nale Prismen der dritten Art oder in Tritoprismen, welche in ihrer Er> 
aehemong mit den bemiSdriaehen Tritopriamen det g. 124 vollkommen Sheiv 
einstimmett, lieh aber von selhigeB dorch die Redentnng ihrer PtiieheD ontos 
seheiden. 

Das Protoprisma ooP und das Denteroprisma ooP2 bleiben 
scbeinhar ganz unveründert, obwohl eigen tlicfi jede ihrer Flächen nur als das 
ZOT weiteren Anadehnang gelangte Viertel einer ganzen Fliehe gedentet wer* 

den muss. 

Uebcrhatipt also erhallen wir für das Hexa^j^onalsv-stem in seiner rhoin- 
bordrischcn Tetarloedric das Resultat, dass die siimmllichcn Pyramiden als 
Hhomboeder, die sanimllichen Prismen aber als bexagonale Prismen 
erscheinen, und dass sowohl jene Rhomboi'dcr als auch diese l^rismen Formen 
der ersten, zweilea und drillen Art sind, je naciiiit-m sie aus der Gruudreihe, 
aus der Gränzreihe, oder von dihexagoualen Formen abstammen. 

ISZ. Berechnung der telarloedrischcu Khomboöder. 

Wir werden die Berechoong der ans mlPn abgeleiteten telartoedrisehen 
RbomhoCder am leichtesten anaführen, wenn wir sie als hemiCdriache Formen 



^) Bo! dies«r IIat«riMeboB|; itt es vorlbeilbaft , eine jede Form dareb «in« anfciBei- 
••«e Tbeiloog ihrer Flächen aar eine zw^lfiaitif« Pyramide zaräckzarübreo, nsd dtii 
nir ihre 21 Frach«*nri-Ir1r'r b u r h s t ri h I i c h f e n n tt r^as za Asfailg daf Partf mpbeo tOI- 
gesprocheae Gesete der Verttaetluug «ia(ret«A zu lAtf»ea. 



HflMgmMllfSlMi. 

dfr Tritopyi ainiden betrachten. Es sei nLo in nachstehender Figur d*t iS'ra- 
mide eiac sulcbe hexagonale Pyramide der dritten Art, uud das daneben be- 
findliche Rhomboüder dasjenige, welches aus ihr durch VergrSsseraDg der ab- 

wechselnden Plicheo F, F*t F** u.a. w. ab> 
geleilet werden haao. Wenn un » wmi 
u die Endpanete der gteiobnaang^n peaiUvea 
Halbaxen sind, so bestimmen sieh die Glei- 
chungen der beiden vorderen oberen 
des RhenboSders, wie folgt: 





n 



Fig. 7». farF', ~ -hfl — ^«1, oder, naeb§. 114, 

ma n ^ 

ma /I // 

Durch ('oinliin.itton diosor Clrirhungeu halten wir die GieicbuDgen der Fol- 
kuntculiiiie P.r des libuiubueders : 

ffia 2—« //-hl 

Da nun in j e d e m Rhomboeder die Mitteleckpuncte genau um ^ der halben Haupt« 
aze über oder nnter der Basis liegen, so ist olTeiihar P derjenige Ponctder 
PolkaolenliDie Por, für wdehen w » |»ia ; setzt man dieseo Werth in die 
erste Gleichung dieser Linie, so erhält man die Coordiaate «, und dann ans 
der zweiten Gleiehnng die Coordinate fiherhanpt also fitr den Pnnot F die 
Coordioaten: 

der Putict x aber hat die Goordinalen: 
.7; = ffia, y = 0, - = 0. 
Hieraas beslimmt sich deou, nach der Furmel für J iu.^. 115, 

Tra endlich drn Cosinus dieser Kante zu linden, dazu haben wir in dem ull- 

^pmeifKM! Ausdrucke von ros(Kirf ^. tl5 für b tuid r die Parameter der 
Fläche t\ für a\ ö' und c die f\iratneter der Flache F' einzusetzeu, wodurch 

^^^^ 2f/iV(// ^-«-hl)- 3//^ 
bestimmt. 

Setzt man in dleseu Formeln von A und eosJ // = 1, so gelangt man .tiif 
diejeuigeu Formeln, welche in §. 120 für die liltoinix^eder der ersten Art 
gefunden worden sind, zum Beweise, dass die aus mV abgeleitete letartoe- 

drische Foni in ihrer Gestalt wirklich mit dem Rbomhol^er -s- oder wR 
Sbereinstioimt. 
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Stiit man d«geg«B «s2, ao crtöU nan für die RfaomboMer der swei- 
iwPX 

ten Art als die telartoedriscbeii Formen der Oeuteropyrainiden : 

PolUiitenliDie ]/1nV-f4 

Für /// = 00 gelangt mao anf die Winkel eines bezagonalen Prismas, so dass 
die Resultate der Rechnung dasjenige vollkommen bestätigen, was in §. 131 
(iber die Wirkangen dieser TetarloMrie gesagt worden ist. 



§. 133. Trigoaolype oder trapezoSdrisehe Tetartogdrie. 

Wenn in den auf pinaruh-r lolgendcii (iiiedern einer diliexagonah ii Py- 
ramide mP/t abwechselnd ciiu" obere und eine unlere Fläche ausgebildet isl, 
welche gegenseitig nach rechb und links eine wider sinuigc Lage haben, 
so verwandelt sich die zwölfseitige Pyramide in ein trigonales Trape- 
so€der. Es nacht sieh also hier gleichzeitig der Gegensatz von oben und 
vnlen, so wie von rechts nnd links geltend, während bei der rhombo^drischen 
Tetartocidrie nur der erstere GegensaU eintrat» 

Wir erhaltru genau dieselbe Form, wenn wir an einem bezagonalen 

Skalenoeder - die an den abwecli^ieludcu Millelkauteu gelegcueu riachea- 

paare allein ansgebildet denken, indem die so bestimmten Flächen in ihrer 
Lage dem so eben ausgesprochenen Gesetze der Tetarloedrie vollkommen 

entsprechen. Jedes Skalenoifder'^s' liefert also zwei comlate trigonale 




Fig. 76. 



Trapezoeder, wie ans vorstehender Fif^ur zu ersehen ist, während natürlich 
die dihexagonalc Pyramide mP/i, als die eigentliche holo^'d^sche Stamuiform, 
vier dergleichen Trapezoeder bedingt. — Diese Trapezoeder sind von 6 
gletchschfnkcligen Trapezoiden umsclil r^äene Formen, mit 3 längeren stum- 
pfeicn, und o kiuzercn schärferen AliUelkanlen, welche im Zickzack aul- und 
absteigea; ihr Mittelquerschoitl ist ein Ditrigou, während alle, in derselben 
GesUlthUfle zwisehoo dem Polecke nnd denüHteloofcen gedachte Querschnitte 
gleiehscilige Breiecko oder Trigone sind. Je zwei eorrelale, d. b. ans dem- 
selben SkaleooMer ahgeleiteleTrapezol^der sind eiantiom orph , oder ver- 
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whieden wie ein piar rechts und iiakt gebildete Körper« Daher werden 
die kryslaUographiseheD ZetefaeD der vier, eoa einer und derselben dihezago- 

Dalen Pyramide 'mP/i hervorgeheoden TrapeioSder ± (/-^ und ±/^^ia 

scbreiben seio. 

Untersuchen wir nun die Wirkungen derselben Tetartoedrie auf die obri- 
geo holordrischen Formen^ so gelangen wir auf folgende Resullale. 

Die Prolo pyra m i d e n ff<P verwandeln sich in R h n m h oi^ d e r, welrhp 
in ilirpr Gestalt vollkommen mit den hemiedrisclini Klioniboetlern t/tli über- 
einstimmen, sich aber durch die Bedeutung ihrer Flachen, und den ihnen da- 
durch aufgeprägten Charakter der Enanlioroorpbie wesentlich ualerscbeiiien. 

Die Deuter opyraniid en mP2 verwandeln sich in trigonale Py* 
rtmiden, indem sie nar noch mit denen an den abwechselnden liittelkanten 
gelegenen FlMcbenpuren aasgebildet sind; diese Pframiden erscheinen ge- 
rade so, wie die gleichnaniigen Producie der trigoaotypea HemiSdrie (§. 124), 
unterliegen aber einer verschiedenen Bedentnng ihrer Flachen, nnd kraft die* 
aer dem V^erhältnisse der Enantioroorphie. 

Die dibexagonalen Prismen ooPn erscheinen nur noch mit ihren 
abwechselnden Flächenpaaren, als di trigonale Prismen, welche .si( Ii 
von den gleichnamigen Produclcn der trijjuiKiiN [cn Hcmie'dric dadurch urUer- 
scheiden, «lass ihre abwechselnden einzelnen 1 lachen zugleich als obere und 
untere, sowie als rechte und linke verschieden sind. 

Das Protoprisma ooP bleibt scheinbar nnverindert, obgleich sieh 
anch für seine FlSchen eine ganx andere Bedentnng geltend nacht, indem 
z, B. die drei abwechselnden als obere rechte , die dazwischen liegenden als 
nntere linke vorgestdlt werden müssen, u. s. w. 

Das Denteroprisma ooPZ erscheint nur noch als trigonales Pris- 
ma, mit seinen abwechselnden drei FlncfiPii, (Irren BpflciitMng jedoch eben- 
falls eine andere ist, als io dem gleichnamigen Producie der trigonotypcn Ue- 
mi^'drie. 

Das Piuakoid bleibt, wie immer, unverändert. 

Anm. I. Wir ueonen diese Tetartoedrie die tra p ezoe dr i sc h e nach 
dem Producie, welches sie aus der dibexagooaleo Pyramide liefert, die trigo- 
notype dagcgeo, weil sie, ebes so wie die gleicbaamige und mit ihr sehr nahe 
venrandie HemiSdrie, die Aesbildoog voo trigonaleB Pyramiden ond Prismee, 

und Oberhaupt voo solchen Formen veraDlasst, deren Querschnitte Trigooe und 

Dilrigone sind. Di^^ Analogie zwischen ihr und der rhoniboUpen Tol.irioe- 
drie des Tetr.igon.il»ysteuis ist so in die Augen fallend, dass sie keiner «eitereo 
ErürleruDg bedarf. 

Anm. 2. Daas nasder Qaarz, dieses so wichtige nad latereMaate Mineral, ia 
ieioen RrfslallforoeadieGeaelee der lrapeio£dritchen TetarloSdrie verwirklicht 

teigt, diess habe ich bereits im Jahre 1830, in mciaem Lehrbucbeder Krystallo- 
praphie, und in allen meinen »;[t.'ftprpn Srhriftrn E:»*l!»"nfl 7m niiichen j^esnrht. In 
der Th.if lassen sich, (unter lienirk-n filii^init,' der \<)ri II nuiinß^pr uod 0. Hose so 
vurlrciilich oacbgewiesenen Z w ilii ugsb i i tJ u o g , und üe^, Lt^weiligen simul- 
taaen Anftretens correlater Pemeo), alle morphologischnn EigenlhOa- 
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liehkeiteu des Quarze«; aus dieser Teiarloedrie so voiUtflodig crkUlreu, dass 

es eiiiigermaati>ea auilalieo rauss, jene vod mir zuerst gegebene und , wie ich 

gUnbe^ MtorfOBlsia InlerpretatioB dsr Quarsforoiea lo wenig berflektichligt 

Mm tekci. Die KrytiallNibe in Qaarm ist w«der «iie boIoMriielie, aoch ein« 

P 

bemiedrUche, sondern eine tetartoedrische , und daher das Hbooiboisder 
p 

oder /-^ als ihre eigentliehe Gmodrorm , dagegen die Pyramide P atir all die 
bol(Kidriacbe Summform dieser GrundgeaUU aufzuführes. 



Jf. 134. Bereehnnog der trigenaien Trapeiotder. 

Wir gelangen anf dem kürzesten Wege zur Berechnung der trigonalen 
Trapp7ot*(icr, wenn wir sie als hemiedrische Formen der Skalenoeder bc- 
tracbteu. In beialeheader Figur sehen wir links ein Skalenneder. von dessen 

an den nbwprhscliidcii Miltrlkanlen 
gelegeaeu i^iachenpaaren das rechts 
befindliche Trapczoi'der gebihict wird. 
All einem soleheri Trapezoi^der haben 
wir dreierlei Kaolea zu unterschei- 
den, nlmlieh 
die Polkanten X 
die Uingeren Mittelkanten Z, 
1 77* die kOrseren Mittelkanlen Z \ 

Um nun snvdrderst die Längen der Kante n linien berechnen zu kön- 
nen, dazu bedürfen wir nur irgend eines Mitteleckpunctes, z. B. des Puncles 
welcher der Durchschnitlspuncl der Mitlelkaiile Ps inil der Fläche F' ist; 
da nun diese Mittelkante die Durchschniflslinic der beiden Flächen F und F" 
ist, so müssen wir von den Gieicbuogeu der drei Flächen F\ F' und F" aus- 
geben ; diese sind 





«rr, --t-v-^-l.ote.Mshl. 114, 

ma n 

ma » n 
für F'\ I, oder, naeb g. 114, 

«. ^ _ + £ s I. 

ma. n n 
Durch successive Addition und Subtraction der Gleichungen von F und F 
erhallen wir die Gleichungen der Mitlelkaute Ps 



tut BengMialfjstMi. 

Combiniren wir (Jie.se mit der Gieicliung der Fläche F\ so gelangen wir auf 
die Coordmaten 

für den IW /^ ^ ^ |^)(^ ^ ^^K«"«-!)- 

Digegen sind die GoonUaaieo 

für den Pitnctdr^ a* = ma, ^ = 0, = 

für deu Puoet tr, j7 = 0, s = ü, tf 1 , oder, oacJi §. U4, 

Den Hund 5 bef^timmcn wir, \v<]pm wir in der Gleichung der MiUeikaote Pz 
X SS- 0 sPtzon ; werden di*' (^odidin.ilen 

für den Hiinrt 5, ^ = 0, y 0, ss=a. 
Es wird aber Le^räozt 

die Pdkaote tob den Pnneleii P oad 

die hiilw Miltelkaste i>ir yon des Poneteo P and «r, 

die iialbe llittelk«ite Ps toii den Poneten P nnd #. 
SoiMliluiren wirnbo in dem allgemeinein Au.sdnicke von /in {. tl5 lur b 
und c die Cooidinaten des Pttwlet P, für a\ b' und c' successiv die Coordi* 
nalcn der drei Piinctc n und r, so erhnUcn wir, unler Bf^rüeksiclitifi^nng 
das« Pu nnd /^c; nur die halben Mittelkantea sind, für die dreierlei Uaulen- 
lioien folgende Werlbe : 

An 

0/1 



Was endlich die üantenwinkei beirifii, sn isl es einleuchtend, daM 
die Polkante X mit der Polkante der Rhomboüder — ^- in §. 132, nnd dass die 

Mittelkante Z mit der lAittelkante der Skalenodder in §. 126 idenliseh 

ist; wir haben daher nur noch die Miltelkanle 2! nach dem allgemeinen Aua- 
dracke von mW in §. 115 su berechnen, indem wir für a, h und e die Pa- 
rameter der PlScbe F, für a', b* nnd e' die Parameter der Flüche F" ein- 
setzen, nnd erhalten so uberhaopt : 

2i«*a*(«*— a-i-l)— 3«* . 

COSA = ^ — - =casA in ^, i3!Z, 

„ 2i»V(#i»-i-2«-2)-3»* ^ 

cosZ — — ^ - =cosZ Hl §. i2o, 

cosZ' ^ 2w^a^(2i>^--2ii~lj4-3«^ 

worin K — \m'-\'^{u^ —u -h l ist. 

Selzl mau iu diesen, für die Trapezoedcr gefundenen Ausdrückeir // = 1, 

so gelangt man auf das Resultat, dass ZsZ' = A'sf ]//;i V-f-3, und dass 
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welches die oben in $. 126 für die Rbombo^cr gefuudeoen For* 

mein sied. 

Selzt man dagp^en « =2, so erliiilf jnati, fjanz in rphcrcinstiminun«;; inil 
den Resultaten der Abieilun|j;, die Fuimein für die lng;uiialen Pyramiden, 
nSmlich _ 

» w^s^^~2 m'e'^*! 

2(mV+ 1 ; « V+ 1 

Seist man eadlicli mssoo, so bekomsBl man för die Seitenkanlcn des 
dilrigeaden Prismas, welcbe den Kanten Z nnd enta]ireebeD: 

cosZ — — J^. T^""^^ =« cos.V in §. 120, 

2/i»-2»-l 
cos/ = —5 , 

welche beide für w = 1 auf Z = Z' = 120", dagegen (Tir n = 2 nnf / — 180* 
und /' — fuhren; 7nm Beweise, dass das I'risma ooP luiverändert bleibt, 
während das Prisma ooF2 als trigooales Prisma aailriU. 



Dünfus C<H»tUl. 

Combinationen des Hexagonalsysteme. 

§. 135. Eintheilnng derselben. 

Die Combinationen des Hexagonalsystems unterscheiden sich als holoedri- 
sche, lipmivdri.scheund lelarto<!drische, je naffulem dieise oder jene Ausbildungs- 
weisr (](M f\»rmen Statt lindel. Da nundie holoedrische ninl die rhombo?drisch- 
hemiedrischc Ausbildung des Systems diejenigen beiden sind , denen wir in 
der Natur am bäußgsleu begegnen, so werden wir uns vorzuglich mit ibueu 
zu beschäftigen haben. 

Die meisten bexagonal kryslallisireBdea Rtfrper lind der ifcemboCdri- 
sehen HemiCdrie unterworfeD, ond mir wenige lassen eine wirkliehe beleih 
drisehe Gestalinng erkennen. Die pyramidale HemiMrie kommt am Apatite 
vor; die frapezoe'drische und die trigonolype ünnicdrie aber bat man noch 
gar nicht beobachtet, indem diejenigen Combinationen des Quarzes, welche 
allenfalls so gedeutet werden könnten, Iheils durch eine simultane Ausbildung 
sweior oorrelater lelarioädriscber Formen *), Ibeils durch eine Zwiitingsbil- 



*) Wi« z. R. <)ie von G. Ho»« in seiner Abb«niilaR|c Vif. 50 dirgeslelUen Quars> 
krytUlle aa« Bra«Ui«o und die «Dalog gebUdeten von d«o Firöcrn, welebe daiMlIw trifl»- 
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dung zu prkfären sind. Die rhornboedrisclie Tetarloedrie ist am Titaneisen- 
erz, am Diopt-is und am I^heiiukil*), die trigoDOlype Tetarloedrie aber bis 
jetzt nur am Quarze erkannt worden. 

\'0ü den lieiuii^drischeo Combiualionen bällcu wir also , nächst den so 
ansserordeollicli häaGgea rbombo^drischen , nor aoch die pyramidilea des 
Apatites za berSeltsiehtigen« Da jedoeh dieae lediglich durch die eigenthom- 
Uche Erscheioaitgsweise der dihexagonaleD PyramideD uDd PrisneD, also sol- 
cher FormeQ eharakterisirl sind, welche am Apatite stets imtergeordnet aiaf- 
treteo, während die vorwaltenden Formen theils Protopyramiden, tbeils Dcu- 
teropyramiden nebst den Gränzformen OP, ooP und ooP2 sind, so bedarf es 
auch blos der Bemerkung, dass in den Combinalionen des Apatites die Pyra- 
miden mVn und die Prismen ooP« nur entweder mit ihren rerlilen, oder mit 
ihren linken, also nur mit dmen auf einer Seite eines jeden primärrn flaiipt- 
scbuitles gelegenen Fl. ichni ,uis;;ebildel sind; wäürend die Bestimmung der 
betrefiendeu Formen nach denselbea Kegeln zu geben ist, wie in den boloe- 
driscbeo Combinalionen. 

§. 13t). Theorie der holoedrischen Combinalionen. 

Wie seilen Mich dibexagonale Pyramiden überhaupt vorkommen , and 
wie untergeordnet sie gewöhnlich ausgebildet zu sein pflegen, so unterliegt es 

doch keinem Zweifel, dass die allgemeine Theorie der binären Conih'nalionen 
auf die Combination z\M'iiT solcher Pyramiden gegründet weiden niuss. Den- 
ken wir uns also eine vorherrschende Pyramide mPn. nm] eine untergeord- 
nete fnPn'f so haben wir zu untersuchen, welche \ eramh j urijuen die erstere 
durch die Flächen der letzteren erleiden kann. Es sind oilcnbar (In selbeii 
sechs Verdiidcruiigcn, die wir in §. \0S für eine vorherrschende ditelragonale 
Pyramide kennen gelernt haben , nor dass die dort erwähnte Sflächige Zu- 
spitzung jetzt als eine 12flliebige Zuspitzung erscheiot, nimlich : 

1. eine ZnscbXrfung der primären PolhaDten, 

2« eine ZosehSrfang der secnodären Polkaoten, 

3* eine Zoscharfung der Mittelkanten, 

4. eine zwülfflächige Zuspitzung der Polecke, 

5. eine vierflächige Zuspitzung der primären Mtttelecke, und 

6. eine vierflächige Zuspitzung der secundären Miltelecke. 

Wenn wir uns nun beide Formen auf gleich grosse Nebenaxen reducirl 
denken, so werden die Bedingungen, welche diese sechs ('ombinalfons-Ver- 
häitnisse bestimmen, aJiermals wesentlich von den Grössen der l)cid«Tlei 
UauplajLen h and A', und der beiderlei Zwiscbenaxen r und r ubbangen, und 



nale Trapezncder ^Mrirhzcitip rerhts und links atispcbü'^ft zeigen, so dnss lielle zu^'rirh 
ein Skalenoeder reproduciren. Diese Hryatalle sind wobl oicbt tU Zwilltagskryslallt;, 
aoodero nur so zn erküren, wie z. B. die Oktaeder der ZiakUeBde , welcbe durch simol- 
Uoe und gleicbmässigc Ausbildung beider Tetraeder entsteben. 

*) Znaala» dea VarieUltao von Firmmont^ aa deaea Bvjfrkh aie saerst saebgevie- 
i«B bat. 
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aieb bnchstSbHflfa aU dieselbeo herausstellen, dereo nähere ErörteraDg in 
J. 103 gelben woHe. Es erglebt «cfc idnlidi 

1. eine ZiMcbSrraDg der prim. Polk., wenn A's A, nnd / > r ; 

2. eine ZnsohSrfnng der sec. Polk., wenn q = nnd <r, wobei aber- 
mals y= *,uody= ^, 5 

3. eine Zusrhärfuog der Mittelk., wenn r's r, und A' > A; 

4. eine t2flächige Zusp. der Polecke, wenn A' <A, und q <^q\ 

5. eine 4flächige Zusp. der prim. MiUelecke, wenn A' > A, und r > r { 

6. eine 4fläcbige Zusp. der seo. Mitieleoke, wenn q > jr, nnd r' < r. 
Auch ist wiederum A' > ss < A, wenn m' > = < m, 

r' > SB < r, wenn «' > = < «, 

> = <y, wenn— ^— ; — ^ >as<^-^^ ' 

und V. ir erhallen daher abennab für die angefiibrten sechs Combinatious-\^er- 

bältiiisse folgende Regeln : 

An jeder dihexagonalen Pyramide m^n bildet eine zweite dergleichen 

Pyramide rr/P//' : 

1. eine Zuschärfuug der primären Polkanlen A, wenn m=mt und ti'>fi\ 

2. eine ZnaebMrfung der leeondiren Polkanten wenn ^^^^ ^ 

m(n-\-\) , * , . # 
und n <Ji, «uoMwIm <ir: 

3. eine ZnsehSrfnng der Miltelkanten Z, wenn n = //, und m > m • 

4. eine zwöUfläcbige Zuspitzung der Polecie, wenn »'< m, und — ^ 

< —2 wobei Ä > 3=s < » sein kann \ 

5* eine TierflSeluge Zuspitzung der primSren Hilteleekei wenn m >ivi, und 
ji'>ii$ und 

6. eine vici llachige Zuspitzung der secundaren Milleleckc, wenn — — ^ 

ft 

^ «(»-♦•1) . , ^ 

>— 2 und» <». 

n 

In diesen sechs Regeln ist abermals die ^'anze Theorie der holoedrischen Coni- 
binationen enlhalteM, indem man nur fnr n, /// inid die entsprechenden 
VVerlhe einzuführen hraiuht, urn <lje Coiuhinatlons Verhältnisse irgend zweier 
anderer Formen zu erschUessen. Dabei inai Iii sich gegen das Ti'lra^'oiial- 
system blos der Unterschied geltend, das» sowohl n als auch // uieuidlö > 2 
wcrdeu küDiten , wahrend dieselben beiden ^Vhleilungszahlen in dem genann- 
ten Systeme erst mit cx> ihren Gränzwerth erreichen. 

Aum. Wollen wir z. B. wissen, welche VerSodeniDgen eine Protopyra- 
niide durch eioe Deuteropyramide »i'P2 erleiden kann, so habfn wir zu be- 
dleksicbiigeo, da» dann mir aoeh die drei FiJIe Nr. 1,4 ond 5 «Hgttc^ sind, 

NMMm*« KryiUiiloKrapUe. t5 



HiOMgMaliyiiui. 



weil ja n' ^ A iai. Da nun die uotergeordoete Form niclu mehr eine zwülfüei- 
tigt, soadern ebe tecbMeiiige Pyr«m4a tat, m gelangen vir auf dUe F^lgerong, 
das« mP dnrch m'P2 Oberhaupt dreierlei Veränderaageii «rieidaa kanp, Bimlich: 
ebe Absturopfong der Polkaolen, wenn m ssat, 
einp spclisn.lclii'j:^ Zn^fiitzung der Polcrkc, wenn ai'^fll« oad 
eine Zii>»rhiü'fiiii^ (!< r Mittclecke, wenn tu y> i/i ; 
wobei iu allen Fällen die I laeben von tnV2 auf die Foikanten von i/iP aufge- 
■elat aeia werden. Aaf Ifaaliefae Weite lattea sieh für je awei andere Pormca 
die ihnen ankeaiaiendett Conhlnatieas-Eriebeinnngen beatimnen. 

§. 137. RbemboSdriscbe Combinationen. 

Wenn wir von rhomboedrisehen ComblDalionen schlechthin spre- 
chen, so sind dnmit allemal rhamboedrisch-hemiedriseh e (Kombinationen 
gemeint, fjerndr so wie wir dir Krvstallreihe eines ISfinernls eine rfinmlioi'- 
drische nennen, um auszudrücken, das« sie den Gesetzeader rhomboedrisehen 
Hemi^'drie unterliegt. 

Rhomboedrische Combinationen sind also diejenigen CuHibiaalioueii des 
HexagonaUystcuis, in welchen die ProtopyTamidcn als llhomboeder, und die 
dibexagonalcn Pyramiden als Skalenoeder, alle übrigen Formen aber mit ihrer 
Vellen Ffnchenzabl erscbeineo. Da wir odh in der Lehre von der Ableitung 
nnd Bezeichnung die Skaleno^der von eineni zweifachen Gesicblspmele ans 
dargestellt haben, indem wir dabei einerseits ihre nrsprunglicben Beziehongen 
zu den dihexagonalen Pframidea, anderseits gewisse Beziehungen zu den 
Rhombo^dern in das Auge fassten, so fragt es sieh^ wdcbe von beiden An- 
sichten wir bei der Combinationslehre zu Grunde legen sollen. Wegen der 
grösseren Anschanlichkeil nnd Einfacliheil der secundären Ahleilung^ würden 
wir derselben jedenrnlls- den ^ rtrzug geben, wenn niclil bei ihrer Anwendung 
der Zusammenhang der üeuteropyramiden mit den Uhombocderü und Skulc- 
noedcrn gänzlich verloren ginge; ein Zusammenhang, den wir wegen des 
nicht seltenen Vorkommens jener Pyramiden in rhomboedrisehen Combina- 
tionen ja nicht aus dem Auge verlieren dürfen. Um daher beiden Anforde- 
' rangen Genüge zn leisten, sind wir genütbigt, die Conhinationsregelu znvfir^ 
derst für die prinritive Ableitung nnd Bezeichnung aufzusuchen, und nachher 
sMmmtliche auf die Skalenoifder bezügliche Regeln in die Spiudie der secun- 
direii Ableitung zu übersetzen. 

§. 138. Theorie der rhombo^fdrischen Combinationen bei 
Anwendung der primitiven Bezeichnung. 

Die Theorie der binären rhomboedrisehen (lomhinaiionen beruhiauf den 

7mP/ wi'Pä* 

Combinationsgeselzen zweier SkalenolSder-^ ond — , für welche wir 

jedoch, wie für alle hemiednschen Können, die zweifache Stellung zu berück- 
sichtigen haben. Die Verhältnisse, unter denen üich zwei Skalenoeder com- 
biniren könuen, werden aber wesentlich durch die gegenseitige Lage 
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ihrpr ^l«icfanafnigeii Kauten bpstimml, \irlph<» wiederum von gewissea 
\V iiikclii ahlilingig ist. Bezeiclmeu wir nuuilicli iu irgend einem Skalenoeder 

jBiPn 

den Neigungswinkel 



der längeren Pnlknnle zor Haaptaxe mit 0, 

der kürxeren PoUtanle sor Hauptaie mit und 

der HiUelkaDie gegen die Basis mit y, 

so Itestimmen sich die Colangenten dieser Winket, wie folgt : 

Ma(«-f-l) 
cota = " ' , ■ , 
nyo 

flia(3i»— t) 
ma(2— ;i) 

liyT- ■ 

mPn 

Bezeichnen wir eben so in dem zweiten Skalenoeder — ^ — die analogen Win- 

kel mit a', i' und v'. so {reiten für Cntancculeri difsrr \\'inl;rl <!ip';pl- 
liPH VV erllifi mit /// und n\ statt mit m und n. Die V erandpriingen Jiber, 
welilie das vorwaltende Skalenoeder durch die Flächen Hps untergeordneten 
erleiden kann, bestimmen sich wcdeullicb durch die Verhättnisi^e dieser bei- 
derseitigen Winkel. 

I. Beünden sich nämlieii b e i d e Formen in gleielier ui\rv ;inalogei- 
Stellung, dann sind folgende sechs Cumiiinaliuus-Erscheiuuugen möglich; die 

Torkerrsebende Form ±^^^^erleidetdarcfadie untergeordnete Form ± ^^^ ; 

1. ( iiK Ztjsehärfuog der längeren oder stumpferen Poikanten, wenn a'=sa, 

und fi > ,^ ; 

2. eine Zuschärfuug der kürzereu oder schärferen Polkanten, wenn ^=^ß, 
und tf' > o ; 

3. eine ZnsehSrfnng der Mittelkanten, wenn / s ^, und er' < er ; 

4. eine seohsflMekige Zuspitsung der Polecke, wenn a* > a, und ^ > ß\ 

5. eine Zoschärfnng der Mitleleoke, iiei weleber die Zusek^rAingaiieben 
auf die stumpferen^Polkanten nnd die Mittelkanten aufgesetzt sind, wenn 
a <tt, niid/>}7; 

6. eine Zuschärfung der Mittelecke, bei welcher die Zuscbärfungsflachen 
auf die schärferen Polkanten nnd die Mittelkanten flnf^;Mttt siftd, wenn 
ß* <ß, und / < y. 

II. Befinden sich dagegen beide Formen in verwendeter oder anli- 
loger Stellnog, dann sind nur folgende drei Fälle möglich^ die vorherr- 
schende Form erleidet durch die nnteigeordnele Fonn ^l ^*^^ - x 

7. eine Znschjn limp; der schärferen Polkanten, wenn a = und ^y' > 

8. eine st ( iisllac iirgc Zuspitzung der Pnlecke, wenn rr' > ßj und /^'> rr; 

9. eine Zuschärfung der Millelecke, bei welcher die Zuschärfungstlächeu 

15« 
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auf die achUrfena Polkanteo und di« IfitldkaBlao aii%atetst «ind, waoa 

Noll ergiebt sich aber ans den oboo uiilgeÜieUteD Werthen dar Golangaalao 

dieser Winkel, dass 
beiglaicher oder analoger Stellong beider Formen : 

a > s= < a, wenn — ^— , — ^ < = > , 

n n 

= wenn-^-T — i < = > ^^^-^ — l , 

^ «'(2—»') - - iii(2— n) 
Y>^<yf wenn— 2_ — l < « > ; 

n n 

bei verwendeter oder aniilo^ri Steüuug beider Formen: 

/r>-<«,w«=:^^><->=<iti). 

Substituiren wir diese Bedin^nnpen in die vorsiebenden 9 Fälle, so erhallcu 
wir i'ulgeude, uumUleiljar durcli die Ableitungszakleo ausgedrückleu Combi- 
nalionsregeln ; 

mPn mPn 
I. Bei analoger Stellung bildet — ^ an — ^ : 

1. eine ZuscbärfuDg der slumpleren Polkauteo, wenn — — - = 

—2 , uuu — — j < — i ^ , worauü üicli deuu ergieut, duss 

n n n o » 

aoeh m' < and < » sein moss) 

2. eiseZiisebHrruQg der sebSrferen Polkanten, wenn — ^ — 7 — ' :s 



_5 und — , — ^<-^ -i woraus sieh ergicbi, dass 

n n H 

<iii und n' > n sein muss; 

m(1-n) 



Znsehirfting der lliltalkanten, 



V n 



und — — 9 woraus angleieb folgt« dassm >fli, uns 

n n 



n > n sein muss i 

4. eine sechsflächige ZuspiUong der Pol ecke» wenn - ^ , — ^< 



^ ^ , und ^ —i ' <-^ -9 woraus folgt, dass « <si 

sein muss« wXbreod n' und n verschiedene Verhültnisse haben können; 

sind die Combiaationskanten horisontal, so ist «'s«, and sind sie psr- 

. 1 ». ,, . . a«'(2— «') ryif2--if) 
allel deu Milteikanten, so ist — ^— » — = 5 
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5. eine Zuscbärfuag der Miltelecke, die Ztischärfun^'sflächen auf die 
stumpferen Polkauteu gesetst, wenn ^^yij> ?^^^^>, ubA 
»»(2 — n) ^ iw(2— «) ...... . 

? — ^ < ' $ und die hetcropoMren GomhinalioDskanten bo- 

rizontal, so ist// = r;, und sind sie parallel den schärfereo Polkanlen» 
ao ist — ^ — I — - = ^ ; 

6. eioe Zuscbärfnng der Mitteiecke, die ZuschHrrungsflächen auf die 

sebarferen Polkanlen anfjKesetxt, wenn "! > 

I» » 

^^'^> > "'^"^"""^ • giiid die heteropolaren CombioationskanteD par- 
allel den stnnpferen Polkanlen , so ist 7"^^ 



II. Bei antiloger Stellung bildet i;:^^-^ an 



7, eine Zuschärfuug der s ch ärlcren Polka nleu, wenn - 



—2 ' , und , < C ; 

Dl' (ff -L^ I \ 

8. eine seebsfUchige Zuspitzung der Polecke, wenn '~ < 

w(2;t-l) mitjt'-}) m(n-^\) 

» ' »' » * 

9. eine Zuschärfung der Milleleckc, wenn ^ ^" ^ ^ - > — ; sind 

n H 

die helcropolaren Combinationskanten parallel den stumpferen Polkanlen 

mPn . . «'(2//— 1) m(n+\) 
von -TT- , so ist — ^ , r » — i ^ . 

!• 139. Tbeorie der rhomboSdriseben Gombinalionen bei 
Anwendung der secnndiren Bezeichnung* 

Wollen wir die im vorhergpliendcn Pnragrapben ^'efiindenen Resullrite in 
die Zeicbenspracbe der secundären Ableitung übersetzen, so haben wir, 

weil «llgenidn de« Zeichen mRn das Zeichen entspricht, dorch- 

2ii 2»' 

l^niriir mn und mV statt si und m', so wie und -i — r statt n und n* nu 

sel/<-n : dann erhalten wir fSr die Gombinationen zweier Skalenoeder oiRm 
und m'iiJi folgende Bedingungen : 
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g 1 1 i V her oder a ii a 1 « g e r Slellung hcider t ürmen ist 
a > = wenn ///'(. -j- 1) < = > w(3//-»-t), 
ß'> = <ti, wenn < = > w^a//— i;, 

/ > = < /, wenn /// > = <; w ; 

bei vcrwrudcler oder an Iii« er Slelliui^ beider Formen i»l 
ß' > = wenn wi'(3»i'-#-I> < = > w(3//— 1), 
> = < «, wenn w'(3«'— 1) < = > 
Aus diesen Bediii|4inif,'cn erjjeben sich lolgende Regeln: 

I. Bei anaiof^cr .Slrlhiuj; bildet m'W;/ au r/ilin : 

1. eine Zuschärfung der s t u m |t feren Polka a teu , weou 0i'(3jx'-I-1) k 
rfi('Sn-h l ), ///' > w, und //' < // : 

2. eine Zui>('h.irl'ung der schärfereu Poikaalen, weuu m'{iu — 1) = 
m(3/i — 1), ;// < ;//, und // > // ; 

3. eioe Zuschärfung der M i 1 1 e 1 k a u te n , weuu m' = m uud // > // ; 

4. eine sechsflächige Zespitsong der Po lecke, wenn jR'(3n'+l) < 
fli(3«+ 1 ), und m'(3ii'^ 1 ) < m(3//— 1 ), also auch mV < mn $ sio^ 
dabei die Gombinationskanten horizontal, so ist « ssn, sind sie par- 
illel den Uillelkanteo von mRy», so ist m' t= m ; 

5. eine Znscbärfong der Mittelecke, die ZoschärruDgvflichen ant 
die stumpferen Polkaulen und die Mittelkanten aufgesetzt, wcod 
//i'(3//+l) > m(3;i+1), und in'>ix; sind dabei die hcleropolareo 
Gombinalinhskanten horizontal, so ist //x», sind sie parallel den schiff 
feren Polkanten von ///H//, so ist w73«' — t) = »i(3//— 1) : 

6. eine Z u s c Ii ä r f u n g der .\f i t f e ! e ck c , die Zuschärrnn:;>ll u In^n auf die 
schä rlereu Polkanten uud die Mittelkaulen aufgcscl/.l, wcmi /u\oj/ — h 
> /,<(i>;y — 1), und;//<m, also //>//; sind dabei die Couibiualious- 
kauleu den stumpferen Polkanteu von m]in parallel, so ist ///(3/i'-hl) 
= i»(3»-».l). 

II. Bei autiloger Stellung bildet if: ///II// au ±//iR// : 

7. eine Zuschärluug der schärferen Polkanteu, wenn jw'(3n' 4-1; — 
;/i(3/i — 1) ; 

8. eine sechsflächige Zuspitzung der Polecke, wenn < 
j«(3«— 1); 

9. eine Znschärfung der Mitte lecke, wenn m'(3R'H-l)>ni(3jt— 1;, 
and zwar sind die ComUnadonskanten den stumpferen Polkanten m 
mfbi parallel, wenn igi'(3»'— I) s }N(3ii-i-t). 

§.140. Gombinationen eines vorherrschenden Skaleuotfders 

mBn, 

Da rhomboedrischc Combinalionen überhau|il sehr häufig vorkommen, 

und dn drr T-tlril fuler Kalkspath, diese so vm fiteilcle Species des Mineral- 
reielu s, (lim Ii rinf ganz ausserorüeulliclie .\l m» I falligkeit der ('.onibinafiniiPti 
ausgezeichuel jsl, so wollen wir die aufgefundenen aligemeiacn Kegeln aus- 
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nabmsweise für die Coriibiiiuliuueu der dm wicbligsteii Arlcu von Fermen, 
nämlich der Skalpiiorilcr, der Rkomboeder uod der Deuteropyramidea io be- 

souil«*re Anw t udiiii'; briiifjcn. 

Combinalioueu eiues vorherrschenden Skalenoeders mR//; 

1. Mit einem untergeordneten S k ,i Icn o <^ d er m'R»'; diese Form bildet 
die im vorhergehenden Paragraptieu autgeiuhrten Modificationen. 

2. Mit einem unlcr^^eurdnelen Rhomboifder m'R ; ein solches bildet 

A. Bei gleicher Stellung, welche daran erkannt wird^ dass seine Flä- 
chen auf die Stomp feren PoHtanteii von mRn aufgesetzt sind, 

a. eine AbBtompfung dieser Polkanten, wenn m' = ^m(3ir+ 1), 

Ii. eine dreiflicbige Znspitsong der Poleeke, . . . < 

c. eine Altstunprung der Hilleleeke, • • • > 

Im Falle b erscheinen die Zuspitztmgsfläeben als Rhomben, wenn jii'esai, 
und im Falle o sind die Gombinatiouskanien den scbärferen Pelkanten fon 
mün parallel, wenn m* = ^mßn^l), 

B. Bei verwendeter Stellung, welche daran erkannt wird, dass die 
Flächen des Rhombocders auf die schärferen Polkanlen des Skale- 
noeders jiufgesetzt sind, 

a. eine Ab.stiiiniilung dieser l'olkauten, wenn m'ss:^m{'Sn—t) 

h. eine dreiiladiige Zuspilzuug der Polecke ... < 

c. eine Abstumpfung der Millelecke, ... > 

Im Falle c sind die Combinationskanten den stumpferen Polkauten des Skale- 

noINlers parallel, wenn «i'=^//i(3/i+l). 

3. Hit einer nntergeordneCen Denteropyramide m'P2| die Fliehen 
dieser Pyramide liegen immer paarweise an den -sehirferen Polkanten 
des Skaleno^ers, und hüden: 

a. eine Zuschärfung dieser Polkanlen, wenn m's^m(3M— 1), 

h* eine sechsll. Zuspitzung der Polecke, . • . . 

e. eine Zuschirfliiig der Mittelecke, .... > 

4. Mit einem untergeordneten dihexagnnalen Prisma ooRn ; die Piä* 
eben desselben sind auf die Mittelkanten des Skalenoeders aufgeselst, 
und bilden Zuschärfungen der Millelecke mif verlicalen Zuschärfungs- 
kaiiicn ; die heteropolarea GombinalionsJuinlen werden horizontal, wenn 

// = //. 

5. Das Proloprisma ooR bildet eine Abstouipfung der Millelecke, 

(). Das Deuteroprisma o<jV2 bildet eine Abstumpfung der MiUeikauten, 
7. Das Pinakoid Uli bildet eiuc Abstumpfung der Polecke. 

{.141. Gombinationen eines Torherrsehenden 

Rhombocders mR. 

1. Mit einem uuler^eordnetcit Skaienoeder ///H//'; 

A. Bei {gleicher Sli llnii;^, welche daran erkannt wird, dass die schär- 
feren Pulkanten des Skalenoeders über die Polkanlen de« Uhomboe- 
ders fallen, bildeu die Flächen desselben 
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a. eine Zaschlrfong 4er Polktnlea, wenn m' <m, und im'(tm''^i)=^m^ 
l>. eine saehsfl. ZoBjiilziiiig der Polecke • * . . <in, 

c. eine Zuschärfung der Mitleleeke, die 

ZuscIiärfuDgsfl. auf die Polk. gesetzt, >flt« 

d. eine Zuschärfung der Mittetkanteo, weoDn'sm, 

e. eine Zuschärfung der Mitleleeke, die 
ZuscfiHrfLinprsflärhen auf die Miltelk. 

und geuejgk II Miaponalen auft^esetzl. wenn m >w. 
Im Falle c werden Ii« ConibiiialtuüäkaiileQ deu gcneigleii Dia|{oualeii der 
Rhoniboedernächcii [laiallel, wenn ]//j'(3//'-t-l)=/w ist. 

ß. ßei verwendeter Stellung, weiche darati erkauul wird, da^s die 
slampferen Polkanten des Skalenol^ders über die Polkanteo des 
RboinboCden falleo, bilden die PlMchen von -*«i'IU' 

a. eine Zusehärfnog der Polkanlen, wenn iai'(3» -i> 1) s jr, 

b. eine seehsfl. Zospitzong der Poleeke, <0i, 

c. eine Znschärfiuig der Mittelecke, >in. 

Im lelzlereu Falle werden die Gonbinationskanten den geneigten Diagonalen 
der Rhomboe'derflächen parallel, wenn ^m'('h('—\) = m. 

2. Mit einem untergeordneten zweiten Rhomboedcr m'R. 

A. Bei gleicher Sielhmf^ sind <Ii<' Pliichen von tn'M auf die Flachen 
von r/i\{ mit horizontalen (lunihitiationskanten aufgesetzt, und bildcu 

a. eine dreill. Zuspitzuiig der l'olecke, wenn m < in, 
h. eine Absluiiipfuug der Miltelecke s> m. 

B. Bei verwendeter Stellung sind die Machen von — m'R. auf die 
Polkanten von aiR aufgesetzt nnd bilden 

a. eine Abstumpfung der Polkanten, wenn m' a& ^ m, 

b. eine dreifl. Ziispttznng der Polecke, < • • * 

c. eine Abstumpfung der Mittelecke, > • * 

Im letzteren Falle werden die beteropolaren Gombinationskanten den geneig- 
ten niagonaicn der Flüchen von rn1\ parallel, wenn m' = 2m. 

3. Mit einer untergeordneten Deuteropyramidc ///P2; die Flächen der- 
selben sind immer paarweise auf die Polkanten des Khonboeders aulge- 
setzt, und bilden 

a. eine Zuschärfung der Polkaulcn, wenn w' = fw, 

b. eine sechi>Ü. Zuspitzung der Polecke, .... < • • , 

c. eine Zuschärfung der Miltelecke» .... > . . . 

Im lelzleren Falle werden die heteropolaren Gombinationskanten den geneigt 
ten Diagonalen der Fliehen von mR paraUel, wenn m = |ai. 

4. Jedes dihexagonale Pri s m a ooKn bildet eine Zuschärfung der Hit« 
telecke, bei welcher die Zuschärfungsflächen auf die Mittelkanlen ange- 
setzt und die Zuschärfun^'skanten verlicai sind. 

5. Das Crotoprisma ooK bildet eine verticale Abslampfong der Mit^ 
lelfckt'. 

6. Das Deutcroprisma ooP2 biidei eine Alisi iinpfun}^ der Mitteikaulen« 

7. Das Pinakoid OK bildet eine Abstumpfung der Poiecke. 

■ 

._^ kj o^ -o i.y Google 



ZolidnMvB« 



m 



%, 142. ComkinatioDe n einer vorherrseheDden Deutero« 

Pyramide mP2. 

Die Ambiguität der Stellung der Skaleuoeder und Rhomboc'der ist ohne 
FlinOuss, weil die Deuteropyramiden in den rhomboi-drischen KiystaUreihea 
vollständig ausgebildet sind: die Combin^itioMpn sind folgende: 

1. Mit einem Skalenoedcr m'Rn ; die Fl.n Immi dieser Form liegen immer 
paarweise an den abwechselnden Polkanleu der Ueuleropyramide, und 
bilden 

a. eine Zuscliac fuug dieser Polkantcn, wenn = m, 

b. eine secbsfl. Zuspitzung der Polecke, K • • 

e. eine Zoschirfiing der MitCeleeke, > '» • 

In Falle e werden die heteropoUren GombinalioDskanteii parallel den übrigen 
Polkanten der Pyramide, wenn ffli'(3fi'— 1)bbsi, dageges parallel den H0- 
heolioien der Pyramidenflieheii, wenn mV ai. 

2. Hit einem R h o m b o 6 d e r m'R $ die Plicben dei Rbembo4!dm sind iminer 
auf die abwechseln!! n Polkanten der Deuteropyramideaurgeselst, und bilden 

a. eine Abstumpfung dieser Polkanten, wenn ai'sfm, 

b. eine dreifl. Zuspitzung der Polecke, ....<.. 

c. eine Ahslumpfung der Mllteleeke, .... > . . 

Im letzteren Falle sind die heferopolaren Combinalionskanten entweder den 
übrigen Polkanten, oder den Höhenlinien der Pyramideuilächen parallel, je 
nachdem ffi'=Jm, oder =w ist. 

3. Mit einer zweiten Deuteropyram ide r//P2: dieselbe bildet 
a. eine sechsflächige Zuspitzung der Polccke, wenu m' < m, 

b« eine Zosebärfoog der Ifiltelkanteu, > ' . • 

4. Mil einem dibexagonaleo Prisma ooPn; sie bildet vertieale ZoscbSr- 
fongen der Hitlelecke, die ZoscbürrnngsflSeben anf die IGltelkanten aof- 
gesetzt. 

5. Das Protoprisma OoR bildet verticale Abstumpfungen der Mittelecke. 

6. Das Denteroprisma ooP2 bildet vertieale Abstampfaogen der Mit- 
telkanten. 

7. Das Pi nakoid OK bildet Abstumpfungen <}er Polecke. 

Mittels dieser, in den 140 bis 142 enlli;tlt( ni n Hegeln, und mittch drr in 
den !^§. 147 bis 150 lolgendcn Zoneoleljre wird man die nieislen rhomboedri- 
stlien Coiiibnialionen zu < ntwickelii vermögen, soweit deren l!<olwickelung 
überhaupt vou Messungen uuubliuugig ist. 

öcd)5tc3 Cajjitel. 

§.143. Allgemeine Bemerkung. 

Wenn uns im Hcxagonaisysleme irgend eine Zone durch zwei Flächen 
F' und F" gegeben ist, so können in Bezug auf die relative Lage dieser Flä- 
chen folgende zwei Fälle Statt linden : 
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1. die beiden Fla< lipn Vu^gcn ubci einem und demselbea 6exUuten, oder 
auch über zwei dtginsexlanlcii der Basis; 

2. die beiden Plüchrii liefen über zwei ISebeosexUalea oder aucb über 
zwei .Nacljiiai.«>eAliiiit( II der liasis. 

Im ersten Falle küiuien wir uns den Sc.vtaiilco, oder die beiden Sex- 
Uuten, in welchen die Flächen liegen, zwischen den Axen der ^ und % fltn- 
gescbloneo denkeD, demgemäss MIe Flächen auf diese Axen teiehei, 
und die ZoneogletebaDg aus ihren Parametern unmiltelhar ableiten. 

In zweiten PaJIe, da die Fliehen In Nefcensextintan oder Nacbbanex- 
tauten liegen, werden wir immer den einen Sextanten als den der y nnds 
betrachten können, worauf denn der Nebensextant entweder von den Halb- 
azen der « und oder von den Halbaxen der y nnd ^ir, der Naebbar- 
sextant dagegen entweder von den Ualbaxen der und ti, oder von dei 
M;i1h;»xpn (]<(»r —z und — 1/ eingeschlossen sein wird. In allen diesen Fallen 
wird zuvörderst die repräsentative Gleichung derjenip'm Fläche, welche, ver- 
möge ihrer Lage, von der Axe der u abhängig ist, nach ^. 114 calculaliv zu 
machen sein, iiuvdi uian zur Bestimmung der Zoneugleichung und zur Enl- 
wickelung der Zone vcrscbreilcu kann, i)ei welcher zunächst immer das sub* 
sidlariscb eingeführte trimetrische Axensystem der j.-, ^ und z festzu- 
halten ist. Di nnn aber die Resnltate dieser Eotwickelnng wiederum ia 
einer der Ableitung und Beseiohnnng entsprechenden Weise» nnd folglich ia 
Bezog auf das tetra metrische Axensystem dargestellt werden mossen, sc 
werdien die für ligend eine tantozonale Fliehe in den Axen der y nnd z ge- 
fundenen Parameter nur daon ohne weiteres auch als die gesncbten reprä- 
sentativen Parameter gelten können, wenn sie beide entweder positiv, 
oder beide negativ sind, und wenn keiner derselben > 2 ist. Sind aber diese 
Parameter mit eatgegengesctzten Vorzeichen gefunden worden, oder ist einer 
derselben > 2, so mnss dprjpnige Parameter, welcher '^'2, oder üherhaupl, 
welcher grosser als (ler ainU l e isL mit einem in die Axc der lallcudeu Pa- 
rameter vertauscht werden, um die betreffende Fläche nach ihrem wabreo 
krystallog;raphisehen Zeichen darstellen zu können. 

Aucii die üeslimmuug der Tangente des iScigungswinkels lauluzoualcr 
Flächen kann natürlich zunächst nur in Bezug auf das subsidiarisch einge- 
fohrte trimetrische Axensystem gegeben werden. WiU man daher för je 
zwei tantozonale Fliehen F nnd von der sogleich mitzutheilenden Poraiel 
f&r tanglP' Gebrancb machen, so ist ihre Lage sorgfSItig zu berüeksicbtigtfli 
nnd für den Fall, dass eine derselben von der Axe der » abhingig sein soÜte, 
ihre Gtoichung nach §. 114 zu transformiren, um statt ihres repräsentativeu 
Parameters in der Axe der ti, ihren calcubtiven, io der Axe der y oder » ge- 
legenen Parameter zu finden, mil wekbem allein die Rechnung beqnem ani- 
gcfübrt werden kann. 

Jedenfalls aber müssen wir den ail^rnieincn Ausdruck von l:m'j:fV in der- 
jenigen Form aufsuchen, welche ihm tur das Hexaf^onalsysftun, tinter V'or- 
ausselzun;,' des calculaliven Irmielrischen AAen.sy.stenis, zukommt. Zu dem 
Ende gehen wir von dem in §. 42 (S. 56) mitgelheillen Ausdrucke von tangM' 
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auh, w eicher sich ao^ wie er dort »iebi, auf eia IriiLiiuoedriscbe« Axeiusy »tciii 
befiehl, uuü &elzea darin 

Jl^m^, B^W, Cz^W, 

os60», ß^W^ y^W^ 
aus welcbco Winkelo folgt, da» die in diesein Ausdrucke vorkommeoden 
Grossen A\ nnd ^' die Werthe 

halten. Fahren wir diese Werthe ein, so wird 

worin J/, N und die CoefUcientcii der Zoncnj^lcichunf; bedeuten, weiche 
durch kfif kv und k(f erseUt werden können, daher sich denn auch 

schreiben 18ssl, wd»ei fiir k einer der drei Werthe ~, — oder — snhe- 

nutzen ist. 

A nm. Die Ra t i o n n 1 i t.11 des Verh.'lllnisses drr Tnnf^enten taulozonaler 
KaoleD wird oacb S. 57 nur dann gewährleistet seio, »caa das Product kc einen 
ralioaalen Werth bat. Dies« ist aher ioiMr der Fall, weil die in dea Nehea- 
axea Uegendea heidea GruBd|Niraaieler b oad c eisander gleich siad. Pölich 
miissen auch im Hexagonalsysteme die Tangenten aller Kamen wner nad der- 
selben Zone za eisander in rationalen VeriiäUnisseo stehen* 

Wir .schreiten nun zur Betrachtung der wichtigsten Ton denjenigen Zo- 
nen, welche in den holoedrischen Conibinationen hervorzutreten pflegen, 

um dann noch den Zonen der Skalenncder unsere Aufmcrksamkeil zuzuwen- 
den, weiche bei der Hiiungkeit der rii umboedrischen (^umhinationen nicht 
übergangen werden können. Dabei versteht es sich jedoch von selbst, das« 
alle diese Zonen mehr oder weniger eine ganz allgeuiciue Geltung haben, und 
völlig imahbängig von der hesonderen Ausbiidungsweise des KrystaUsystenis 
sind. 
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{^144. Zonen der Azen. 

Die wichtigsten Zonen des HexagonaUystenia sind dieselben, welche wir 
in §. 106 16r das Tetragonalsystem kennen gelernt haben, also 

a. die Hanplazenione, 

b. die drei Nebenazensonen, 

c. die drei Zwischenazenxonen, 

d. die sechs Polkanienzonen einer Protopyraniide mP, und 

e. die scclis Diagonalzonen einer solchen Pyramide. 

Alle diese und noch viele andere Zonen lassen sich als besondere Falle 
der Kantenzoneu irgend einer dibexagoualen Pyramide betrachten, durch 
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deren Erürteruug daher die Zonculcbrc iu der grössteo Allgemeinheit zu be- 
gründeo ido würde. An gegcnwärtigeoi Orle bescbränken wir uns jedoch 
auf die Beinchtang der fünf geoaneten fteaendeieii Zonea. 

a. IKe Havplaxeaxone iat diejenige einzige Zone, datea FlMcbeB 
der Hanplaze parallel sind $ sie begreif! demnaeb sSmatliebe Prismen, oder 
alle ooP», oebst ooP nnd ooP2, dnreb deren Plieben sie in horisonlaler 
Richtung ora das Axensystem verfolgt werden kann, weshalb sie anch die 
horisoBtale Zone genannt wird. 

Da die Haaplaxe die Zonenlinie darstdit, so werden die Gleicbongen der 
lelsteren y = 0, und s^O^ 

woraus sich denn ergicht, dass in den allgemeinen Gleichungen der Zonen* 
Unie (S. 47) — oo, v = 0 und ^ = 0 zu setzen ist. Da nun aoeb znglpich 
a und a unendlich gross sind , so erhält die Tangeale des Nmgnngswinkels 
zweier lautozonaler Flächen F und F' den Werth 

langw' B 20t,'-^2cc'-öc'^b'c 
in welchen mau nur die den Flächen entsprechenden (caiculativen) VVerthe 
der Parameter b, h' und e einzosetzen braucht, um den gesuchten JNei- 
gungswinbel zn finden. 

b. DieNebenaxenzonen sind diejenigen Zonen, deren Fliehen einer 
der Nebenaxen parallel sind, weshalb es denn drei dergleichen Zonen i,M(-bt, 
welche man anch die verticalen Zonen des ersten Prismas genannt bat, weil 
ne in verticaler Richtung über die Flächen des Protoprismas verfolgt werden 
können. Nehmen wir an, die Axe der u sei die Zonenlinie, wodurch wir den 
Vortheil gewinnen, mit unserer Betrachtung innerhalb des Sextanten {ji») zn 
verbleiben, so werden die Gleichungen dieser Zonenlinie 

jp = 0, und y 5 = ü. 
Vcr*^leichen wir diese mit den allgemeinen GIeicliunf;en (S. 47), so crgiebt 
sich, dass /ii=:0 und ^ = — v sein nius.s, woraus denn die Zuuenglcichuug 

1—1 sbO, oder Ä = c 

folgt Da wir nnn nacb $. 116, bei Gleichheit der beiden Parameter h und e, 
stets voraussetzen, dass sie den Werth 1 haben, so werden aueh nur solche 

Formen, welche untw dem allgemeinen Zeichen jnP enlbalten sind, Flächen 
in die Zone liefern können; also die sämmilichen Protopyramiden, das Pina- 
koid nod das Protoprisma, überhaupt alle Formen der Grundreihe, wie diess 
auch unmittelbar aus der Lage ihrer Flächen gefolgert werden kann. 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flä- 
chen za finden, haben wir in dem allgemeinen Ausdrucke von langM^ (S. 235) 

die Wertbe von ft| y» p, so wie statt k den Wertb ^ 'einzusetzen, wodurch 

zunächst 

tgr ^ %hh'{ctt —c n)yZ 

~~ tau {^ibl/' -^"Icc —bc —h' c)'k''M cc 
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erhalten wird. Du nun aber für ääniiutlirhp Flächen der Zone die Bedingung 
6 SB c SS 1 gilt, SO reducirt sich dieser Ausdruck auf 

W4-3 ~ Wa»H-3 
welche Wen Ii e unter Berücksichtigung der Vorzeichen von a und a\ oder in 
und m zu benutzen sind. 

e. Die ZwisehentxeDZOQen und diejenige« Zonen, deren Fliehen 
einer der ZwiBebenazen partUel sind, weshalb es denn drei solcher Zonen 
^ebl, welche nan anch dw Yerticalen Zonen des zweiten FrisniM genannt 
hatt weil sie sieh in verticaler Richtung äber die Fliehen des Deuteroprismas 
verfolgen hissen. Wiblen wir die im Sextanten (us) liegende Zwisebenaxe 
nnr Zonenlinie, so werden die Gleichungen derselben 

8 Oy und if — jras 0, oder» naeb j. 114, 

jpaO, nnd^«f-2 

Verjjleicben wir diese Gleichungen mit den allgemeinen Gleichungen fS. 47), 
so ergicbi sich, dass fi = 0, und ^ s — sein muss, woraus denn die Zo- 
neogleicbung 

i--sO, odere»2^ 

0 c 

folgt. Da nnn 6, als der kleinste Parameter, den Werth 1 hat, so folgt, dass 
der andere Parameter den Mazimnmwertb 2 haben muss, und dass also der 
Zone nur solche Formen tributir werden können, welche unter dem allge- 
meinen Zeichen mPS enthalten sind ; also simmtUdie Denteropyramiden, das 
Denteroprisma und das Pinakoid, überhaupt alle Formen der Gränzrdhe, wie 
lilehes nnmiltelbar aus der Lage ihrer Fliehen erschlossen werden kann. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flächen 
folgt aus dem allt^emeinen Ausdrucke von tun^fV (S, 235), wenn wir in sel- 
bigem die vorstehenden Werlhc von /i, v und ^, so wie statt k den Werth 

— setzen, znvdrderst in der Form 



2aa{2bb''h2cc-bc^ö'c)-hVff/cc 
w l iehe sieh jedoch deshalb, weil für sämmlliche tauiozouale Flächen b=^i 
uud c = Z iät, aui licu Ausdruck 

redocirt, in welchem nnr die den beiden Fliehen F nnd F' zukommenden 
Werthe und Vorzeiehen von m und m' einznsetzen sind, um den Winkel zn 
erhalten. 

§. 145. Polkantenzone der Pyramide mP. 

Die Poikanteiizonen der Profo]»vrrHni(le mP sind diejenigen Zonen, deren 
Flächen einer Polkante dieser l'yruuudc parallel liegen; da nun je zwei sol- 
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eher Kanten einander parallel sind, so giebi es überhaupt sechs dergleichen 
Zonen. WShlen wir diejeni^^e Petkante, welehe die pwitiven HallMzeii 4er 
X und X verbinde!, znr Zonenlinie, so werden die GletohaDgeo der letnteren 

^ = 0, und — +5 = 0, 



und vergleichen wir diese Gleichungen mil den allgeüMinen Gleiehiügen der 
Zonenlinie (S. 47), so folgt, dass 

a = ma, »» = 0, 1 
sein mus8, woraus sich denn die Zonengleichung 

^ as 0» oder »nie s a, oder anch mc» 

ergiebt, weil jede andere Form uuler dem Zeichen m'Vn {gedacht werden 
kann. Nun kann c, oder der in der Axe der 5 liegende Parameler, entweder 
sc 1, oder as n sein, wobei ^, oder der in der Axe der p liegende Parameter, 
im ersten Falle s», im zweiten Falle sl ist. Daner werden allgemein 
diejenigeB Formen, welche Flachen in die Zone zn liefern vermögen, entwe> 
der unter dem Zeichen mP«, oder unter dem Zeichen mn9n stehen müssen, 
in welchen m constant ist, n dagegen mit verschiedenen Werthen, und zwar 
in dem Zeichen inVn inil allen Werlhen von I bis 2, in dem Zeichen mnVn 
mit allen Werfhrn vnn l bis oo aurirofm kann. Sonach werden also für c=l 
ond h = n die I nnm u ;//P2, »iPn und mP, für l> = \ und r = n zunächst die 
Formon mP. ni/iV/i und 2wP2 Flüchen in die Zniic lieleni iiounen. Im letz- 
teren Falle kann aber n auch > 2 werden, und dann sind die Flächen aal die 

Halbaze der — ai zn beziehen, in welcher ihnen der Parameter — zukommt : 

folglich gesellen sieh zu den vorigen auch noch Formen von dem Zeieiien 

umP-^P^ , welchem für » = oo das Prisma ooP entspricht. 

Ueberhaupt also erhalten wir das Resnltat, dass 

1. die Deuteropyramide mP2, 

2. die dihexagonalen Pyramiden mPii, 

3. die Profopvrnmidr mV «selbst , 

4. die dihexagonalen Pynuniden mnFia, mit»<2, 

5. die Deuteropyramide 2;;iP2, 

6. die dihexagonalen Pyramiden m»P^^---| , mit » > 2, und 

7. das Prolopfisma ooP 

diejenigen Formen sind, welche in die Polkanlenzone der Pyramide mP FKi- 
ehea zu KefiBm vermSgen; womit denn die allgemeine Eniwickelung der Zone 
vollendet ist, welche weiterbin, d. h. jenseits der Flache des Prismas ooPf 
denselben Cyclns von Formen in umgekehrter Ordnung durchiäufl. 

Ann. Da Air die Polkanlenzono der Grandform m a 1 ul, so «er- 
den P2, Pn, P, Mpm süt «> 1 aber <2, SP2, wP mit m>2, oad 

m — 1 

ooP diejenigeo Fororen, welche Flüchen in diese Zone liefern ktonen. Be- 
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kaonllieh eriaDgt diese Zone besoaderi io der KrysUllreifae det Qoanses eiae 
sehr reichhaltige Entwickelung. 

Um die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tnutozonaler Fla- 
chen F und F' zu ßnden, dazu bähen wir zuvörderst io dem allgemeinen Aus- 
drocke Ton langfF fS.235) die oben siebenden Werthe von fi^ v and ^, anoh 

für k den Werth - za setzen, wodnrch 

« 

ir- 2cc(ah-ab')YZ}/'my'hi 

wird. Da aber für sämn)tlic-he Flächen dieser Zone auch die Bedingung 
aassmac, a—vtr^r erfüllt sein muss . so redneirl sieb der Ansdrask dnroä 
SttbsUinUon dieser Werthe von a uud d auf 

Bei dem Gebrauche dieser Formel is^ sn beachten, dass für jede, einer Fom 

tt n 
«MiP^— |- angehörige FlXehe e nichl = - — ^ , sondern ss n geseist werden 

niuss, weil sicii jener Parameter auf die Axe titr // I czichl, und daher mit 
dem aequivalenteu, iu der Axe der z lje«;enden Parameter zu vertauschen ist. 

Anin. Pnr die Polkantenzone der Grundform ist »» = 1; will man 
nun den Winkel //' besiirnmen, welchen irgend eine FlJIche dieser Zone mit 
dem dorch die Zonenlinie gebenden primMren llaopUcItniUe, oder, was dasselbe 
ist, mit der m isr Zone geh«rigea Fllcbe des Prismas ooP liMel, so braaicbt 
nwa mur Ü « 1, md c as oo m setsen; dmn wird 

Diesi giebtz. B. für die so häufigen Mücheu von mV , indem man ^asl, 

na4 esm setst 

lUDg// = - — - 

" a(2/« — 1) 

Für dea Qarz ist ass 1,1, also a^s 1,21, daher 

2«-l 

wonach sich der Winkel leicht berecboen Usst, den irgend eine der sogenaon^ 
toB Trapesfliehen mit der asliegenden Fliebe Jes Prisoms ooP UMet. 



§. 146. Diftgonalzonen der Pyramide mP. 

Die Diagonnlzonen (Icr l*rotopvraniide mV sind diejenigen Zonen, deren 
Fliiehen den HöhcnlinK n oder Diagonalen der Flächen dieser Pyramide paral- 
lel liegen. Wählen wir die Diagonale derjenigen Fläche, welche iu den Sex- 
lauten der puüiliveu y uud i Tälll, und die Gleichung 
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hat, so werden die Gleiehmigeii der 

jf-.;Vs=0, uod ^ -4-3^ = 0, 

Bod vergleichen wir diese Gleichmigctt nii deo aUgemeiDeii Gleicbaiifeo der 
Zooeolinie« m ergiebi sich, dnss 

seia mu&ä, woraus die ZoDengteichung 

2wia 1 l 
a ö c 

folgt. Do UDO jede andere Porai ooter dem allgemeinen Zeichen m'Pm dor- 
gestellt werden kun, wetehea das Parainelcr-VeriiillBiss ai'a : » s l enUpriclit, 
10 ist in dieser Glddrang «»ni'a, sowie entweder ^as 1 und csa, oder 
aneh omgekehrt kssn nnd o ss 1 zn seinen, wodoroh sie jedenfaUs 

-1=0 

m n 

wird, und nun für alle diejenigen Flächen unmittelbare Giltigkeit hat, welche 
gleichfalls Im Sextanten der -ht/ und -hs liegen ; nlle diese FÜl^eo gehören 
daher solchen Formen an, deren Zeichen ailgemeio 

m'V^r-- — >» oder Po 

geschrieben werden kann, und welche eine Formenreihe bilden, die mii ruV 
hegiout, und mit |mP2 endigt, weil alle VV erLhe vou n zwischen 1 uud 2 ent- 
halten sein mnssen. 

Für die im Sextanten der +s uod +// liegenden Flachen wird zunächst 

b = j , nnd emti wa setsen sein, wodurch die Zonengleichong die Form 

2m 2»— 1 
m n 
erhäU, wdcher das aUgemeine Zeichen 

''^'^ö?—' oder- jPw 

entspricht, das uns auf eine Formenreihc verweist, die mit J»iP2 beginnt, 
und mit 2mP endigt, weil die Werlhe von n zwischen 2 und 1 enthalten sein 
müssen. 

Jenseits der Fläche der Pyramide 2i»P ist für die fernerweit folgenden 

FIScbeii der Zone b= — , und c^n za setzen, was die Zonengieichnng 

2m »—2 A 
m n 
und das ailgemeiue Zeichen 

o,'Pff^?U, oder 
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cpgiebr. wrlühes uns auf eine Foroaenreihe verweist, die mit 2wP b^ginul, 
und mit oüP2 endigt, weil die Wertbe von n zwischen den Gränzea 1 uuii 
2 liegen. 

BisrMit itl 4it Eatwirkehing der Zone erschöpft, welche jenseits 
Fliehe im DeaterapriaaM teeb äiesetteii Vvrmm im lungekebrtv Mhen- 
Mge fortoetet. Ueberbanpk aber lahH ue Aeee Entwiehelug, iuB ditjeni- 
gen PUcheii, welche in die Diagonalione einer Protopfraindt mP foUent mo- 

eessiv folgenden Formen angehören : 
1. der Protopyramide mP seihst, 

den dihexagonalen pTramfden ^^P'' > 

3. der Deuleropyramide |mP2, 

4. den dibeiagonalen Pyramidno ^—^^f* i 

5. der Protopyramide 2iiiP, 

6. den dibesügoualen Pyramiden s 

7. dem Denteroprisma ooP2. 

A 0 m. lÜt dieser Zone ist auch zngleieh die Polkanteoseee der Pyramide 

mP2 bestimmt worden, weil die Polkaole einer jeden Deoteropyramide stets 
dieselbe La^f hat, wie die Höbenitoic oder Diagonale einer Protopyramide von 
I so grosser A\e. Man braucht daher nur in allen vor«iteheoden Resultaten 
ütalt in die Grösse f m eiozuseUen , um die Eolwickclung der PolkanteozoDe 
▼OB mP2 zu erhilten. 

Die Tangente des Neigungswinkels irgend zweier tautozonaler Flächen 
findet sieh ans dem alliteaieinen Ansdmcke von tangM^ (S. 235), durch Snh- 

JV 

stiltttion der oben stehenden Werthe von fi, v und ^ und des Werthes 

oder — , 

^ ^ 2bö'(€'a-ca ) V 3 /4m 

welche Formel nocb einiger Vereinfachung iahig i&i , jedenfalls aber ihrem 
Zwecke entspricht, sobald man .nur aof die verschiedenen Wertbe Ton b, r, 
b* und e\ sowie auf die VonEeicben derselhen achtet, wie solche durch die 
Lage der beiden Fliehen in diesem oder jenem Sextanten bedingt werden. 



I. Wichligrte lenen in den ihemheMilwheB €emMnnllencn. 

§. 147. Kanienzonen der Skaleno^dcr; Zonen der längeren 

Pelkanten von . 



der Wicbligheit der rhoaiboildrieehen Gombinationen gewinnen auch 
din durch sie bedingten Zonen eine grSasere Bedentnng. Ab die wichtigslitt 

lli«nm*i KryauUofnpU«. 16 
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ZiSt Hexagonaisyslem . 

dflrs«lbeD tteUen Mk »her die dreieriei KtoteoioneB der Skal«io4$^ kcrus, 
wdcbe SQgldch viele aadere Zonen m M begreüSnif m4 bisweiteii eite 
reeht rdcbbalUge Ausbildung zeigeo. Wollen wir miD dieie Zoseo in ihrer 
gansen VoUsÜBdigfceit crftsseo, ao iat es ralbiMiif bei ihrer Setrachloag 
zuvörderst die primitire Ableitung und Bezeichnung der Sfcaleooäder n 
Grunde sa legen, und dann die fo gefnndenea Ressltate für die aeemdire Be- 
sdchnang eimnriebten. 

Wir denken nna also ein SbatenoCder — ^- , und stellen nns die Aurgabe, 

die Zonen seiner dreierlei h'antcn, nämlich der längeren Poikanteni der kür> 
zeren Polkanten und der MiUelkaulen zu entwickeln. 

Zonen der längeren Polkanten. WSblen wir die im Sextantea 
(y«) gelegene Polkante sur Zonenlinie, so werden die Gleiehnngen derselbea 

»-.ssbO, und — ^ ■ -hv = 0; 

vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen der Zonenlinie, so 
folgt, dass 

tn setzen ist, tiuiici' sich denn die Zuuengleichung iu der Form 

wa(«-hl) _ 1 1 

na b c ^ 
bemustellt. Da non jede Pliebe der Zone allgemete a«f dne Form wM 
besogen werden kann, so wird jedeoralls « sv'a sn nebmcn sein, wibrend 
b and e mit'verscbiedenen Werthen dnxnfiibren sind. 



1. Für alle in den Sexlaiiteii (//rj f ilh iKJe Flächen n.inilich kann allgemein 
entweder 6 = 1 uud c = u' , oder ö — n und c = 1 sein; fiir sie gilt 
daher die Zonengleichung 

die gesachten Formen sind allgemein SkalenoMer von analoger Std- 
Inng; daaberaneh die GrSnz-werthe ron n', nimlieb 1 und 2, si 
berüeksiehttgen sind, so ergiebi sieb, dass 

das iihomboeder von analoger Stellung aus ^^^ ^^P, 

die Skalcuücder von analoger Stellung aus ■^ i'^}}^ Pn, und 

die Denteropyramide ?^^^il^P2 

diejeniijen drei Arien von Fornirn sein werden, welche in den ersten 
Sextanten tautozouaie Flächen liefern können. 

2. Jenseils der Fläche der Deuteropyramide fallen die ferneren taolozoaa- 
len Flachen in den Sextanten der s und «, in wekbcr letzteren Balbaze 
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ihr Paraiueicr li eulhalleu islj daher wii d in tlei Zoueiigleicbuug csl, 
und b s ^ setzeo sein, wodurch sich die Abieilangszahl' 

besliiDiiit. Di« lietrelTeDdeii Formen sind allgemein SkalenoiJder von 
mntiloger Sielluog; da aber auch die Gninswerihe »'»2, vnd n'^l 
beiücksiehtigt werden missen, so werden überhaupt 

die Deuleropyramide ^^^i^P2 » 

All 

die SkalenoSder von autiloger Stellung aus ^üf^/"*" V^^ P ^'i uod 

das Rhombo^er Ton antilogcr Stellung aus ^^'^ ^^ p 

diejenigen Funneu sein, welche zunächst in dem Kebeuüexlanten taa- 
tozonale Fl iehen liefern können. 
3. In demselben Sexlanteu sind aber auch jenseits der Fläche des Rhoni- 
boe'ders noch amiere tautozunale Flächen möglich, für welche der in 
die Axe der u fallende Parameter = l, und der iu die Axe der z fallende 
Parameter s n' ist. Für solche FIScben wird statt des ersteren Para- 

meters der in die Ualbaxe der — y fallende Parameter -7 — s einzofüh- 

' n —1 

ren, nnd daher in der Zonengleichung 

n — 1 

sn setzen sein, wodurch sich die Ableitongssabl 

, m{n-\-\.)n 

bestimmt. Die gesuchten Formen sind allgemein wiederum Skaleno<Sder 
▼on antiloger Stellung mit weil jedoch auch die Grlnzwerlhe 

von n eine Berücksichtigung erfordcru, so loigt, dass jenseits der Fläche 
des Rhomboüders von antiloger Stellang aus -^^^^lUp, 

die Skalenoüder Ton antiloger Stellung aos , — Pn', und 

das Deuleroprisma c6P2 
diejenigen Formen sein werden, welche noch Pl&ohen in die Zone der 

iwP/i 

längereu Polkanleu von zu liefern vermögen. Jenseils der pris- 

matiseheB Fliehe tiisst sich die Zone durch denselben Gyclns von For- 
men in nmgekehrter Ordnung weiter verfolgen. 

Anm. Diese Zone ist aalllrlieh keine andere, alt die Zone der secundA* 
reu Polkaoten der Pyramide saPn, nnd folgUch ihr ns 1 die DiagonaJsone der 

16* 
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PyraiDid» »P, dalktr dean aoeb dit vontebcadtn lUmlUte tmS ü» im 144 
gefoailwett sarttckkoMsen, wen mw in ibMB «Bf seist. • 



§. 148. PorUetcuog: ZoDen der kfirxeren Polkaaten 

von 



Die KnlwickeiuQg der Zone eioer künereo Poikaule des Skaieuoeders 
wird auf ganz abnliche Watae zu geben aew. Nebnen wir an, dieje- 
nige kürzere Polkante, welche die Zoueiilinic darstellt, falle in den Sexlaii- 
len der positiven y und Zf so wird die repräsentative Gleichung einer ihrer 
beiden Flächen 

hv = 1, 

«a * II ' 

für welche aicb nach S. 188 die calealative Gleichung 

— H-y-H ^ = 1 

ma. ^ n 

ergiebt. Gombiniren wir diese Gleichung mit der Gleichung y ~ s 0, all 
der des ersten aeenndären Uauplschnilts, ao erhallen wir die Gleicbnogen der 
Zonenlinie : 

— 70 n+y*^« nndy — «asO. 

Vergleichen wir diese mit den allgemeinen Gleichungen S. 47, so folgt, dass 

ffla( 2«.-lj I ^_ I 

sciu muss, weshalb sich denn die Zonengleichung in der i*urm 

wa(2/;— 1) _ 1 _ 1 
ua b c 

heruusslelU. Da nun jede andere Form unter dem allgemeinen Zeichen mPn 
vorgestellt werden kann, so ist in dieser Gleichung jedenfblla «asai'a ta 
Selsen, während sieh för b nnd e veraohiedane Wertbe gellend aiaohen. 

1. Für irgend eine in den ersten Sextanten (y») fallende Fläche kann 
nämlich allgemein entweder l/=l und c = n', oder auch b — n und c = i 
sein, was in beiden PXllen dasselbe Resultat, namlicb die Zenengleichang 

? * — -7 ^ V> 

8t« n 

oder die AUeilungszahl 

liefert. Die Porm, weleber die PlKche angebSrt, wird ailgevein ein Skale- 

Doeder von aiit Hoger Stellung mit — ^^'O* da jedoch auch die Gräoz- 
werihe ron n an beräeksichtigen sind, ao werden 
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das Rhomboeder von anliloger Steliuug aus — -^Pi 

die Skalenoeder von antiioger Slellung aus ^j^,— . ^J^' Pn\ und 

die Deuieropyranide 

diejeniuon Formen sein, wekhe im ersten Sejitanien untosonaie Flächen lie- 
fern können. 

2. Die weiterhin, jenseils derPyramidenfläche folgenden Flachen, welche 
allgemeinSkalenoedern von a nal oger Stellung angehören werden, fallen 

einerseits In den Nebcnscxlanlen der -h y und — w, in welcher letzleren Ne- 
benaxe anfangs ihr Piramcter r/ lie^l, slalt dessen der auf die \xe der t- be- 
zügliche Parameter eiuzulüht eu ist. Für diese Flachen ist also in der Zonen- 
gleicbung 

« — l 

zu Selzen, wodateh tick die Abldloogszahl 

ergiebl; daher werden denn, anter Beriiclaiebtigung der Grilnzwerlbe von n\ 

abermals die Deuteropyraroide — !^P2, 

die Skalenoeder von analoger Stellung aus Pn\ und 

das Rhomboeder von analoger Stellung aus — ^ ~ P 

diejenigen Fornea sdo, welebe zunächst noch Flächen in die Zone liefern* 

3. Die jenseits der RhomboederQäche folgenden tautozonalen Pl.iilicu 
endlich, welche abermals allgemein SkalenolSdem von analoger Stellung ange- 
hSrez werden, fallen zwar noch einerseits in den Sextanten der -i-^ ond ^ ii, 
jedoch so, dass sie in der Aze der tr ihren Parameter 1, in der Aze der ^ 
ihi«n Parameter n haben, weshalb denn für sie statt des ersten Parameters 
der anf die Halbaxe der — z bezügliche Parameter in Rechnung zu bringen 
ist. Selzen wir also in der Zoneogleichnng 

b^n\ uiid c'a»— — T 

H —1 

80 bestimmt sich die Ableilungszahl 

, jnClri—\)n 

und so erficht sich, unter Berücksichtigung der Gränzwerlhe von n\ dass 
jeuseils der Flache 

mCZn 1) 

des RhomboiSders von analoger Steilang aus ^ — -^F, 
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246 Hexagonalsystem. 

die Skaleaoeder von analoger Stellung aus - ^1?^ } ~^Vn\ und 

das Deuteroprisva ooP2 
diejenigen Formen sein werdeD, welche gleichfalls taulozooale Fliehen n 

liefern vermögen. 

Hiennil isl die Entwickeluiig der Zone beendigt, welche sich jcnseit«; der 
Fläche des Prismas ooP2 durch dieselben Flachen in unigekehrler Reibeniolge 
weiter forlzieht, und iiberliau|>t, naeh vielmaliger Durclilaufung derselben 
Fiaclicnreibe in zweimal entgegenge^clzter Ordnung auf ihren Aofangspunct 
zurückkommt. 

§. 149. PortselzQDg; Zonen der Hitlelkanten des 

eil 1 '^^^ 

okalcnoeders -g— • 

Wühlen wir diejenige Mittelkante des Skaleno^ers-^Y^, welche ratlder 

positiven lialbaxe der y zum iiurchscbnitte kommt, zur Zoucniinie, so werden 
die Gleichungen der letzteren 

woraos denn folgt, dass 

nia(2— Ii) - « 
nad dass sich die Zonengleichnng allgemein in der Pom 

na b e 

horauMtellt. Da nun jede andere Form unter dem Zeichen m'Pn' gedacht 
werden kann, so ist jedenfalls a = tn'a zu setzen , während sich die Werthe 
von b 11 tu! r-, nach Maassgabe der Lage der betreffenden Flächen, verschiedea 

bestimmen. 

1. Für viele Flächen wird ^=1, und cs=n sein, folglich die Ablei- 
tungszahl 

, mCZ — n)n' 

werden; diese Flächen gehören allgemein SkalenoSdern von analoger 
Stellong, für dieGrftnzwerlhe von n aber dem Prisna ooP2 und tinem Rhom- 
boCder an, weshalb denn überhaupt 
das Denteroprisma ooP2, 

die Skalenogder von analoger Stellung aus - "}-^-Pn und 

" ^ {2 — T/)n 

flif2— n) 

das Hhomboeder von analoger Stellung ans — ^ 

° ^ n 

diejenigen Formen sind, welche zunächst Fliehen in die Miltelkantenzo&e 

liefern können. 
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2. Jeaseits der so ebeo beslimmteD RbomboöderBäehe folgen andere 
Flächen, für welche anfangs bssn, und css 1 zu teizea ist, daher sich für 
sie die Ableilungszabl 

, w»(2 — n)n 

besümmt. Auch diese Flächen gehören noch Skaleno^dem von analoger 
Stellung mit an, mit Ausnahme der beiden, für welcbe die Gränzwerthe 
von n gelten, weshalb denn überhaupt 

abermals das aualoge Ahowboeder aus '^^^ — -^P, 

die i>kaleuoe(ler von analoger Stellung aus * ^"'^ 

die Denteropyramide ^"^3^ ^2 
diejenigen Formen werden, welcbe die nächsten taotozonalen Flüchen liefern. 

3. Jenseils der Fläche dieser Dculeropyramide folgen uun noch die Flä- 
chen anderer Skalenoeder von antiloger Stellung, deren Parameter n' in 
die Axe der u fällt, während ihr Parameter 1 noch in der Aac der s liegt; 

für sie ist also statt tt der in die Axe der v fallende Parameter 1* . einza- 

führen. Setien wir diesen Werth statt nnd 1 slat c in die Zonenglei- 
chnng, so hestimmt sich die Ahleitungssahl 

, ai(2— 

tu sss 1 • 

aas welcher sich, unter Berücksichtignng der Gränzwerthe von « , die Folge- 
ning ergieht, dass 

aheraals die Denteropyramide ^^^^^ Pg, 

die SkalenolSder von antiloger Stellung ans -^'^ und 

das Rbomho^der von antiloger Stelinng aus ^^ P 

diejenigen Formen sind, welche gleichfalls Fiaclieu lu die Zone liefern werden. 



Mit dieser RhombolSderfiäche ist die Enlwiekelnng der Zone vollendet, 
indem solche jenseits denelben in umgekehrter Reihenfolge durch alle he- 
feits hestimmte Flächen bis in eine Pttebe von ooP2 zuruchlinft, nm dann, 
nach nochmaliger Wiederholung derselben Flächenkette, anf ihren Anfimgs- 
pnaet xurfick zu gelangen. 



848 Henfoultfiltin. 

I« IM* KanleBAonea dti Skalea^i^ers mR«, bei Aawendttog 

der f eeandärea Beseichaanf. 

4 

Dem primitiven Zeichen einei Skaleno(!den enlspricht nach §. 128 

das secundire Zeichen — ^ ^R;; — , nnd dem secnndlren Zeichen ^Hv 

Ii Z'—n 

das primitire Zeichen M^'P^^i - Wollen wir also die Resnitate der vorher- 
gehenden drei Paragraphen so darstellen, wie es die secundare Beseichnnng 
erfordert; so hahen wir 

1. iu alieo dieseu iiesullateu mn für //i, uod für m zu setzen ; 

2. in den dadtirrh umgestalteten , aber noch immer der primitiven Ablei- 
tung eutsprecheoden Zeichen m'Vn der Sialeuoeder m ^fu^t and n « 

■ — - zasetsen; 

dorch die erste SnhsUlutton wird das gegehene Skaleno€der durch 

m'Pn 

die zweite Snhstitotion wird das gesachte Skaleno^er — ^ aof sein 
secondäres Zeichen zurückgeführt. 

A. Zonen der längeren Polka oten des Skaleao^ers mRn, 

Die Ableitungszahl m' derjenigen drei Skalenoi'der, welche in §. 147 als 
die allgemeinen Resultate der Ent\^ Icicelong dieser Zonen hervortreten, ist mit 

dem gemeinschafUichen Factor f*^^^^^ behaftet. Setzen wir in diesem Pao- 

tor mn statt m, nnd ^ -^^ statt n, so verwandelt er sieh in ^m(3»H-l), and 

so erhalten wir iur die, in die Zone der längeren Pulkaaleu von ml^n falieo- 
den drei Skalenoeder zunächst die umgeslaltelen Zeichen*) : 

Setzen wir nnn sncoessiv ein jedes dieser Zeichen s^yP-^^- , so gilt 

zuvörderst für alle drei »'as^^-^, nnd so bestimmt sich, durch Substitation 
dieses Werthes von n\ 



für das erste Skaleuotider: fiv= miZn-hl)» 



*) D«r Deatliehkeit W9§n v»i tmr Brsparaof de« itt der Diviior 9, att 

Zvtekea dtr H«aiMrl», wcggtluim wordea» 
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für das z w c i 1 e Sfcalenoüdar : (iv = 

Rir das dritte SkalenolEder : fffi(3n+l)v 

Da nun aber das Zei«liea /avP^^ mit dem aeoandärea Zeicbeo^uRyaequi- 

valenl igt, ao gdaageo wir, indem wir n' alatt yMhreibeii, ood die GrüDz- 
werthß dieses n\ welche 1 ood oo aind, Mgltieb mit beraeksichtigeo, auf 
folgende EniwiekdaQg. 

Die Zone der llngeren Polkante von mRn ^bt dnreh eine PMebe 
des Rhomboffders i//i(3/{+l)R, 

der Skalenoeder cinschiiesslich mR/i, 

3ä -1-1 ' 

der Deuleropyramide ^m(37i-i-l)P2, 
der SkalenoMer - ^'^'^Rn', 

des Rtioniboedcrs — ^»i(3«-l-l)R, 

der Skaleuoeder — |w(3n-hijK// uud » 

des Deuteroprismas ooP2. 

ß. Zollender kürzereu Polkaulea des Siculenoeders /aR/^. 

Die Ahleittingszahl m' derjenigen drei Sk;«If no»"(ler, welche in §. 148 als 
die allgemeiuea Heauitale der Entwickelung dieser Zoueo hervorlreteo , ist 

2/1—1 

mit dem gemeinacbaftlieben Factor — — bebaflet. Seinen wir in diesem 

Factor mn statt m, nnd ^« verwandelt er sich iu -^«(3«— 1), 

und so erhalten wir f&r die, in die Zone der kürzeren Polkanten von mfüt 
fallenden drei Skalenoi^der znnüchst die umgestalteten Zeichen : 

- V-M) *^"' nU'-l)^' 2(2-,') 

2»' 

Setzen wir nun abermals ein jedes dieser Zeichen = «i'P " ,, un<lver- 

Fahren wir übrigens ganz so wie vorher, so gelangen wir eudlich auf folgende 

Eutwickeiung : 

Die Zone der k^ürzer en Polkante von mR» geht dareb eine Flüche 
des Rhomboädera — im(3/i— i)R, 

der SkatenoCder — -1-^'' — i-^Rji' 

.Vi 1 

der Deuleropyramide ^»i(3«— 1)P2, 

der $kaleno<{der ~-*^Rii', einschliesslicb mR», 

des Rbomboeders -{miZn — i)R, 
der Skalenoüder ^m(3;i— l)R/i' und 
dei Deuteroprismai ooP2, 
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C. ZoneD der Hittelkanteo des SkalenoCders «iRj*. 

Die Abieil ungszahl m derjeuigeu drei Skaleaoeder, welche in §. 149 als 
die allgemeioen Resnlfale der Bniwiekelang dieser Zonen ben^rlrelen, ist 

mit dem gemeinscbalUicben Factor — ^ : behaflel. Setzen wir in die&eu 



Jt 



2« 



Paetor mn statt ///» und ^^^^ ^« so verwandeil er sich nalürlieh in 

uik! so r>rhalten wir für die, in die Zone der Mittelkante des Skaleno^fders 
mRji faUenden drei SkaleoolNier zaoäcbsi die UDgestaUeten Zeicben 
mn „ , mn „ , , mn' 



2» 

Setzen wir nnn wiederum ein jedea dieser Zeicben = firP-^-^ , und 

verrahren wir ausserdem ganz so» wie oben unter A, so gelangen wir endlich 

auf folgende Entwickeiung : 

Die Zone der Mitlelkante von mhu gehl durch je eine Fläche 
des Deuteroprismas ooP2, 
der Skaleno^der mHn\ einsehliesalich mRit, 
des Rhombo^ders mR, 

der Skalenoiider ä-> — rRa*, 

O/l — l 

der Üeuleropyramide lwP2, 

der Skaleno^der — ^^>-^H«', und 

des RhomboSders — ^mK, 

Wir haben alle drei Zonen nur durch eine von den vier Flächenketten 
verfolgt, aus denen eigentlich eine jede derselben in ihrer Vollständigkeit be- 
steht, weil sich in den flbrigen drei FlXobettkeUeii dieselben Flächen, nur in 
ongekehrter Reihenfolge, wiederholen. 



151. Zoneu dc:> ühouiboeders mÜ. 

An jedem RbomboiSder mR sind besonders die Rantenzonen and die Dia- 
gonalzonen von Wichtigkeit. Die ersteren sind natürlich nur einer Art^ 
weil je zwei Polkanten und je zwei Miltelkanlen einander parallel iiiufoii; 
unter den Diagonalzoncn aber versieht man diejenigen, dereu Flächen den 
geneigten Diagoualeu der Rhombo^derflächeu parallel sind; sie fallen aUo 
mit den Kantenzonen des llhomboeders — 2i7iR zusammen. Beide Arten von 
Zonen lassen sich unmittelbar aus denen in §. 150 für die Skalcuoeder mKn 
gefundenen Hesullaleu ableiten, indem man 1 aetzt; denn die Polkanten 
des RhonbolSders mK entsprechen den kteeren PolkaBten, nnd die Klinodia- 
gnnalen seiner Fttchan entsprechen den längeren Polkanten des Skalenoif- 
deriniR». 
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Zopcniebre. 



A. INe RanleDXODea des RbomMden »Rsindxa drei Torliandeo, 
■od jede derselben beüelit ans vier idenlucheii Pllehenkelleii, wekhe in enU 
gcgeogeaelzten Ridrtottgen «a ebnider gesehtoeseii aind. Als die Endglieder 

jeder Rette erscheinen die AbstumpruDgsflieben einer Polkante nnd dner Mit- 
lelkante. Jede Kette zerfällt aber wMeram in drei Flächengruppen, welche 
allgemein gewissen Skalenoedern angehören , und durch bestimmte singulare 

Flrirhpii von einander getrennt werden. Da die Mitlelkanten des Rliomboe- 
der.s wli (lif'selbc Lage haben, wie jene des Skalenoeders mW/i, nnd da es 
glei( li-iliifi ist, ob wir die Kantenzonen anf die Polkanten, oder auf die Mit- 
telkanlcn beziehen, so ist die Enlwickelnng dieser Zofud eigenllicli schon in 
den, §. 150 unter C stehenden Resultaleu gegeiittu j ^enau die^ielbe Kuiwicke- 
long erhalten wir ans den ebendaselbst unter B stehenden Resultaten , wenn 
wir nss t setxen. 

Geben wir also von der Polkante des Rhomboeders aus, so erhalten wir 
folgende Entwiekelung : 

Die Rantensone des Rboinbo€ders «iR geht dorcb eine Fliehe: 
des Rbomboeders — fmR» 

der Skaleuoeder — Rn\ 

der Denteropyramide fmPS, 

der Skaleuoeder „^^RV, 
o» — 1 

des Rhomboeders mR selbst, 
der Skalenoc'der 7nRn\ und 
des Deuteroprismas ooP2. 

B. Die Diagonalzonen des RbomboSders mR sind ebenfalls zu drei 

vorhanden, deren jede abermals aus vier Kellen besteht, welche in entgegen- 
gesetzter Richtung an einander geschlossen sind : die Endglieder jeder Keltc 
bilden eiue Flache des RhombiM ders wH seihst und eine Fläche des Deutero- 
prismas. Jede Ketle zerfällt aber wiederum m drei Gruppen, welche vcrschie- 
deueu Skalenoedern angehören, und durch die Flächen bestimuiler siu^uiarer 
Fonneu getrennt werden. Geben wir von einer Fliehe des Rbonibollders ans, 
so erhalten wir aus denen in {. 150 nnter A stehenden Resultaten, indem wir 
ntsi setzen, folgende Entwickelnngt 

Die Diagonalzone des RbomboMers mK geht dnreh eine Fliehe: 
des RbombolNiers aiR selbst, 

4m 

der Skaleuoeder gjjj^|R»', 
der Deuleropyramide imPZf 

der Skaleuoeder — ^^j-— j^'i 

des Rhomboeders 2mR, 
der Skaleuoeder — 2»iR»', nnd 
des Denteroprismas ooPS. 



m 



HeufraaltytieB* 



Wir bescbliessen hiermit die Zonenlehre, indem solche durch die milge- 
UmUIcd BetrachtoDgen hioreicbend eiiaulert worden sein durfle, um auch die 
Eatwidtdoog eioer jedea asderen Zane ▼vcDebnea xn kihiDmi. 



Transfimnatioii der Azen» und Zwfllin^Bkiystalle des 

§. 152. Beziehung des Hexagonals ysic m s auf ein isogonales 

dreizähliges Aj^ e nsy sleui. 

Es wurde bereits oben S. 186 erwähnt, dass mehre Krystallographen das 
Hexagonalsystem nicht auf das, in seiner holoedrifcben Ausbilduagsweise so 
»MiUrbieden angezeigte tetramelrischc Axrnsystem , sondern atif ein schicf- 
winkeligcs Irirnclrisrhes Axcnsyslem bezichen, dessni (Irt*! Axerj i;r}j;pii ein- 
amler y^leirh geneigt und gleich gross, überhaupt volikonjuicii gieicbweribig 
sind. Du diese Ansicht für die Hechuung manche Erleichterung gewährt, und 
von eineiD so aosgezeichoelen Krystallographen wie Miller ^ selbst für das 
praktisebe Bediirrniss der Mioeralogie, in Anwendong gebracht worden ist, 
so verdient sie wohl, etwas naber in Betrachtung gezogen zu werden. 

Um uns dieses Axensystem nach seiner Lage leicht vorstellen zu können, 
dazu bedarf es nur der Bemerkung, dass seine drei Axen nllcimil den Pol- 
kanten desjenigen R h o in h o e d e rs pnmilcl liegen, welches als Grundform 
gewählt worden ist ; in den holoedrischen Kryslallreihen. denen freilich die 
Rhomboedr-r fehlen, bestimm l daher das aus der Grundpyramide P ahxolei- 
leade RhuniluiiMlor die l.age der Ax«^n. 

Indem v,ii iiuii das tetrum« trische Axeusyslcm, als das eigeniliche 
und nrsprünglich gegebene zo Gründe legen, und in solcfaeni ein Hhombo^ider 
der ersten Art, von dem Parameler-Verbältnisse a : 1 s 1, als- diejenige Foni 
wihlen, deren Flächen die Coordinat-Bbenen des neuen Azeasfslenis liefern 
sollen, so werden wir, dareb Anwendung der in §. 44 mitgelbeilten Rechnang, 
zur Transformation unsers Axensystenis, und zur Beziehong atter Formen 
auf das neue, isogonaUtrimetrische Axeusystem gelangen. 

Die drei Flächen F', F" und F"\ deren Ccutro-Parallelfläehcii die neuen 
('.oordinal'Ebenen darstellen, sind .ilso die Flachen des Rhomboeders K, und 
es werden daher die calculutiven dlcichungen dieser Coordinal-Ebeueu 

fiirii"f +y + *«0, färr'--y = 0, für 1? ' - - « « 0. 
a a & 

Die Gleichungen ihrer Dnrchscbnitlslinicu L' und L'\ als der drei neuen 

Axen, bestimmen sich demnach 

furL — — ysO, uad|-i--=:0, 
a ^ a 
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Triju£orin«ü<Ni der Azen. 



» 2 ' • • • 

« ' . a 

woraus sicli denn für die Grössen iV, i#' u. s. w. (S. 58) die fol(^- 
den Weribe ergeben : 

M =a, iV =1, R =-2, 

Jl' =a, N' =-2, /?' =1, 
lf" = a, iV" =1, /r' =1. 
Da uuu unser ursprüngliches Axensyslein ein scbiefwinkeliges ist» io 

welchem « = Gü«, y=90«, 

so folgt iiieraus, nach S 59, dass (ür irgend eine, in selbigem durch die Pa- 
ramclcr fl, /> und c gegebene Flache F die in den drei neuen Axen L, L* 
und L" errorderlicben Parameter a^J und die nachstebendeo Wertbe 
haben müssen : 

Om == — ^— 

' aöc-hc/i—2aö 

^ _ abc Y a^H^ 

^ ^5 -- ' . 

* a^c+ca-ha^ 

Der gemeinscbaniiche irrationale Factor y^a'-h3 ist hierbei ohne alle Bedeu- 
tung, und kann daher ausfallen, weil es nur auf das Verbällniss der Para- 
meter ankommt, und weil es lediglich der srhtrff Neigungswinkel der Axen 
(oder au( Ii flor Coordinal-Ehenen) ist, diircli weidieu das neue Axensy.stem 
charaktr risirt wird. Auch sind die Weribe von a, , und ganz unabhän- 
gig vüii dem (iftindparameter a, wie sieh schon daraus ei^ebt, dass io jedem 
besonderen Falle n=:ma gesetzt werden mu^s , wodurch a eliminirt wird. 
Uebrigens sind die oberen drei Halbaxeo als positive, die uotereu da- 
gegen als negative Halbazei zn denken, nnd zwar liUt die positive Halb- 
axe L in den Sextanten der — # nad -^ir, die positive Htlbaze V in den 
Sextanten der -t-ti und — y, und die positive Halbexe L" in den Sextanten 
der 4-3f nnd -f>s. 

Bezeichnen wir alaa diese drei neuen Axen als die Axen der sc', y' und m\ 
so wird eine Fliehe F, welche in dem eigentlich hexagonalea Axensysteme 
durch die Gleicbang 




gegeben ist, indem neuen, isogonaUtrimetrisehen Axensfsteme durch die 
Gleichung 

(a^c-f>o«^2a^>.v'-*-(a6e— 2c«-i-n^)jr'-l-(a^c-l-cn<«-a^)a'aBa4c 
bestimmt werden. 



2»4 



{.153. Forlsciznng; U e d u c Li o n d e r vers c h i p d eoeii Pormen 
auf das isogonale Axensystem. 

Wir wollen nun xaMben » welche PaFtmeter die verschiedenen holoMri- 
schen Formen des Hexagonalsyslems in dem isogonalen Axensysteme erhallen 
werden. Da eine jede solche Form allgemein als eine dibeiLSgonale Pyramide 
inPii TOiigeslellt werden kann, so haben wir znnäeb&l diese so beräcksicb- 

tigCB. 

i« Reduction einer dihexagonalen Pyramide mPn. Es folglaos 

den Symmetrie-Verhältnissen des isogonalen Axeosystems, dass diese Form 
in ihmnii ht mehr als ein Inbegriff von lauter isoparamctrischen Flächen, 
also auch gar nicht mehr als eine einracfic Gestalt hervorlretcn kann« sondern 
als eine Combination derjenigen beiden Skalenoed er aufgefasst werden 

muss, welclii; aus ihr abzuleiten sind. 

Für das eine dieser Skalenoeder, dessen im .Sextaulcn dn posiiiven y 
und s liegende Flächen obere sind, hat die eine dieser Flächen die Gleichang 

X s . 

folglich ist fiir sie « 9 ma, 6 » 1 nnd e b ii, nnd setsen wir diese Werthe in 
die allgeneiDeii Ansdrficke von a,, b^ nnd e^, so erballeB wir 

mn 

a. = 



^ mn 

* ~ «— 2mnH-m ' 

* n-hmn-hm ' 

alle zwölf Flächen des Skaleoo^ders haben dieselben Parameterwerthe, nar 
vertauschen solche ihre Lage in den verschiedenen Axen. 

Für das andere Skalcnoeder, dessen im Sextanten der positiven y nnd 
X liegende Flächen untere sind, bat die eine dieser Flächen die Gleichoog 

wa ^ » 

folglich gilt für sie ff = — ;/?a, /» = 1, und c = //, und selzcn wir diese Werlhe 
in die Ausdrücke von a,, /r, und c^, so erhallen wir für ihre obere Gegen- 
fläche : 



* ~ jKHhZfltfi— m * 

mn 

* Ii— am— m 



wiederum haben alle zwölf Flächen diesea Skalenoeders dieselben Parameter» 
indem solche nnr ihre Lage in den Axen verlanscben. 
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TranifNMliM 4or Axtn 



2. Reductiou einer P rotopy ra ni id e mP. Eine jede j»olcl»e Pyramide 
zerfällt iu dem isogonalen Axensysteme in ihre beiden Rhomboeder, welche 
vertehiedm Parameter-Verliiltiiisse» und daher aaeh verteliiedeDe Zeiehea 
erfordern, obgleich sie eomplenentire Fonnen siod. Wir erhalten diese Pa- 
rameler, inden wir in den unter Nr. 1 gefnndenen Werlhen ji s 1 setzen. 

£$ wird also für dos ßbomboeder oder mK : 
nad es wird für das Hbotuboeder ^ oder — «R : 

W . M III 

"•"rsü' *«"rs^' *«"r3i- 

Daher gilt z.B. tor das Grondrhonibolider R das PteiMter- Verhlllntss 
OQ : eo : t, lor das GegenrhomholSder — ilaber das VerhXItniss —1:1:^, 

wie diess auch die Mi/lerschto Zeichen 100 und 122 ausdrücken. 

3. Reduction einer Deiiteroiivramide mP2. Für difse Pviamiden 

Im • 

findet keine Zcrralluiig in zwei Formen von verschiedenen Parameler-Verhäll- 
nissen Statt. Setzen wir nXmlich in den unter Nr. 1 stehenden allgemeinen 
Ansdrfioken Ton und den Werth Ji^2, So gelangen wir für beide 
PlSehen anf dieselben drei Parameter 

.2m 2m 

4. Rednction der Prismen nnd des Pinakoides. Setzen wir msoo, 
so erhalten wir für die dibexagonalen Prismen ooP» lanter i8o|iarametrisehe 
FISehen, weshalb denn anch diese Prismen als einfache Formen gegeben sind ; 
die Parameter werden z. B. fiSr die erste Fläche : 

Dasselbe gilt fSr die beiden Prismen ooP und ooP2, von welchen das erstere 
die Parameter — 1« — 1 und 1, das zweite die Parameter oo, —1 und 1 
erfordert. Das Pinakoid endlich hat das Parameter>Verhäliaiss 1 s i s 1. 

Anm. Aas vortlebenden Resaltaten ergeben sich unmittelbar ^ kryilal- 

lopjrrtphisrhcn Zeichen, mit welchen Iftf/er die Formen de^: Ife.Tagooafsysleios 
bezeichnet» indem er jedes Pai tmeter- VerhäUni&& auf seiuen einfachsten Aus- 
druck bringt, und daaii die loversen Grtfsseo seiner Glieder oebeo einander 
schreibt. Bei der fiereebam^ der Formen spielt aatOrlich der constaoie Nei- 
gnogswinket der Axen eine wichtige Rolle. Uebrigeas ersiebt man aas der gaa- 
aea hier ni^elheilten Transformation der Axen, dass sich solche zwar aieai- 
lieh nnsfczwangen an <Ke rlmmfiortlrische Hemiediie des Flexairoiialsvslcms an- 
scbliesst, dessenungcat hiet aber bleibt es ein Lcbcistand, das.s sie die com- 
plemantSren hemiedrischen Fonnen mit ganz verschiedenen Zeichen 
herrortretea Issst, woran« sich denn bei ihrer Anwendung aof den holoS- 
dri sehen Fanaeacomplez der noch grossere Debelstaad ergiebi, dasi die wicb- 
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tigften einfacfaeo Fonnen, nanUch £0 PnMopyrarokWa uni M§ dibexagom- 
iMP^nsidea, ab CoabinatioiieB 4aiyilgHt wtrJa» Ih m. Baiatdiei» 
eia MMT GnM4« welcher, zagleich mit dra oben S. 186 aafefUhrtcn GrOidaa, 

nos die Beziehung der hexagooaleo Formen auf dieses trimelrlsche Axeo» 
System fiir die praktische ILrystallograpbie nicht zweekiaäiu^ erscheioeo Idsst. 

§.154. Ge wü h n Ii che Z w i 1 1 i n ^ k r y s ta lle des Hcxagoaal- 
Systems; Tratispusi lion der Axeu. 

In den holoedrischen Krystallreihen des Hexagonaisystems gehören Zwil- 
lingskrystaile zu den Seltenheiten; häufiger erscheinen sie in den rhomboe- 
drischen sowie in den te(arlo(»dnschen Krystallreihen. Viele von diesen Zwil- 
lingskrystallen simi sohlte nüt parallelen Axensysleiupii, bei denen sich io 
der Verwachsung beider Individuen ein Streben di i .X.itur zur Heprodiutioa 
der holoe'drischen, oder auch der hemiedrischen Slaiumtoi men oftenbart. Da 
nun dergleichea Zwillingskryslalle sowohl an und für sich, als auch nach dcD 
gegenseitigen Beziehungen dttr Fonaeo ihrer Individaen sehr leicht zu beur- 
Iheilen sisd, so bedürfen sie aneh keiner allgeiaeioeii Bctraekteng. Dagegea 
sind die ZwilUafe mit geneigten Axeosystemen, welcli« besonders in des 
rbosibotSdriscben Krystallreihen xu den recht gewübalichen Ersebeinnagcn 
gehüreo, nicht ohne Weiteres nach ihren Verhältnissen zn erkennen, weshalb 
wir uns mit ihnen etwas ausführlicher beschäftigen müssen. Fast allen diesen 
Zwillingen liegt das Gesetz zu Grunde, dass die Fläche irgend eines RhoB' 
boeders wR die 7willingsfläcbe ist. Da nun aber diese«; Rhombo?der bald ein 
positives, bald ein negatives sein k.inii , und da auch für allr übrijjeii Formeu 
deren hcmiedrische Gegenkorper iieriicksichligl werden müsseu, so erscheiut 
es zweckmässig, die Betrachtung dieser Zwillingskrysfalle so cinzuieiteu, dass 
dabei aufaogs eiuc holoedrische Ausbildung vorausgesetzt wird. 

Wir wallen also einstweilen annehmeD, dass eine Fläche der Ct und- 
pyramide P die Zwilliogsflilche sei, wodureh die Allgeineinheit der Aufgabe 
keineswegs beeintriehtigt wird, weil wir nur nöthig haben, in den Endresal- 
taten statt a das Product m'a zu schreiben, nm soleben fSr die Fliehe irgead 
eioer Protopyramide mP Giltigkeit zu verschaffen. 

Die Gleiebong der Zwiltiagsfliebe wird hiernach 

X 

hy-h«Ä t. 

Legen wir nun die in §. 50 (S. 69 f.) für das triklinoedrische Axensystem 
voüzoi^rpne Traosposition der Axen zu Grunde, so haben wir in gegenwär* 
tigeni Falle 

= a, /> = 1 , c = 1 , 

COStf&a^, CMß = Qf COS^sO, 

sino = sin/? = I, sitay = 1 
za Selsen, nnd folglich die S. 60 stehenden Grüssen p, ; und a ail den 
Werlhen 

P'^h f=4*f 
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4iie S. 73 itebenden GrösMo ^, ond ^ aber mit deo Worthci 
_3-4a» _ 3 _ 3 

8~' •'""8^' ^"""8a 

einzuführen. Df^rntjemäss erliallon die Axeii der .7-', // Md »' des iDdivida- 
ums II inDerhali) des Individuums 1 folgeade Gleiobungeo : 

die Axe der : ^^^ ^ "~ ^ ^» ood y — « «0; 
dieAzedery : ^4-y«0, inMl^-|aO; 

dieAzeder«":^-!- »0, ond « -i- |-aO. 

In dirsen Gleirliuugeu haben wif die Grundlage für alle fernereu BetrachUiu- 
geil gewonnen. 

§. 155. TraDspositi on einer Flä« Iio des Jodi vidouins il auf 

das Individuum 1. 

Nachdem die Azen des IndfTidmrais U als LiUteo ianeriialb desAzen- 
systems I bestimmt worden sind, so bildet die Transposition irgend einer be- 
liebigen Fläche eine leicht zu lösende Aufgalie. 

ist US Bimiich am Jndividanm 11 irgend eine Fläche F* dueh die Glei* 
ebang 

10 0 

-7-#-77+ ^« t 

n h r 

pogrhon, so hiihcii wir ii.x li ^. 49 (S. CJ) (licjrnigrn Parameter fl',, b^ und r, 
zu he.^iiniFiifMi. welche derselben FKiclie in den Axen der .r, y und des 
Individuums 1 zukouiinen. Diese llcsiiminun«? ß^eschiebl in folgender Weise. 
Nennen wir .\*', Y' und Z' die Durchschniils|)unclc der Fläche F' mit den 
Axen der a:\ y und z ^ so gellen zuvörderst fSr den Punct X\ wie für jeden 
Poncl der ^e der x\ im Axensysteme I die zu Ende von §.154 stehenden 
Gleichungen dieser Aze, Termöge welcher 

(3-4a*)y 

sc = — ^ , und 5 = y 

sein mnss. Die Ceotrodislana irgend eines Pnnctes derselben Aze ist aber 
nach S. 1841 allgemein : 

oder, nach Substilutioa der vorstehenden Werthe von * and 

4 a 

Da uns nun die Cpnlrodi.slanz des Puncles X' durch den Parameter a gege- 
ben ist, so gilt für diesen Punct Dssa \ fol^'liidi werden die Coordinalen des 
Puneles A", wenn wir solche mit f und s, stall mit y und s bezeichnen» 

(3 — 4a'*)fl' 4a«' 

17 
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Bringen wir (lasst lhe \ erlaliren für die beiden Puncle V uod Z' in Aowen- 
duog, so üuden wir iür den Ponct Y' die Coordiiialeu : 

und endlich für den Punct Z' die Coordinaten: 

„ 6ac' „ 4a*c' „ 3c' 

Die in den Individaam II gegebene Fliehe F' geht nun aber dorch die 
drei Poncte X% Y* arid Z', deren so eben gefiindene Coordinaten p 
n. 8. w. sich auf das Axensystem des Individoums I bezieben. Subsliluiren 
wir also in den zu Ende von §. 18 stehenden Ausdrücken die vorsteheudeo 
Werlhe dieser Coordinaten, so erhalten wir für dieselbe Fläche ihre 
neuen» in dem Azenaysteme I gilügen Parameter, nämlich: 

ff ^' c(4a^-h3) 

■"4«'(*'-fr.c')a~*c'(4a*-3) 
. _ a'*'c'(4a*-i-3) 

_ flTc'(4a*-i-3) 

- 47fl a«-h3A72c'a-a'> 
welche Werlhe mit denen in meinem Lehrbucbe der Krystallographie 
(H, S. 294) mitgethfilicn, und auf einem etwas anderen Wege gefundenen 
Wertben wesenüicb übereinstimmen* 

Da nSmUch in vorstehenden Ausdrücken statt a das Prodiict m'a gesetzt 
werden muss, sobald das allgemeinere Zwillingsgesetz beriicksiohligt wer- 
den soll, dass die Zwillingsfläche eine Fläche der Pyramide m'P ist, während 
für die Iransponirle Flache selbst jedenfalls «' = i»a gesetzt werden kann, so 
lassen sich dieselben Ausdrücke auch folge ndermaassen schreiben: 

»i//c'(4yÄ'V+3ja 

. mA'rV4m'*a*-|-3) 

in welchen man nur n und r' statt ö' und e zu schreiben branebt, ob die 
erwähnten Formeln zn erhallen. 

Man ersieht au diesen Ausdrucken auf den ersten Blick, dass die trans- 
(»onirte Fläche F' des Individuums II einer krystallographisch -mögliehen 
Fläche des Individuums I entsprechen muss, weil für den Werth von tf, der 

Factor von a, und weil jeder der beiden Werlhe von b^ und <?, notbwendfg 
rational sein wird. sobriM nur eine rationale Zah! ist ; was ja immer der 
Fall sein muss, wenn a entweder eine rationale Zahl oder eine i^uadratwurz- 
zel ist. 
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§• 156. Transposiiion einei SkalenoCders des lodividaums II 

auf das Indiridaaiii I. 

Wir wollen nun die geTundencn allgemeinen Resultate auf die Zwil- 
lin;^skr% stnüe rh o m b o ed ri sc h e r Krvslaüreihrn nnwenden. I m dabei tins- 
rer Einbildungskrafl ein Anhalten zu bieten, und uns Iciobfer orieiilireii /u 
können, dazu ma«: die nachstehende Fi*;ur dienen, welche einen mit .luxi ^pn 
silion beider Individuen gebildeten Zwillingskrystail darstellt, wie er am Kaik- 

spaLhefiirdicGoiDbiiiation . ^ . ^vorkommeD kann; doch lassen 

wir sowohl das Rhomboeder, als aucli die beidcu Skalenoeder ganz allgemein 

als irgend ein , als ein und ein gelten. 

Bs handelt sich nnn snnicbst darnn, I8r 
diePlMeben des in der Pigor vorherrschen- 

mP 

deu, und mit dem Zwiliingsrhomboeder 
in analoger Stellung befindlichen Sltaleno€- 

ders — 2~ des Individuums II die aequivalen- 

ten Flächen am Individuum I zu bestimmen. 
Eine einfache Betrachluni; lehrt, dass die Flä- 
chen dieses Skalenoeders narh ihrer Transpo- 
silioü auf das Individuuni 1 daselbst d re i er- 
lei verschiedenen Formen angehören, oder gewissermaasseo drei verscWe- 
deoe Parti allurmen bilden müssen. 

Die erste dieser Parlialformeji Ic^tpht aus den beiden Flächen, von 
denen die eine mit 1, die andere mil : bezeichnet ist, so wie aus den hinte- 
ren Gegendächen derselben. Die zweite Partialform begreift die beiden 
FlächeUt von denen die eine mit 2, die andere mit — u bezeichnet isl, nebst 
ihren beiden Gegenflacben. Die dritte Partialform endlich wird von den mil 
3 and mit y beieiehneten PlXchea, nnd deren GegenBüehen gebildet. Die 
Pnnele y\ — i/ nnd bezeichnen ans die Auslrittspancte der gleichnami- 
gen Halhazen des Individonms II. Die Bestimmung der drei Partlalformen im 
IndiTidimm I hängt nnn offenbar ah von der Transposttion der drei Plichen 
1, 2 nnd 3. 

1. Erste Partialform, Ihre mit 1 heieiehnete Pliche hat im Indivi- 
dnun II die Gleichung 

t > 

\-y + - = 1; 

ma ' II 

also ist in den zo Ende von $• 155 stehenden Ausdrucken für «i, nnd 

= t , nnd c = » 

sn setzen ; man erhält so, mit Vernachlässigung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors fliii(4m' V-i-3>, 

17 ♦ 
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In jedfin be»ood«ni Falle mütsen diest Wertiie, eben so wie die Ar die bei* 
den anderen Parliairormen folgenden Wertbe, einer weiteren Diaenstion un- 
terworfen werden, nm aus ihnen das eigenUicbe krjrslallograpbiscbe Zeichen 
d«r bctrelTenden Partialform ableiten zu können. 

3. Zweite Parliairorm. Ihre mit 2 bezeichnete Pläehehat im Indivi- 
dnnm II die Gleichong 

— 1/ — - = 1, oder, nach S. (88, 

folglich ist in den zu Ende von §. 155 stehenden Ausdrücken fiir , ^, und 

b' = ~ , ond c' = — » 

Tl — I 

ZU set/.cu ; dadurcli erlialteii sie, wenn der geiueiascbafliiche Factor mn 
(4//i^a^-H3) UDlerdrückt wird, die Werlhe : 

— a 

4«m (2-«)a^H-//(4w 

* 4»m'V— 3(2m'ff— >iim-Hm) 
1 

4m7/}^(/?— l)a^+3(2isR'ii-|-)n) 

welche abermals in jedem Falle noch einer weiteren Discnssion zn onlerwer- 
fen sind. 

3. Dritte ParUalform. Ihre mit 3 bezeichnele Fläche bat im lodivi- 
dnnm II die Gleiehuug 

w' ^ , ^ 

— — js' = 1, oder, nach Ü. 188, 

ma iK 

ma n 

fbJglioh ist in den zu Ende von $.155 stehenden Ansdrucken für «i, und 

A' = ^ . , uml r' = — I 

«—1 

zn setzen, wodurch solche die nachstehenden Wciihe erhalten: 

— a 



• 4«i«i(2«-iy-i-Ä(4MV-3) 

1 
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welche gleichfalls uoch einer weilerea Discussiou bedürfea. 

Anm. Dii'sc Disriissior) <ler WertLc von a^y und r^, welche sonacb för 
alle drei Paiiialfurnien einzutrelea bat, belriilt zunfieli^i du- Xusdi iicke von 
osd C|, also die beide» rarameler in den Axeo der y uud ^. ilaL inan niiiulich 
in tolcli« die den gegebenen Formen entsprechenden Werihe von ei, n, ni and 
a eiegeteltt, ao werden ihre Werihe entweder mil gleichen, oder mit ent- 
gegengesetzten Veraeiehen henrertreiea. Beide Fllle erferdem ein ver- 
schiedenes Verfahren. 

1. Die Werthe von und haben gleiche Vorzeichen. 

Dann dividirl man nu! dem kleineren derselben n!fp (frr? Crrtssen aTj, 
and c,, wodurch solche auf das VerhXltoisa |»a : ^ : t gebracht werden, in wel- 
chem also 

» entweder = oder = 

ac, aA, 

q entweder s oder s ^ 

sein \% ird, je oachdeB < oder ist. Der Qnelient wird sieb dann 
jedealiRlis > I, eher entweder <, oder «der > % herantileUea. in den 

beiden mieren Psneo ist er nnaiittelbar, im leisten Falle dagegen ist 

die gesucblu (und <1 »nti in die Axe der« falteuilcj ALleiimiL'^/aiii, wahieud /? 
jedenfalls die in die liaupUxe fallende Ablciluugi»£abl dai'stelit. Lebrigens wird 
die gesnehte Partialform im ersteo Falle einem SIcalenoifder von analoger, im 
letzten Falle einem Skalcnoeder von aniiloger SleNong entsprechen, je nachdem 
bei positivem tf| die Warthe von und C| positiv, oder negativ sind. 

2. Die Werthe von nnd c, haben entgegengetetste Veneichen. 
Sind sie in diesem Falle gleich gross, was seilen %'orkommen wird, so 

Irdrt die Partialform einer Deoteropyramide von der Ableitungszabl . Sind 

sie da<;egcn ungleich, <vo 1h »huinii in in zuvörderst den in die Axe der u fal- 
lenden Parameter, welcher durcb di u Atuidruck 

gegeben ist, in dem jedoch beide Grttssen und e, positiv zn nehmen sind. 

Natürlich muss immer < h^^ und auch <Cj sein, weshalb denn der kleinste 
Parameter 1 jedenfalls in die Axe der u fallen wird, und es kommt mir no< li 
darauf au, die der Ableitung und Bezeichnung wirklieh enlsprecbeudcn Parame- 
ter zu finden. Zu dem Kude dividiri mau die drei Grössen, nämlich ap die 
kleinere von und «i, sowie tf, selbst dnreb wodnreh selche anf das 
Verhillaisf /m : f : 1 gekiwcht werden, in welehem alin 

u — • ---'.i— 1 und 

q — — * , oder auch = ^ 

sein wird, je nachdem < oder > ist. Oaan sind p und q die gesochteo 
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A bteitangszahleo , und zwar ist die gefundene Form ein Skah-oorder von 
analoger oder aotiloger Stellung, je oacbdeiD bei oegaliveoi <^ oder >^ b^ 

g. 157. Forlietsiittg. 

Tm vorbergehendea Paragraphen haben wir uns mii der Transposition 
eines Skalenoeders von analoger Slellang mit dem Zw jlluigs-Rhomboeder 
beschäftigt, hin in verweodeler oder an Ii loger Slelluog befiadliches 
Skalenoeder, von welchem drei Fllcheo des Individuoms II in F^r 78 durch 
die ZnichlirrugsfläebeD der llilteleeke dei vorweltendeo SlcaleiMriSden rage* 
deutel fiad, giebt gras ähnliche ReiulUle. Ancb lei&e Fliehen gnippiren 
fidi in drei ParüalformeD ; die erste dieeer Potven ist diejenige, deren 
eine Tordore Fläche in der Figur mit einem Puncte bezeichnet ist; die 
zweite Parlialform besieht aus der mit zwei Puncten bezeichneten Fläche 
und deren cnrrolafen FHiclien ; die dritte Parlialform endlich wird von der 
mit drei Puucleu bezeichuctea Fläche und ihren correlaJen Flachen «rcbildcl. 

Eine aufmerksame Betrachtung lehrt sogleich, dass diese drei Flächen, 
welche sich auf die negative Halbaxe der a:' bezieben, in Bezug auf die 
iNcbenaxen der t^', u und eine ganz analoge Lage haben, wie die vor- 
her betrachteten drei Flachen I, 2 nnd 3; der weeenüiehe Unterschied be- 
steht eben nur denn, das« für sie der Parameter ma negativ nn nehmen ist, 
während solcher für die Flächen 1, 2 und 3 positiv war. Wir gelangen daher 
nnmittelbar anf die Parameter, welche diesen Flächen im Individuum 1 zu- 
kommen, wenn wir in den für die Flächen 1, 2 und 3 gefundenen Angdrücken 
von ffp b^ und die Zahl m mit nef^rifivem Werthe einrühren, wobei es allcr- 
din^'s nicht über.si iicn wri den drirf, dass der in diesen Ausdrücken vcrnach- 
lässigle gemeinschatiliclie Faclor ;/^//( 'j///^a^-i-3) gleichfalls mit m behaftet ist. 
Auf diese Weise ergeben sich denn lolfj,riide Uesnltalc. 

1. Erste Parlialform; für sie werden die Parameter im Individuum I : 

a 

** ^ 4fÄ/n C»-t-l>a'-i-ii(WV— 3) 

^ ^ ^ i ^ 

* 4mm'V— 3»(2m'+«i) 

1 

** ~ 4ffi«wi'*a*— 3(2i«'»-»-ot) 

2. Zweite Partialformi die ihr im Individaum i eatspreebenden Pam- 
meter sind : 

a 

" «(WV— 3)-4TOi«'(2-n)a* 
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3. DriUe Partialform ; sie erforderl im Individuum I die Parameter 

a 

" «(WV-3)-4i«j»'(2»--l)t* 

- 1 

^* ■"4i»f(»-l)w'V-i-3«(2w'-wi) 
Aach diese Paraneter müssen in jedem besonderen Falle einer ähnlicheii Dis- 
cnsaion onlanrorfen werden, wie solche in der ADmerknog zu §. 156 erür- 
tert worden ist, bevor man das wahre krystattographiscbe Zeichen derjenigen 
Form «nHiteUen kann, «af welche die eine oder die andere dieser Partial« 
formen su beriehen isl. 

Anal. Will mtm alle diese ReseUale so darateUen, wie es die secaedire 
BeiflidiBUf crfordflft« so hat aMo nvOrdenl ia dea Werthea von nad 

2/1 

statt m die Grüsso mn^ und ««iail // die (jro!»üe — eiozusetzen, wudurch äolcbe 

fQr das Zeichen mRn, als dasjenige des zu transponireoden SkaIeno^'(iers, pin- 
gericbtet werden. Dann hat man in allen Füllen, da die transponirte Form selbst 

eiaasi Skaleooedor aagdiSrt, aas dea AbleitangsiahloB dasselbeB die 

Worlbe f^(^-~^ ^~ bestinmiea , um aoeh dieses geftwdeoe Skalc- 
■oMar aaf sria sacnndlras Zeiehea an bringen. 

158. Transposition eines H lio m boeders mR. 
Selzen wir in den Resollaten dar |§. 136 and 157 ji a 1, so gelangen 
wir anf die Transpcailion der Fliehen einea RhomboMers oder mR , wie 

folgt. 

1. Das Rhombo^der mR befindet sich in analoger Stellung mit dem 

Zwillings-Rhnmbof'dpr. Da für d;<s5plbe die zweite und die dritte der in §. Infi 
beslimralen fiallormen coincidiren, so gruppiren sich seine Flächen nur 
norh in zwei Partinlformen, von denen die erste ein Flächenpaar, die zweite 
die beiden anderen Flärhenpaarc begreift. 

1. Für die erste Partiaifonn wird 



folglich entsprechen ihr im Individuum I zwei Flachen des Ahoubociders 

6m' -k-m(^rn^n^ — 3) ^ 

8A/;w'a^ — f4/y»'^a*— 3) 
welches analoge oder aoLiioge Stellung gegen das Zwiiiings-Khomboeder haben 
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wird, je oachdem 8»i«mV> oder < als 4m' V— 3 ist; sind beide Grössen 

einander gleich, so gehören die FliicfuMi «lern Prisma cxjII ; isl daf^e-^'en die 
im Zähler stehende Grösse = 0, sü Ucicrl das PiiuLgid die ParaUelliäcben. 

2. Für die s weile Partiaifonn wird 

— a 

^ «Rm'a^+WV^a 

* 6i»'— 4»ii»'*a* 
_ 1 

Diese Wcrlhe bedürfen noch einer weiteren Discussion , wie soleirc in der 
Anmerkung zu §. 156 ang;edentel worden isl. 

Ann. Beispielsweise wollen wir diese Discussioa fUr gegenwäHigen Fall 
dvrdbWiMa. 

Da >f md beide positiv sind, so la^ge mm'a' < f ist, und da < t^ 
tit, fo babes wiir invOrdertl alle drei Parameter mil zu dividireo, und erhal- 
leaae: 

bm — 4t/im *a 

Nee fcaDD der Werth von q entweder < , oder ss , oder > 2 seia» weraos sieb 
dene ergiebt, dass die zweite Partialfono 

für 7 < 2 einem antilogcn Skalenoeder ^pPft 
nir ; = 2 der Deuteropyranide pP2t 

nir 0 > 2 dem aoaleceo SkalenoSder ±pP—^ 

angehtfren wird. 

Wen mm a* ist, so wird 6, =s oo, md daae ealafriebt die Partkl* 
form zwei Pllcheopaaren des Rhomboeders m\i selbst , welcbM alae dann das 
sogeoanote inverse Rhomboeder dos Zwillings-Uhombocdcrs sein niuss.*) 

Wenn endlich mmi\''^ | ist, so wird ö^ iiejjativ, »ud die Ableitunfifszah- 
ien desjeoigeo Skalenoeders />Py, welches die Pürallelilätbeo der zweiteu Par- 
liaUenn lieferl, werdea 

4iw//iVH-4/n'V— 3 
. 4mi7t''a^-4-3m 

II. Das Rhomboeder mR bclindel sich in auti loger Stellung zudem 
ZwiUiogs-Rhomboeder. Auch in diesem Falle Goiocidircn die zweite und die 
dritte der in §. 157 beslimnilen Partialformen, weshnlb sich deun die Flächen 
des Rhomhoßdcrs abermals nur zu zwei Partialformen gruppiren, deren eine 
aus einem Fläcbeupaare, die andere aus zwei Fläcbenpaarcn besieht. 



*) VsTfl. mala LabrbMl der KrystaUafro^kie, 5.433. 
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1. Für die ersle dieser Partialforuieu wird 

a 

folglicii feuU|ireclieii ihren Flücheu zwi i Mä« heu des Uhumhueders 

Smm'&^ 4- 4//i ' * a ' — 3 
wcIoIms aoaloge oder aaüloge Stellung gegen das Zwiliiogs-ßboinboljder bakea 
wird» je oacbdem 4mini'V> oder <6M'-h3m ist. 

2. Für die zweite Partialform, welche von zwei Flächenpaaren gebil- 
det wirdt gilt 

a 

. _ _ -1 

' dm' — 3/// 

welcbe W'rrthe oitipr ähnUehen Discussion unterworfen werden müssen, w ie 
solche in der Anmerkung 7u f, 2 ^ejijchen worden ist, um das eigeiiUicbe kry- 
stallograpbiscbe Zeichea der gesucbleu Form besUmmea zu könuen» 

§. 159. TranspositioD einer Deateropyramide a»P2. 

Selzeo wir in den Resultaten der §§. 156 nnd 157 «»2, so gelangen 
wir zur Bestimmung der ParallelJlichen einer von dem Individuum 11 auf das 
Individnam 1 traasponirten Deoteropyramide mP2* Dabei ergiebt sich , was 
auoli die anmitlelbarc Anschauung lehrt, dass eine solche Pyramide in drei 
Partiaiformen zerfällt, deren jede von zwei Fiäcbenpaaren gebildet wird. 

1. Erste Partiairorm; für ihre Flachen gelteo die Parameter: 

a 

*" IWa^-SrnV-hd 

, 1 

2 

2. Zweite Partialform; für ihre Flächen bestimmt sich : 

— a 
2(4«' 

* 4**«i"^a^—3(4w' — m) 

* 4m»}'^a^-i-3(4m''i>«i) 
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3. Dritte Partialforoi ; ihre Parameter haben die Wertbe: 

— a 

**** Wa^+WV-a 



1 

" 3f2m 4-w)-2ot;ä V 
Ailc diese Werthe müssen iio» Ii einer weiteren Oiscussion unterworfen wer- 
den, bevor sich die krystaUogrM|>hii»cben Zeicbeo der gesuchten Formen be- 
slimmen lassen. 



§. 160. Transposition der Prismen und des Pinakoides. 

1. Setzen wir endlich in den Resultaten der 156 und 157iiissoo, 
indem wir dabei das in dem noterdrSektea gemeinschafitieben Factor aller 
ZSMer Torfcommende m mit berücksicbligeiit so gelangen wir auf die Parallel- 
flieben eines Ton dem Individavm II anf das Individnam I transponirten dibe- 
zagonalen Prismas ooFn. Auch dieses zerüiit in drei Pürtialformeii, deren 
Plicben sieh bestimmen, wie folgt. 

1« Erste Parüalfenn) liir sie gelten aUgemein die Paitineler: 

a 

•«"4»i>+l)a»* 

*«"4naiV'-3* 
1 

da nan 6, < ist, so entepricbt die gesaebte Form vier Flächen des Skate- 
notSders aus 

WV-3 4«OT'*a*-3 

2. Zweite ParliaIform$ ihre Parameter haben die Werlbes 

— a 

•*"'W(2-ii)a» 

h - _ 

1 

welobe Werthe in jedem besonderen Falle einer weiteren Oiacossion bedfir* 
fen, am das gesuchte krfstallograp bische Zeichen bestimmen va klinnen. 

3. Dritte Partiaiform ; die Parameter derselben werden: 



ZwiHiogfskiyttaHe. 

» ~ 3(ii-l)-.4fiJ»'V 
1 

'^*'=3i.-4i*V(i.-t) 

von welcheo VV erihen Dasselbe gilt, wie vorher. 

n. Den Plächen des Protoprisnas ooP eDtspreehea dlgemdo zwei 
PlÜebeo eioes RbomboSders, und swei Plachenpaare eines Sluileiio4{deflii} 

dtts llliomboeder bat das «illgememe Zeichen 

Am '^d^ — 3-- 

für die Flächen des Skalenoeders gelten die Parameter 

a . 1 l 

da min und entgegengesetzte Vorzeichen habeOi so werdcu die Ablei- 
luugszahleu dieses Skalenneders pP^ 



2 



und q = ^ , oder auch 

je naehdeai < oder > e, iit. 

III. Den Flächen des Deuleroprismas ooP2 cntspreclicn zwei Flä- 
cbeupaarc irgend eines Skalenoeders, und eiu Fiächenpaar von ihm selbst. 

Für das SJuJeooiider gelten aUg^mein die Parameter 

_ a 1 1 



welche Werthe einer weiteren Disenssion unterworfen werden müssen, nm 
in jedem Falle das entsprechende ZeicJien aafeufinden. 

IV. Das Pinak oid endlich findet seine Parallelfläche jedenfalls in einem 
Fläcbenpaare des Rhomboeders 

welches sich für m'*a'««f in das Prisma ooR verwandeil. 
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Vierter Abschnitt. 

Rliombisclies Sysiem* 

HoloMriBohe Formen dos rhombischen Syitenuk 

§. 161. Axeosystem ond Elemente desselben. 

Das rhombische KryslaUsyslcm ist dasjenige, dessen Formen auf drei 
rechlwiiikeli f^c, aber durchaus ungleiche und ungleichwerthigc 
Aach bezogen werden müssen, in ihm wird also das Maximum der Liugicicb- 
hcit erreicht, welches im (iebiete der orlhoedrischen Foruien ül»erhaupt durch 
eine verschiedene (irüsse und liedeuluug der Axen eintreten kann. Denn eine 
jede Axe behauptet ihren besonderen Werth, ist daher einzig in ihrer Art, 
und keine derselben bat an und für sieb eine eminente Bedeutung. Hieraus 
folgl denn aneb, dass keine derselben als eine absolnle Hauptaze ebarakleri- 
sirt ist» nnd dass die Formen einer und derselben rbonMehan KrystaUreihe 
sowobl nacb dieser, als aueb nacb jener Axe aufrecht gestellt werden klinnea, 
ohne dass Jedocb diese verscbiedenen Stellnngen als gleichwertbig nnd gleich- 
giltig zu betrachten sind, wie im Tesseralsysteme , weil eine jede derselben 
eine andere Erscheinungsweise der Formen bedingt. Die Hauptaze ist also 
arbiträr, sie ist theoretisch willküriicb , und ihre Wahl bleibt dem Ermessen 
des Beobachters anheimgestcUt ; nur wird diejenige Axe, welche einmal zar 
Hauplaxe gewäbll wurde, auch als solche conscqueut beizubehalten sein. 

An Dl. lo der Praxis goslaltet sich die Siehe meist anders, weil uns tbeilt 
in der vorherrschenden Aosbildiiogsweis«, ilicils in fjew jsscn physischen Eigen» 
Schäften der Kryst^Hc, wie z, B. iu den V erhiillnissen der Spaltbarkeit, oft 
hinreichende Arguuieale gegeben sind, welche uuü bei der W ahl der ilaupUxe 
leiteo kOoneo. Deonocb aber bleibt nicht selten derWillkflr ein Spielraoin oseh 
dieser oder nach jener Riehtong, ond danias ist es eriliriieh, dass die KrystalU 
reibe einer und derselben rhomlnschen Mlocralspecies von verschiedenea Beob- 
achtern bald in dieser, bald in jeaer Stellung dargestellt worden ist. 

Indem wir also eine der Axen willkürlich als Hanptaxe bestimmen, 
werden die beiden anderen Axen zu Nebenaxcn, welche, weil sie iu der 
jedesmaligen Grundform die Diagonalen der rhombischen Basis bilden, durch 
die Namen der Mnkrodiagonale und Brachy diagonale nntcrscbieden 
werden können. Die llauplaxe gilt uns immer als die Axe der -er, die Makro- 
diagonale als die Axe der y, und die Brachydi.irjonnle als die Axe der z. Wir 
nennen die Ebene durch die beiden Nebenaxcn die iJasis, die beiden Ebenen 
durch die Uau^iax.c und je eiuc der Ncbeoaxen die Ha uplscbaitte des 
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Axcnsyslems, und unlerschetdcn lelziwc als makpodiagf>n a!en und hra- 
chydiagonalcn Hauptsrhri i n , je narhdrm sie in die {grössere od«r 
kleinere Dir^f^onnlc der (Trttnfffoi m ialleii. Eodlirfi lassen sicli auch Z wi- 
sche naxfn einfdfirtMi. m, Ih^ dcji Seiten des, durch die Diagonalen der 
Grandi'orm i^c&Ummleu iihooibus parallel, aber von geringerer Bedeutung sind. 

§. 162. Versehiedeit6 ParsDeler-Verhältniase. 

Eine uamillelbarc FoIf;e der L'ngicichwerllügkeil aller drei Axen i^t e«?, 
dass in dem rhombischen Systeme weder das Verhältniss dreier j;leirliei l' i- 
ranieler, nnrh auch das Verhältniss zweier gleicher Parameter gegen eiiirri 
ungleichen vorkommen kann, son ici n dass iu ihm lediglich das Verh;i!^nj^.s 
dreier ungleicher Parameter angrti (flli n winl. Jede Axe fordert ihren beson- 
deren Parameter, und jeder Parawieler kann seine Lage nur in den beiden 
Halbaxen derjenigen Axe verlauschen, in welcher er einmal gegeben ist; 
woraoa denn nothwendig Tolgt, dtss 8 das Maximnoi der Flächenzabl sein 
wird, dessen eine Fem des rhombischen Systemes ßht^ ist. 

Diese«» Verhältniss der durchgängigen Ungleichheit der Parameter lässt 
sieb in seiner endlichen Form allgemein durch a i b i c, oder, wenn a, 
band G die GrandpaniBetw sind, dnrch am s s «e dnnlQUen, welofaes lelx- 
tere Vnrbilini^.s jcilocb iainier nnf die Form «m : nb t oder an i b s jie ge- 
bmebt werden bann. Dabei setaen wir ein fiir alle Mal voraus, dass a oder 
ma. den in die Hanptaxe, i oder rb den in die Makrodiagonale, und e oder sc 
den in die Bracbydiaganale fallenden Parameter bedeute. Alle Formen, 
welche durch ein solches endliches Parameter- Verhältniss bestimmt wer^ 
den, sind ihrer allgemeinen Gonfignralion naeb gleichartig. 

In vielen Formen ist nnnrsB#, nnd dann erseheint es sweekmissig, 
fiese beiden Ableitongszahlen = t zn setzen, und alle Verschiedenheiten auf 
m xn ibertragen, um der Haoptaxe wenigstens für die Ableitung und Be- 
zeichnung eine älinliche Bedeutnng zu verschaffen, wie in den beiden vorher- 
gehenden Kryslallsyslemen. Bei dieser Voraussetzung wird w nach Befinden 
auch bis auf den Werth 0 herabsinken können, wodurch das Verhältniss 
Oa ; b : e erreicht wird, weiches mi| dem Verhältnisse a : oob : ooc gleich- 
bedeutend ist. 

Ausserdem kann das allgemeine endliehe Verhältniss 7//a : rb : ^c auf 
dreierlei Weise in ein G ränzverhäitniss übergehen, je nachdem entweder 
THy oder oder s den Werth oo erhall, was deshalb, weil jede Axe eine sin- 
gulare ist, auf drei verschiedene \ crhältnisse 

ooa : rb : jrc , ma : Oüb : sc , und inn : rb : ooc 
gelangen lässl, welche eben so viele, ihrer Gestalt nach zwar gieichartigei 
ihrer Lage nach aber verschiedene (iruppen von Fornifii liefern. 

Endlich kann »iMssolhe allgemeinp VrHiältniss noch dadurch auf dreierlei 
Weise bis an seine Grünzc gedrängt werden, dass zugleich zwei der Zahlen 



tn, r 11 11(1 s deo Werlb oo erhalten, was abermals auf drei verschiedene Ver- 
hällaisse 

ooa : oob : ooa : b : (X)c, und a : ocb : ooc 
gelangen lässt, denen wiederum drei gleichartige , aber ihrer Lage ntdi ver- 
schiedene FormeD enlspreehen. Da jedoch IBr das letztere VeHiiltiiiü bereiii 
das gleiehbedeatcnde VerbiltniBS Oa : b : e dogeffihrt worden isl, so kaouiea 
Dar nocb die beiden enteren in Beraekaichtigang. 

Anm. Es sind alte wiednnaa lidMa venchiedeae Paraaiater-yarbllt- 
aitse, deaea ebaa so viele venebiedeae Arten voa Ponnen eotsprecben. Ab 
das allgemeioste dieser Varhlltaif se giebt sich ofleabar das eadlicbe Vcr- 

baltoiss a : b : c oder rwi : rh : zn erkennen, weil man nor för m, r un<! * 
gewislüe Granzwertbe zu setzen braucht, um aus ihnen alle Qbrigcn Vrrhältnissc 
abzuleiten. Gerade so werden sich auch die durch dieses Verbältniss bestinm- 
teo Formeo als die al Igemei osten Formen heraasstellen, als diejenigea 
Feraiea, ia derea VerbUtaiseea die Bediagangea llr die Möglichkeit aller ibri- 
gea Fonaea gagebea liad, 

g. 163. Holo^drisehe Formen des rhombiseben Systems. . 

Denen im vorhergehenden Paragraphen bestimmleu Parameler-VerbÜlt- 
nissen entsprechen non folgende sieben Arten von holoMrischen Formen. 

1. Rbombisobe Pyramiden; sie sind von 8 nngieiehseitigen Drei- 
eebcn nmscblossene Formen, deren Mittelkanten in der Ebene der Basis lie- 

gen« und bilden die eintige Art von geseblee- 
>^/\N. senen holoedrischen Formen des Systems. 

X Flächen haben das endliebe Parameter - 

I Verbältniss a : 6 : e, oder ma : rb : ae, wobei 

-y^ - ir_l n yy mogUche zwischen 0 and oo liegende 

X. *y VVerthe vorkommen können. Jede Pyramide 

\ . y/^ bat vier lanfi^rrc srhiirfere, und vier kürzere 

\ : y/^ stumpf re Folkaiilcn, sowie zwei spitzere und 

N zwei slumpfere Miüelecke , welche beiderlei 

Begxänzungs - Elemente nach ihrer Lage in 
denen durch die Grundform bestimmten Hauptschnitten ganz allgemein als 
makrodiagonale und braehydiagonale Polkanten und Mittelecke unterschie- 
den werden. Es giebt möglicherweise eine nnendliche Uanehfoltigkeit vea 
rhombiseben Pyramiden, nach Maassgabe der verschiedenen Werthe von a« 
b and c, und von m, r vnd «i auch unterscheidet man wohl solche gleicb- 
Iblls als spitze und als stumpfe Pyramiden, je nachdem die Hanptaxe ma gros- 
ser oder kleiner als die grössere der beiden Nebenaxen ist. 

Alle übrigen bolocfdrischen Formen des rhombischen Systems nad 
offene Formen, nm\ erscheinen elneslheils als prismatische Formeft von 
rhombischen Querschnitten, andernlheiis als Pioakoide, d.h. als einzelne, 
den Coordinat-Ebenen parallele Fiächenpaare. 

Die prisnia Uschen Formen sind aber dreierlei, je nachdem ihre 
1 lachen iler einen oder der anderen Axe parallel laufen ; sie erscheinen daher 



Google 



171 



iheiis als vet ticale Prismen , theils als zweierlei versrJiiedene horizontale 
Prismen. Für die Ueberslchl und Unterscheidung dieser Formen gewährt es 
nnn eine grosse Erlciclitnninf^, sie auch in der Nomenclatur zu iiuterscbeiden ; 
nach dem Vorgange von breithaupt gebrauchen wir daher das Wort Prisma 
lediglich tür die verticalen Prismen, nennen ein jedes horizontale 
Prisma ein Dorna, uod unlerscheideu diese Domen als M a r o d o m e n und 
Braeliydoiiieiijje nachdem sie der Makrodiagonale oder der Braeby diago- 
nale der Grundform parallel sind. 

2. Die Prismen sind also Ton 4, der HanpUxe parallelen Fliehen 
gebfldele Formen» deren Querschnitt ein RhomlNis ist, nnd welche in der 
Richinng der Hanptaxe eine inde6aite Ausdehnnof und pr J^eine selbständige 
Begiünsnng haben. Ihre Seitenkanlen werden nach ihrem Wlnkelmaasse als 
scharfe und stampfe, nach ihrer Lage als makrodiagonale nnd bracbydiagonale 
mlerscbieden. 

3. Die Makrodomen sind von 4, der Makrodiagonale parallelen 

Flächen ^fbüdptp Formen, deren Querschnitt ein Khombus ist, und welchen 
in der Kiuhtung der Makrodiagonale, als ihrer Langsaxe, jede beslimmtc Aus- 
dehnung und selbständige Begränzuiig abgeht. Ihre horizontal liegenden Kan- 
tta werden nach ihrem Winkelmaasse als scharfe und stumpfe, nach ihrer 
Lage als Polkanlen und Miltelkanten unterschieden. 

4. Die Ii i a c h ydo me D sind von 4, der Brach y diagonale paralle- 
len Flächen gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, und welche 
in der iiiehinng der Brachydiagooale, ala ihrer Lingsaxe, yon indefiniter Ans- 
Mmug nnd ohne selbslindige Begränsnng sind. Ihre Kanten werden eben 
so nnterseUeden, wie jene der Hakrodomen. 

DiePinakoide sind ebenfalls dreierlei, je nachdem ihre Flächen dem einen 
oder dem anderen Ilauptscbnitte parallel sind; wir unterscheiden daher 

5. die Basis oder das Basopinakoid, dessen Flächen der Basis, 

6. das Mn k ropinakoid, dessen Flächen dem makrodiagonalen Uaopl- 

schnillr, lind 

7. das brach ypiuakoid, dessen Flächen dem bracbydiagonalen Haupt- 
schnitte parallel liegen. 

Adid. Die Prisroeo, die Domen im«! die Plnakoide können natürlich flDr 
sieh allein gar nicht vorkommeo, so dass die Combinalioa mit einander oder mit 
irgend andereo FurmeD eine nothweodigc Bedingung ihrer Brscbeioung ist. Die 
PfiMBOn und Ocmsn bcdlagea die slalcnftrmigen, die PinahoUe dagegen die 
laMOrmigCB Krjslalle des Sf Slams, 

§. 104. Grundform; Ableitung nnd Beneiehnnng der 
hololSdrischen Formen. 

Als Grundform muss in jeder rhombischen Kryslallreihe irgendeine 
wirklich vorhandene, oder wenTj^stens eine durch andere Fonnrn angezeigte 
Pyramide gewählt wpidrii. Fiir diese Grundform, welche wir mit P be- 
xeicbacn, wird ferner eine ihrer Azeii aisHauplaxezu wäbien, und da- 



durch die Stellung' d .s Axcnsvstenis sowie die Üntfrscheidüiifj; der Makrodia- 
gonale und der lirachydiaffonale zu bestimmen sein. Dann liel'erf uns die halbe 
Hauptaxe den ParamcU r a, die halbe Makrodiagonale den l'üiajiieler b, die 
halbe Urachydiagouaie den Paraincler und das V erbal Iniss dieser dreiGruod- 
parameler a : b : c ist es, welches allen AbleiUin^en zu Grunde liegt. 

Da nun alle drei Axen ungleichwerlhig simi, so werden solche, aU 
veränderliche Grössen gedacht, too einander unAbhüngigc vcrMerliehe GrS»* 
seil dinlellen; 4. b. jede Axe wird für sieh allein Üer VeriiB^enittg sn m- 
lerw«rfeB seia . Betraolileo wir nun mvörderst dieHanplazeaU veiiDder- 
lieh» iDdem wir sie aiil ei«er Zahl nt wdtiplieireii» welche Iheib grSsser» 
theil« kleiner als 1 sein, and einerseits Us oo wachsen, anderseits bis 0 ab* 
nehmen kann, so erhallen wir durch Anweadmig desadbeil Verfahrens, wel- 
ches bereits oben in deu §§. 88 und 118 vefaasgesetzl wurde, den vollstän- 
dif;en Inbegriff nllor derjentgen Pyramiden, welc he dieselbe Fi«!:iir der Rasis 
haben, wie die (iniiidrorm P, und wegen ihrr*^ itiimillflbaren Zusammenhan- 
ges mit P. so wie deshalb, weil sie die ersten lU .sullate der Ableitung sind, 
fiigtieh Hroto Py ramiden genannt werden können. AUe diese Pyramiden 
lassen sich wieder in einer iieihc von der Form 

iii<l »i>l 
OP • » > • • mP • • • • • ooP 

lusamaensleUea , deren eines Gränzglied das Pratoprisma ooP, deren 
anderes Grinsglied die Basis oder das Base^iiiakoid tIP isl. 

Aq8 jedem Glieds wP dieser Grnndretbe lassen sieh nun femer eineneils 
darcfa Vergr^sserong der Braohydisgonale bei eonslanter Mahfodia^ganilc, 
anderseits darch VergrSsserang der Makrediaponale bei eonstanAer Braehy* 
diagonale, Terscbiedene andere Ponaen abIeit<Mi. so dass die weiteren Ablei- 
lUDgen Badi xwei Richtungen auseinander gelieo, je nachdem diese oder jene 
N^ebenaxc als veränderlich gedacht wird. Nennen wir rt diejenige Zahl, weli-iie 
als Partor einer dieser Nebenaxen eingerührt wird, und stets > t srin muss, 
aber bis oo wachsen kann, so liefert uns jeder endliche Werlh \ n eine 
neue Pyramide, welche entweder in der Hichtnng der fira liv diagonale, 
oder in der Rirbtnng der Maknxiiagonale über mP selbst in die Langte ge- 
streckt sein wird, während sie mit dieser J'\ramidc im erslcrcu Falle den 
makrodiagonalen, im anderen Falle den brachydiagonalcn llaujttscbnitt gemeia 
baL Wir nntersoheiden diese beiderlei Pyramiden, weLohe aus einer nad der- 
selben Protopyramide mP abgeleitet werden kttanen, dnreh die Naauni der 
Bracbypyramiden und Makropyramiden, nm es- anssodriioken, darch 
welcher Diagonale VervielfachoDg sie erhallen worden sind.*) In der Be- 
zeiciinung aber lassea sie sieh sehr einfach dsdoreb uaterscheiden, dass aber 
das Grondelenieni P die prosodischen Zeichen der Künse and Länge gesetsl 
werden, weil es ja doch die Diagonalen der Grondform sind, anf welche 

*) Riclittger »arde es •ilerding* nein, sie ßncliydiagonal- und Mnkrniiingooal-Pjra« 
miAen m nrnnen. Pn .ihrr in >]rr NfMi<r>rifhluF Mbr vi«l auf müglicbe Ktt rt« «IH 
kAnml, so erlauben wir uns diese Abkürxung. 



Google 



«It 



sich in Faelor n bezieht. Sonach wird mPn das al^eaieiiie Ukhmt nmr 
Bracbypjmoiiiie, nod mPn dat allgemeine Mehtn einer Makropyramide. 

Je grösser der Werth von n wird , um so mehr wird aieb die abgeleitete 

Pyramide in der Riebtang derjenigen Diagonale verengern , dereo Namen sie 

führt; fifr ri = CO aber verwandelt sich die Pyramide in ein horizont.iles 
Prisma oder in ein Donia, dessen Länp^snxe die f^leichnamigp Diagonale ist. 
Daher werden mPoo und mPoo die allgemeinen Zeichen der Brachydoinen 
und M a k r 0 d o rn e n. 

Da diese Ableitung aus jedem Gliede der Grundreihe vorzunehmen ist, 
so wird sie auch für das Proloprisma ooP gehend zu machen sein, aus wel- 
chem sie uns auf zwei Reihen von Prismen, auf B rac by pris m e ii ooP«, 
und auf M akreprii neu ooPn gelangen lässt, als deren Gränzglieder sich 
du Breehypinakoid ool^o^, and daa Makropin akoid oo^oohenoa- 
alcUea. 

Aqid. Hiermit sind^deaa alle Ableitungen erschüpfi, deren Uesultate sieh 
aaf vertebiedena Waiia in aiaeoi Sebean aasaaiaietatellaa laisen, an eise voll- 
standige ood woblgaordaele Uebersiebt derselben sa erlaagea. Eiaat dar aia- 
faehalen Sehamaa ist dai aacbstebenda triangdlra. 




Die Graadreibe dar Protop^a«ldea tiebt biar la der Hibaalbiia des 
Draieekei, nad tbaih loaiit das gaesa Sebema b iwet HllAea, van denen die 
•iae die makrodiagonalen, die andere die bracbydiagonalen Formen begreift, 
deren allgemeine RpprJlscnlanten mPn ood tnPn in der Mitte der beiden Drcl- 
ecksbülftea stehen. Die Grundlinie des Dreiecks bep;reifl die s.1mmllichen Prie- 
men , einscbliesslicb der beiden verlicalea Finakoide \ die rechte Dreieckseiie 
begreift slwtliahe M atoe d e a w a , die Bake IMeakaeite almmtlicbe Bvaebyde* 
■ea, welche beide ia der Baaia OP ibre Griaae erreieben. 



§. 165. Bereebnung der rbomblaeben Pframiden. 

Wir können die Berechnung der rhombischen Pyramiden ganz allgemein 

und ohne Rücksicht .lufdie besondere Stellung und Benennung^ derselben durch- 
führen, indem wir zunächst die GriindForm P von dem Parameler-V^erhältnisse 
a : b : c berechnen; denn was von dieser gilt, das gilt auch mutatis mutandis 
Ton jeder anderen Pyramide. ZuTÖrderst müssen wir ans aber über die Sig- 
NaaMM s Krjttollognipliie. 18 



I1# RiHHriMtches Syrtitt. 

natur der verscliietienen £leni{ tirc versläadi§Mt wekbe öiMrbailpt eiMB Ga* 
j^nsUnd uosrer ileohnuDgeu bilden snilen. 

Es sind nun besonders die Kaolentiuien, die HüuptsciiniUwiokel und die 
Kanlenv^ itikol, deren Berechnung auub in praktischer iiiu«icbl einige Wichtige 
keil erlaugi. Wir bezeichuea in jedcf PyruiuiUe *) 
die liitte ft an t ea mit 
dit hnthfi. Polkasttn mit Yt 
die nekröd. PolkaDlen mit Z; 
feraer bnEetebnea wir den Neigongswinkel 
der Raetenliiiie JT gegen die Braebydiagonale mit i^, 
- - • • Makrodiagpnale mit e« 
r Y ' " Hauptaxe mit 
m j • » - Braohydiagonnle mit r, 

Z - - Makrodiagouaie mit 
- - - Hauptaxe mit i. 
Diese sechs Winkel, welche wir die Hauptscbnittwinkel oenneD) sind natür- 
lich paarweise coDipIemeutär, so das^ 

<y-i-e«9a», ^-i-^-W, 

derangeeeblet isl et nfiUlieb» sie durch beundere Bacbstaben zn nnter- 
sebeiden. 

1. Kantealinie der Pyramide P. Es folgt aus der Rechtwinkeligkeit der 
Axen onmitteibar, dais 

Z = Y?-hh*, 

Diese Ausdrücke gelten allgemein für jede andere Pyramide, wenn man die 

betreffenden Parameter mit den ihnen zukommenden Ableitungszahlen mul* 

tipUeirl; deberisi 
fnr jcule Protopyramide mP, flia flau a» 
für jede liakropyraMiide eiPar« ine Matt eed üb statt b» 
für jede Braehjpyramide mPu^ mä statt a, und na statt e 

s« setsea» im die Liege ibrer Kanteelieiea su fiodea. 

%, HauptsebiiittwiBkel i,w Pyramide P. 
e. Ab Feaelioiieii dtr Kaateawiekeli 

cofd t 

coaa •' 







cesZ 


cosJf 


am?* 




cos^ 


cosF 







Um die Stpnstiir dirsrr Bcgranzunp-s-ETcmcnte in nliherr Bf/iphnnj tu der Si?[ja 
tar der Elcmeule des Axeosyslems tu briaf(«a, geken wir ia 4ie»€m und 4ta M$9üit» 
KrjBtMÜtyifmn da» BaehatAbw A» JK na4 «ist aad«rt JbdaHMK, «U Utker. 



b. Aii FttBCÜoueQ der Parancter : 

in wekben Ausdruckeu wiederum 

fiir jede Pretopyramide mPy ma statt a, 

für jedo Uakropyraniila mfn, m statt a» umi aik statt b, 

für jede Braebypyramide mitn, aia statt a, und ite statt e 

so setses itt, um die HanpiscliDitiwiokel dieser Pyrsmiden ans ihren Parame- 

tera sa bcrcchDen. 

3. Kanten Winkel der Pyramide P. 
a. AU FoDclioaeo der Uauptschniitwiokei; 

* s'iue s\nS ' 
inng^ ^ lang. 

^ SlUt S107 

Ik Als Fvoetieven der Paraneter : 

worin Aasa^b'+c^a'^+b^c^- Hieraus folgen die Proportioueu : 

COs.V : COS F = b : a 

cosZ : cos^Y s a : c 

tos y : cosZ s c : b 
Die Cosinus der ganzen KanlenirniM endüdi werden: 

b*e^-aV-cV 

eOSZJT aa 21 > 

emr » 9 
aV-c»a*-bV 

G0S2Z SB 



Itt allen diesen AosdrSeken bat man abermab 
für irgend eine Prolopyramide atP, ma statt a. 
Für jede Makropyramide mP», ava statt a, und nh stall b, 
für jede Braobypyraniide mPny ma statt a, uad /ic stiitt c 

dnzaselzent an die KantenwiniLel dieser Pyramiden aus ihren Parametern zn 

berecbnen* 



18» 
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§. 166. B epc c h n 11 n der prismatischen ForineB. 

Die Kanlenliuieii bilden in den Prismea und Dornen keinen Gegenstand 
der Berechnung, weshalb wir es bei ihnen nur noch mit den Winkeln zu 
ihun haben. Da nun in den verticalen Prismen .1', in den Makrodomen K, 
und in den Urachydomeu Z ein rechter Winkel ist, iolgl daraus, dass die 
uocti übrigen Kaoleowiakel dieser prismatischea Fomen mit ihren Uaupt- 
schnitwinkelo ideolifch sind. 

1. Wi.ikel des Proto prisiuaa oc'P ; sie ergeben s^ch aus den ni 
§. 165 gefundenen Winkeln, wenn io den betrelmdeii Audrücken ooa 
statt a setzt ; man findet so ; 

Ungr = Ungd s= ~ , 

UogZ = lang« = ^ , 

alio rH-Zs90*; 

c ^ 



cos2 r = " , C082Z = - C082 Y. 

Für jede» Makroprisma ooPib ist fib sUU b, und für jedes Bracbypris- 
na cotn nc statt o so setzen. 

2. Winkel des ersten Makro domas Poo; sie folgen ans den in §. 165 
gefnodenen Aasdrüeken, wenn darin oob stnU b gesetzt wird ; man erbält so; 

tangJT « langi?= * , tangZ " tang^ « - , 

aisoZ-l- Jr=9ü«5 

cosÄ-T« ' eosaZ«-«es2X 

Für jedes andere Makrodoma rnVoo ist ;/ja slalL a zu Lefzen. 

3. Winkel des ersten ß r a c Ii y d o in a s Poo ; wau erhält sie aas den in 
§. 165 gefundenen Winkeln, indem uiau ooc statt c einfuhrt; 

UttgATsfi Ungr 
tangF 9m uog« = j , 

aJso jr+ r»9a»? 

b a 

'^'^ TOT' /•»+b«» 

b*-a» 



cos2Jr s« , oo82r= -cos2X 

Für irgend ein anderes Braebydoma ntl^oo ist wiederum ma statt a zn setzen. 
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Hemiedziftche und sonstige meroödrisclie Auabildttiig de« 

zliomliiaolien Systems. 

$. 167. Spheaoidisclie Uenilidrie* 

Da die allgemeiniteD Formen des riiombitchcs Systems, die liombifebeB 
Pyramiden« nur toa aehl Fläche» gebildet werden, eo ttssl sieb aueb die 
Hemiedri«, als eine rings nm das Azessfslen symmetrisek etolreteode 
JievetSdffie, aar in der einaigeB lledalitit deaken, daü tee Pyiamidea aiit 
ihrsa abwecbselnden einzelnen Flächea aar AasMldai^^ gelaagt snid. Sie ver- 
wandeln sieb dadurch in rhombische Spbeaoide, weshalb denn aaeb diese He- 
siitfdrie die sphenoidiscbe Hemifidrie g^enannt werden kann. 

Die rhombischen Sphenoide sind von 4 ungleichseitigen Orpiecken 
umschlossene Formen, deren im Zickzat k auf- und absteigende Mittt Ikanten 
sich als zwei längere sttinipfere, unii z\s ei kürzere schärfere unterscheiden, 
während ihre zwei Polk tnien horizontal liegen. Ihre drei centralen Quer- 
schailte sind dieselben Rhomben, wie jene der holoedrischen Stammibrm. 




FIf . SS.- 

Jede Pyramide liciert natürlich zwei compiemenläre Sphenoide, welche nicht 
nur eine Verschiedenheil der Stellung , sondern auch eine sehr wesentliche, 
durch keine Slellungs-Acnderung aiir/uhchciuic V^erschiedenheit der Gestal- 
tung zeigen, indem sie sich zu einander wie ein paar rechts und links 
gebildete Körper verhallen. Sie sind also easaiiomorph , und werden 
deogemias doreh Vorsetsung der Boebslaben d und / sa naterscheiden sein, 

so dass z. B. nnd die allgemeinen Zeichen der beiden aus der- 

selbea Pretopyramide mP abgeleitetea Spbeaoide werdeo. 

Die prismatisebea Formen de* Systems erleiden dorcb diese He- 

miedrie zwar keine weseotliche Gestaltveräuderung, weil ihnen , wie sieb 
Jeicbt erkennen iasst, ihre ToUe PiXebenzabl bleibt; allein die Bedeutung 
ihrer Flächen wird dennoch eine ganz verschiedene, so dass die abwechseln- 
den Flächen ir» den ver!ir;ilpn Prismen nis obere und als untere, in den Dn- 
meu als rccIiLc und üuke Flächen zu beurlheilen sind, was iu deujeuigca Fäl- 
len, da eine mit dieser üemiüdrie behaftete Krystallreihe zugleich nach der 



einen oder der anderen Axe dem Hemimorphlsmus unterworfen ist, auf die 
Erscheinungsweise der betrefTendeo prismalitdien Formen von wesenUicbem 
Einflüsse sein wird, weil solche dann nur noch mit zwei Flächen ausgehtldel 
sein könnes. 

Die drei Pinakoide endlich bleihea hei dieser Hemiedrie ganzlich un- 
verändert, obgleich sich auch für sie eine verschiedene Bedeutung der Flächen 
geltend macht. 

Aom. Diese Hemiedrie, welche man bis vor einigen Jahren oar an sehr 
' w«a%eD Körpern, aod s»ar beittftdera ausgezeichnet am Jen klhiftllcbMi Kiy- 
«lilleB des (BilimnlEai vad CiakvitiMs fcaoale, ist im ocaerer Zeit doreh die 
wichtigen Arbeiten vea Patimr osd Sdkükm*) m vWee kSnstlieb dargestelltea 

Salzen narhgewiesea worden, so das« sie geg;cnwartig als eine ziemlich hSafig 
vorkommende Encheinuog belracb(<>t werden k«»nn, Aueb hat Pasiettr gezeigt, 
dasft sie cugleich mit der circukreo Pulari^aiiou des Licbles verbuodea i»t, wie 
sieh dieas aodi bei der ae entaebiedee aasgesprocbaBee BentienMrpbie ver- 
Diutben Hess. In einigen Fullen sind die betreffeodee Kryalalle zugleich de« 
Hcmimnrphismt]«; rinterAvnrfrn , wncitirrS die acheiaban OnregiljBlss^kait ihrer 
Gestaltung nicht wenig gesteigert wird. 

g« 168. Berecboaiig der rbombiacben Spbenoide. 

Die Berechnung d«r rbonlHieben Sphenoide ist eine sehr einfbche nad 
gewiaeermaaMeii sehen geUfsie Aufgabe , weil eine leichte geometrische Be- 
trachtong lehrt, dass ihce Kaotenllaien doppelt So lang sein mfissen, wie die 
Hanlenlinien ihrer boloedrischen Stammformen , während sich ihre Rinlen* 
Winkel als die Supplemente der Winkel dieser letnteren beatissmen. Be- 
zeichnen wir also in dem rhombischen Spbenoide 

die Polkanlcn mit X\ 

die kürzeren Mittelkanlen mii Y\ 

die lauteren MiUelkaiüen niil Z\ 
so bestimmen sich die K a u te n 1 i n i e n , wie folgt : 

*. ^ X' 2]/b^' ^ 2.Vin §. IßS, 

"."*. • Y' = 2Vc*-ha» = 2rin §. 165, 
/ = 2 }/"a2^P = 22 m §. 16». 
Die (Cosinus der Kuntenwiukel aber ergeben sich unmittelbar aus §. 16«> 
mit den Werthen : 

^, aV+cV-b»c« 
eosJT » -g 

b»e^^aVWa> 

COSY aas ^ 



*) PomUwt io deo AoB. <ie Cbtnie et de PfaysifDe, 3. Serie, voll. 31, 38 o, ; .itcAa- 
tei in Mioer, Ten dar Kais. Akadenia der Wistaasek. gekHfalen Prafsschrift s BasUm* 
mang der HrystallgSsniltea ia ekenlselen Labaratorfea aftaagler l*l'«daate, 1891, S; 14, 
4», 76 aad 86. 
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Httaiiedriselie Foroiea. 279 

Setzt man in diese» Aaidrfickco 00« statt a» so gelangt man auf üeWift-« 

kel des verlicalen Prismas ooP; während eben so die Substitution von oob 

ftir b, oder von ooc für c auf die Winkel der beiderlei Domen ^elringen lässf, 
wodurt h (]pnn die in §. 167 ausgesprochenen PolgeruD^ea Über die andenveile 
Wirkaug dieser lieinii^drie ihre Bestätigung üuden. 

|. 14M>. Mero^dri« mit moBokÜHoHdrif ehern Fermentypaa. 

Bi giek cMfB KrrüidMhiB, wie s. B. j«M des WoHkwM ind dee 
BaIeÜtbet, wwMn iwar direii dae Aifkrtie« dreier mf emaader nebliriike- 
Kger SfsteaieTmi pritiDelieeheBPenaeB ganz «nxweUdhaft tia rbenbiselie 

Rrystallreihen chmkleriairt werden , dennoch aber in der AnaMdnogtw^se 
iiirer Formen einen an das nonoklino&drische System erinneinden Oestal- 
tnogs-Typus zeigen. Bei ibnen macht sieb nämlich ausnahmsweise eine Art 
von Meroedrie geltend, wie solche in dem genannten Systeme als ein noth- 
wendiges Bildangsgesetz gan?. nilgemein angetroifen wird. 

Diese Meroedrie , welche sicli, hei dem Maugei einer ri n gsura sym- 
metrischen Ausbildung, nicht füglich auf den Begriff der Hemiedrie zurück- 
füiireu läs^l, ist darin begründet, dass sich in einem der beiden verlicalen 
Hanptiehnitte gleiehaam ein Gegensatz der vier Quadranten .einaetzt, 
inden swei Gegenquadranten die hUibeft^en , die beiden naderen die ver- 
sebwindenden Fliehen heatimmen. Dadurch wird aownhl für die Pyraau- 
den, nla nneh iir ikgtmpm prinnmieaben Fontes» ddres IdtagKennf jenen 
Hanpischnitle normal ist, eine Zerfällnng in swei, von einander onib- 
hingige Partial formen verumeht; jede Pyramide tritt zunächst nur mit 
swei gegenüb erliegenden Flächenpaaren, als eine Hemipyramide , und jede 
solche prismatische Form nur mit zwei Gegenflächen, als ein Hemidomn auf. 
Soll nämlich in der Erscheinungsweise der Formen die Symmetrie nach rechts 
und links noch erhallen bleiben, so niuss nothwendig eine von denjenigen 
beiden Axen zur Ilauplaxe gewählt, werden, welche in dem die Meroi drie 
bestimmenden ll4upUchriilte enthalten sind. Die^s sind aber genau die Sym- 
metrie- Verhältnisse des uionokliuaedfisclien Systems, daher man von derglei- 
ehen rboaibischen Kryatallreihen sagen kann, daaa sie mit monoklino&lri- 
• a h em Foneentypns auagebildet aiodi sie Ineioii «icb gewisurnuniioi als 
flolebo »eoeklioogdrieahe Krysinllroibon botniebten, in »oleben dor sehiel» 
MeigMigswinkel der.Azen mW gewort e n ial, oder neht%et, In welehea die 
Neigongswinkel zweier Azen eine versohiedeM Mentnag gow^uen bobea, 
nhne dass eine Verschiedenheit ihrer Grösse eingetreten ist 

Um diese eigentbümlieho Meroädrie der rhombischen PoraMi ind Com- 
binnlienen in der fieseichnnag nnssndrnekeoy das« kann man sieh inweriiHi 

der Zeichen ±-s- für die Hemipyramiden, nnd führ die helrelhnden 



280 RbMibbcke« System. 

* 

Benidonen bodieoesy w«il ja eine Verw«elisla«g niil der ipbesoMitehen He- 

mi^drie nicht vorkommen kann, sobald bei der Beadireibimg der Kryslallreibe 
die Meroedrie mit monoklinoSdriscbea Pemcntfpw tti eine SigeBtkriuBU6li>* 
keil deraelbeo erwibst wordee iel. 

Amm, Man hat derglaicben rboabisdie Rrystallreibee ali Beweiae ftlr die 
Richtigkeit der Ansicht angeHihrl, daat llberfaaopt alle maookliooedrische Kry* 

stallreiheo auf äholiche Weise zu betrachten, d. b. als roerocdnsche Krystall- 
rethen des rhombischen Systems, gleichsam als hcmirhorabische Krysrallreihen za 
deuten seien. Allein die Coexislenz dreier aof einander rechtwinkeliger 
Zonen , welcb« als die Reprliataitea der drm en^oedriaebea Axen in jeder 
riuMibiaehee Kryalellreihe eine so emiienle Bedeoteng erlaagee, eed van denee 
katee dercb die so eben erlaoterte Meroedrie elininirt werden kann : die Colf- 
xistenz dieser drei Zonen wird in den meisten wirklich monoklinop(lri<;cheo 
Krystallreihen so entsLlutüJpo vermissi, während solche in eiiii|L;eii weuigeo nur 
iu ho uotergeortiaelei' VV ei^e nacli^u weihten ut, das& wir uu^ schau aus diesem 
Grande j«wr Anaicbt nieht anacklieaaen können. Nock weil eofTeUender trill 
dieser Mangel dreier auf einander recblwiakeliger Zonen in dem Iriklinoe- 
d r i s c h e n Systeme hervor, welches man eben so als eine lelarto^drischc 
Ausbildung des rhombischen Systems zu deuten versucht hat, obgleich durch 
die dabei vorausgesetzte sogenannte Tetartoedrie jene Zouen durchaus nicht 
vertdnriedee kSnelee. 



i9fittC0 CoiMtti. 
CoxabinationeiL des rhomluiolien Systems. 

$. 170. Heioi^driscbe Combiiiationen des rbombiscben 

Systems. 

Ba die spheaeidiscbeD GombinatieneD des rfionibiseben SfStems lediglich 
loreb die eigeolbfimliebe Aosbitdungsweise der rbombieehen Pyramiden ebt* 
nkterisirt sind» deren Flächen meist untergeordnet aufzutreten |)flegeii, so 
liat die Erkennung dieser Combinationen keine Schwierigkeit , wShrend ihre 
Entwickelung denselben allgemeinen Regein Tintrrüpq^t, wie jene der holoedri- 
schen Omhinationen. Demnach haben wir uns nur inil (iies( ri (iombinatinnen 
ZQ beschäitigen. Die Enlwiekeiuüg derselben beruht zuiidchsl auf der Tht ürie 
der binären Combinationen, welche nur daoit allgemein durch^ulüiireu ist, 
wenn wir dabei die Gombinaüon irgend zweier rhooibisober Pyramiden 
Toranssetzesi von denen die eine als vorheirsehendey die andera eis nnlerge» 
ordnete Pom gedaebt wird. 

Wir künnen diese beiden Pframiden vorttniig gamt nobesümmt lassen, 
ohne ibn besonderen Verblltnisse so berfieksiehligen, bezeiebnea sie dem- 
nach mit P und P', nnd ihre Parameter-Verbältnisse mit e tbtcund a : b' ic\ 

Dann lehrt eine doTacbe Betraehtong, dass die mäglieben Goaibiaatioa»- 
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Erschefnungen ond die denselben entsprechenden Beding^^n'^en folgende sind: 
es bildet die uulergeordnele Pyramide P' an der vorberrs€beadeo Pyramide P 

1. eine Zoiohirfang der nakrodiagosaieii Polkanlen, wena ^, =p 

2. eioe Zuflcbärftuig der brechydiagoatlen PoJiumteD, wenn n^^t 

und j,<^-5 

b' b 

3. eine Zuäcliärluiig der Miltelka iilen, wenn = - , unda >a: 

c c 

4. ebe vierflSebige Zospitzang der Polecke, wenn « und ^ < ~ $ 

5. eine vieiücbige Zuepürn—g . tüt < —lurodüyiateM Mülekeke^ • wesD 



T7>^, und 



6. eine vierflüebige Znipitsiiiig der brtcbydiagoiialeQ MiUeleeke , wean 



a' a , b* b 'j .>;•■..».. .i >]i {'\ u 

-r> - , nnd -7>-. 

c c c c 

In diesen sechs Fällen sind alle möglichen Vrrhältnissc der binar en i hnm- 
biscben Combinationen enthalten, und es ist nur noch zu zelf^cn, wie diese 
allgemeinrn Regeln für die Combinadouea der veräcliiedeoen Arien von Py- 
ramiden zu benutzen sind. 

§. 171. Combinationen zweier gleichnamiger Pyramiden. 

Bei den Gebreoehe der in Toriges Paragrapben gefaodeiieD RegeUi isl 
saoiebsi der Doterscbied zu beacbleo, ob die beiden combinirteo Pormea 
gleichnamig oder ungleichnamig sind; ein Unterschied, welcher zwar 
fardie Formen der Grondreihe keine Bedeutung hat, für die übrigen For- 
men aber aebr wicblig wird. Feroer wird es nötbig, die dorcb die Quotienten 

^, ^n.a.w. ausgedriiekten Bedingungen als Panetioven der Ableitongs- 

zahlra m, n, tn und // darzustellen, weil sie nur dadurch eine unseren kry- 
Stallographiselien Zeichen ents[irccheode Forin gewinnen. 

Wir wollen uuu erst den Fall betrachten, da beide Pyramideu gleich- 
namig, ai^u ciiiweder Protopyruuiideu , uder Maik.rupyrumiden, oder Brachy- 
Pyramiden sind. 

1. Beide Formen sind Protupy i amiden, also ujP und rnP. 

Dann sind die Combinationskanten horizontal, uud mP bildet an m? 
entweder 

eine vierfläcbige Zospitzang der Polecke, wenn ai' < m, oder 
eine Znadübrfnng der MilMdkantaai ireia ai' > n. 



II. ßeide Formeo siivi MaLropyramiileQ) also mPn und niPn. 
Dana hnbm wir 

!Br mPn statt c : 6 : e das VerhKIlBift aia : »b : 
fiir m'P« aUlt «' : ^' s «' das VerbSlloiss m'a : »Ii : e 
ttosafiibraD, md es wird daher 

«' ' a m' m 

^ > — < r» »•'>■«<»», 

b* b t 

-7 > — < WCBB II > 8 < ». 

c c 

Folglich bildet m^n an mP/i 
1« «iBe ZBiehirfoBg der aiakrod. Polk., wea« ^ , SBd <»i.) 

M II 

2. eine ZoscbSrfung der bracbyd. Polk., weno iw' = in , nod n' > »; 

3. eine Zuschärfung der Mittelkanten, wenn n' «n, irad m' > m ; 

>w' III 

4. eine vierfl. Zuspitzung der Poleeke, wenn and dabei 
werdeB die CombiBalioBskaBtea borizoBtal, wtBa b' 

5. eine vier6. Zusp. der inakrod. Mittelecke, wenn -> > — , und it' <n; 

n » 

dabei wer^n die GoBibiaatioBskattlM parallal 4tB braehfdiagOBalM Pab- 

kanten von mP/», wenn m' <=- m ; 

6. eine vierfl. Zusp. der bracbyd. Mittelecke, wenn »»'>m, und 

dabei werden die Goabinatiooskanten parailel den nakrodiagonalen Pol- 

kSBteB VOB «iPii, weBB ^ a«—. 

n n 

III. Beide Formen sind Brachyyyraniden, also mP« und niPn. 

In dipscm Falle haben wir 
für mVn si.ilt. a : b : c das Verbällniss im\ : b : ;ic, 
Hir in^n slalt a' : h' : das Verbältoiss i» a : b : n'e 
einzuführen, und es wird daher 

j»> *»< Jl WOBBBI 
WeBB 

.« C « Jl 

>«■<-, wennji <=:>ii. 

FolgKdi bildat m'^ji' aa mPn 
t. eiae Zo8eUlrr«Bg der Biakrod. Polk., wcbb bi' «ai, bb4 «' > «i 

2. eine Zuschärfung der brachyd. Polk., wenn -7- s — , und m' < m ; 

3. eiae Zosehftrfiiag der lliltaikaMlMi, wtni »' m«, «ad > bi ; 
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4 eine vierfl. Zuspitzaog der P^Mkt, wtmm < ood— , < - } Uei 

werden die Combinalionskanlen horizontal, wenn n' =«; 
5. eine vierfl. Zuipilzung der makrod. Millelecke, wenn m">m^ und n'>«4 
dabei werden die Combioationskanten paraild den braehydii)gonaleo Poi- 

kanten wn «fti, wenn -7 5 



6. dm Vieri. Zosp. tar krteM. MU lrte eitg» #tnn — > , md «' < »1 

wobei die CombinationsktBlen den maimdii^ulea^^ollEnnlcii von wF^ 
parallel werden, wenn m' s m. 

§. 172^. Combi nalionen zweier ungleichnamiger Pyra|ii4en« 

Wenn die beiden Pyramiden nngleichoamig sind, so ist die Torherr- 
lebende entweder eine Makrepyrnmide, oder eine Braehyf yramide. 

L Die Torherr^chende Form ist eine Ma k ro pyramide mfti» die unter- 
geordnete eine Bracby pyramide m'^Ji'« • 

In diesem Falle haben wir 

für mVn statt « : Ä : c das VerhÜlniss ma : «b c, 
fiir »i'P/*' stall a : h' : r das Verfaältuiss w'a : b : ii'c 
einzufttbren, und es wird daher 

p>«< j, wennm >«<-, 

^ > as < - , wenn — > « < «t 
c c n 

h* h 1 w ^ 

-7 > < wenn ->> = <»• 

Da nun aber sowohl n als n sieU > 1 ist, so muss ^ sUts </i, und foigUch 

^^Vk \ gteig < 1 «ein, wodurch denn die möglichen Gombiaaüons-Verbalt- 

e e » 

nisse auf Nr. U 4 und 5 beschrinkt werden. 

II. Die vorlierrschende Form ist eine Brnehf pf ramidn nAi, die 
untergeordnete eine Makropyramlde m'P»'. 

In diesem Falle haben wir 
für mPn statt « : ^ : c das VerbSltniss ma 1 b : «c, 
für m'Pit' aUtt ä ih' t e' das Verbiltniss m'a : n'b : e 
einxufilhren, nnd es wird daher 



X5 > = < T , wenn —,> = <!», 
0 9 «i 

-,>«=<-, wenn m > — < - , 
c c » 
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Rhoaikiid»M Syclen. 

;7>-<-,W«MI >-<^. 

c e n 

Dt oao n nnd n* «leU > t suid, so «aas aadi n stete > - seio, woraos toui 

folgt» dass nur of»cb die Bediogung #>- ▼orkommen kaQ9y wodurch die 

nSgBebea Conbioations-Verliiltiüsse auf Nr. % 4 uod 6 beschrilDlLt werden. 

Hieraus ergebea sich für die Combinalionea zweier uDgleicboamiger For- 
men Überhaupt folgende Regeln. 

Die Flächen der uotergeordiielea Form m'V/t' erscheineu jedenfalls 
paarweise an denjenigen Polkanlen der vorherrscbendea Form stPii» 
welehe mit dieser letzteren gleich nam ig sind, (also z. B. die Flächen einer 
Bracbypynnide an den makrodiagonalen Polktnten einer Hakropfnmide, 
nnd nmgekfbrt), nnd bilden 

1. eine Zuscbärfuog dieser Polkatileu, weoa 7/1' = ^ , 

2. eiue vierü. ZuüpiUuug der Puiecke, wenn m <^ — ^ 

3. eine vierll. Zuspitz* der Mitleleefce, wenn si'> nnd zwar sind die 

Gombiualionskanlen parallel mit deu anderen Polkanlen von mP^, wenn 

—t SBSW ISti 

II 

Anm. Aas den in dieseo drei Paragrapheo mitgetheilten i^e^elu wird maa 
sieb leicht auch diejenigen ableiteo köooeo, «eiche fttr die CoHibioatiooen voa 
Pyramiden mit prismatiseben Formen, oder fttr die Combinalionea der ver- 
schiedenen prismatiseheo Formen aoter einander gellen, wobei natQrlieb der die 
Erscheinungsweise der Coinhination darstellende wörtliche Ausdruck angemes- 
sene Veränderungen erleiden wird. Ist z. B. die vorherrschende Form eine 
Pyramide, die untergeordnete dagegen ein Prisma oder ein Dorna, >n wird jede 
KantenzofcbSrfuog in eine Kauteoab»turopfuog, und jede vierflichige Zuspiizuog 
eines Bäkes in eine Zusebirfnag doiselben Übergeben, bt nber die vorberr- 
schende Form z. B. ein veriicalcs Prisma, so wird ein solches Prisma durch 
jede Pyramide mit einer vierflffchi^^en Zuspiizimp:, durch jedes Dorna mit einer 
Z'ischärfiing;, durch die H,i>is mit z-wei j^eraden F)ndn.1chea lieli.illet werden, 
dagegen durch audere (vei^ieale^ Prit>oiea Zustihärfungeu, und durch die ver- 
lieaiea Piaakeide Abstampfungen seiner makrodiagoealea oder brschydiagtnalea 
Seiteakaatea erleidea. 



I 
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i>tttUe CapiUl. 
lonLonlehre des rhombisdieii Systems. 

§.173. Allgemeine Betracli luog über die Zonen dieses 

Systems. 

Wenn schon in den bisher betrachteten Krf stailsystemen die Entwiche- 
lang der Combinationen in der Zonenlehre ein sehr wichtiges Hilfsmittel 
vorfand , so erlangt diese Lehre eine noch weit grössere Bedeiitimg für die 
Combinationen des rhombischen Systems und der kIinorr3ri<;('licn Krystall- 
sysleme, in welchen die immer kleinere Flächen zaiil der einzflnen For- 
men nicht nur gewöhnlich eine zahlreichere Ausbildung voi» Formen über- 
baopt, sondern auch eine grossere Anzahl von gegenseitigen Durchschnillen, 
and sonit dne vidseiligere EnthltaDg der Zonen zer Folge bat. Dietdbs 
Unacle bsdngt m übrigcssy dait dis glekliarligen oder gleichnaaigtii Zoom 
grössttsiMli is cmflr g sc isgef Amhl Ttrhandss aisd> als diait ia da» 
biaberigen RrysUlIsyilaaMB der Fall waiw 

Die Zonenlehre ist für die drei klinoSdrisehan KrystaUsysItBie we** 
sentlieh dieselbe, wie für daa rbaabitche System, weil alle diese Sy- 
steme trimelrisch und zugleich anisometrisch sind, wei! die Flächenzahl der 
einzelnen (voHsländig voraus'p'espixlen) Formen in ihnen allen genau dieselbe 
ist, und weil die (ieselzp der zonalen Cruppirung der Flächen von den Nei- 
gongswiukeiü der Axen völlig unabhän^ng sind. Die Zonenlehre des rhombi- 
schen Systems gilt daher auch für die folgenden Kryslallsystente, in welchen 
oar zvm Tbeil eine Verschiedenheit der Benennung der Zonen eiatritl, wib- 
Mlawaardea AUeasoveilBdertbMt. Mit der Dantditiog dOTZonasdca 
rboatbiscbcii Syalena wird also aneh zugleich jene der drei Jülooldriscbea 
Kryttallifflene gewonnen» fnr welciie.wir deabatt aneh grlMeatheila aaf 
gegenwMrliget Gapitel venreiaan können. 

Die gewSbnIieben Zonen des rhombischen Systena sind aebr eiofaab, 
und zeigen eine gewisse Gleichförmigkeit ihrer Verhältnisse, so dass die we- 
sentliche Versrliiedpnhf it derselben meist nur in dem verschiedenen ^^')men 
der Zonenlinie liegt, während sie übrigens von ganz ähnlichen Gesetzen be- 
herrscht werden. Diese gewöhnlichen Zonen sind aämUch folgende: 
1. die Zone der llauplaxe, 
t. die Zone der Makrodiagonale, - 

3. die Zone der Brachydiagonale, 

4. die MittelkanlennoneB der PjFraalden, 

5. die makrodiagonalen Polkanlamonen der Pyramiden, nnd 

6. die biidiydiagonalen Polkantenzonen der Pyramiden. 

Ausser diesen Zonen können freilich noch sehr viele andere zur Ausbildung 
gelangen . deren Entwickelung in jedem besonderen Falle nut Leicbiigkeit 
nach der allgemeinen Kegel des 38 zu geben sein wird. 
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Dass die Tangenten taiitozonaler Kaulen in einer jeden rhombischen 
RrytlftlMlM raliontle VerblUlaiMe haben müssen, diesg ergiebl «eh ob- 
mitlclbar aus den S. 55 nitgelheilteB Belraebtiingen, durch welche es als die 
Bedingong dieser M mMm 4» Tei^lso-VeriillüMi» irfceaiit wurde« 
dass die Grundparameter a, b und c der betreffenden Krfstallreihe entweder 
dnrch QnadratwQrzetn, oder durch rationale Zahlen aosgedrückt werden kön- 
nen. Da HOB diess immer mdglicb ist, so wird uns auch jene Rationalitat in 
allen Fällen verhiir^t sein, wie sie denn auch in allen Fällen empirisch durch 
ttosere Winkelmessuugen, so ^ie theofffttissh darsb 4m Maala VerJLniprang 
der Fiiobea dai^lban wird. 

§• 174. Zonen der drei Azen. 

Dm den drei Axen entsprechenden Zonen sind nalürticb eine jede einzig 
in Ihrar Art, and ao leiehl la lnarlFMiiai, data ea iahai |^ wkM iw Anw«»- 
doig der Zanangiaicbnag bedarf. 

1. Zana der Haapitxe. 8ie begreül alle di^igen F tt e h e » , w ü Ab 
darHanplaze paraM sMf folgfieii isa Protoprisaui oqP, die «taiaitfiehett 
Makroprismen ooPn und BraehyprisMi sawie die beMea veilicaiea 
Pinakoide ooPoo und ooi^oo. 

Da die Zonenlinie in diesem Fal!<» f^ie Gleichungen t/ = 0 und s = Ohaly 
aad es 00 ist, so gilt 9k den fieigungswinkei ii|;end zweier taa ts 

zonaler PlMeban FvndF' dieser Zone, wenn fir A der Werth — eiogeiiihrt 

wird, nach S. 55 der atigemeine Aasdr«ek 

• 00 -i-CC 

in welchen nan aar tfe, dnnA das krystal^^rtphiseha Zeiehen htdAnp PlVehen 
gegebenen Werth a der Parameter i and e, ^ nnd e\ aaler Berflekatehli- 
gvng ihrer dnreh die Lage derPliefaaa beatiaNnion Vor sei oben eiasnsalzaa 
bat, om den geanchten Winkel an findan« 

Aam. Es sei s. B. die Pllebe F die Tordere rechie Fliehe des Hakte- 
prismat ooPji, die FUtehe F" die vordere liake Fliehe des ftachyprismasooAi', 

so gilt 

für F : ^ = «b, c = c, 
iflrF: b, c ««'e, 

aad es wird daher 

(««'-»- l)be 

welcher Werth lehrt, dass dieser Wkdket aar deaa em roehtor waHasi^kana, 

wenn sich n : m' = c' : verhalt. 

2. Zone der Makrodiagonale. Diese Zone begreift alle diejenigen 

Prächfn, welche der Mrtkrodiajü^onale der Grundfwm parallel sind; fol^lreb 
das 15äsopin cikciHi (IP, die sämmtiicben Makrodomeo mPoQ, und das Makro- 
pinakoid ooPoo. 
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Da die Zonenlinie io diesem Falle die GleiehuTigeo ;r:=0 und 5 = 0 hat, 
uud ö — b'ssoo ist, so gilt für deti Nciguiig^twinkel ff^ irgend zweier laulo- 

mr 

soQiler FlftcbeB Fond F' dieser Zone, nicii Einfilhnii^ de« WerUies tob 
kf dir «UuMiae Aaadniek 

ans welchem sich in jedem gegebenen Falle durch Einsetzung der hesonderta 
Wertbe der Paramelpr a und a und /, unter fihttriger Bttehl— g ikrü 
Vorseiflhea> der geaaciite Winkel Itestimmen lässt. 

Ann. lal i. B. F eiae Fliehe des erslea (d. h. des aar firaalTani g^ 
Mgea) Makrodomaa Poo, oad F* dto analog Iii geida FÜeka iigaad ainas aa^ 

deren Makrodomas, so gilt • 

fÖr f : o = a, c = c, 
für /" : a = ma, c' = c , 
folglich hestiomt fich dano 

-«*'-^ 

wonach sich der Neigangswinkal jeder makrodomatiacben Fllrhe gegen die aaa- 
log liegende Fliehe des ersten Jlakrodooias berechacn UUsl. 

3. Zone der BraehydUgonale« Sie begreift alle diejeuigen Fll- 
eben, wekbe der Braebydiagoaale der Grundform naraUoI sind \ folgUeb das 
Basopinakeid OP, die fi iai U ieiien BmehydoBen aaPbOt «od ^ Bmekfpiw* 
koid oofco. 

Da nnn die Zonenlinie die Gleiebnngen jrasO nnd y = 0 hat, wHbrend 
^ =; e' an op ist , SO ergiebt sieh Ar den Neigungswinkel irgend zweier 
Fliehen F nnd F' dieser Zone, aus dam S. 55 atebenden allgemeinon Ana* 

dmeke roa tangXT, naebEinfibmog deaWertbes » ^ Wertb 

auttels dessen sich abermals in jedem einzelnen Falle, aas den bekannleo Ab- 
teilmigptableii nnd der bekannten Lage der beiden Fliehen, ibr Winkel be- 
reebnea ISsit. 

An Ol. Ist z. B. F eine Fläche des ersten (d. fa. des zur Grundform ge- 
httrigea) Brachydoma« Poo, uod F' die analog liegondo Fläche trgeud cioea 
anderen Bracbydeasss ail^, so vird 

fUr F : a smuf i » h, 

fUr f": « s«a, ^'»b, 
and folglicb 

wana eb sieb dieNeigongswiakel aller bfacbydomalisehen Fliehen gegen die 
leg liegende FUebe des ersten Braebydomas bereebaen lassen. 
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§• 175. MittelkanUnsonea der Pyramiden. 

Bei der Betrachtung derjeuigea Zonen , welche sich allgemein als die 
Raotenzonen der Pyramiden bezeichnen lauen, kravebenwir »inichsl 
nur irgend eine nnbestininile Pyramide sn berfiekaiebltgen, weil lieb die ae 
gerundenen Besnltate aehr leicbt ni deijenigen Fem darslelien iasieiit welche 
ibnen fnr irgend eine beatimmle Pyramide mkommt. Von jeder Art dieaer 
Zeven giebt es allemal nnr nwei, weil jede Art 4er Kanten Mir in der'ZaU 
vier Terbanden ist, Ton denen Je swet einander paraliel aand, 

Zonen der Mittelkanlen. Sie begreifim alle diejenigen Fttebea, 
welche der Miltelkante einer Pyramide parallel sind. Für irgend eine, dnrcb 
das Parameler-Verbältniss at b t e bestimmte Pyramide aiad die Gieiehangen 
der einen, auf den Mitlelponet tranaporlirlen Mitlelbanle 

nnd ? -H - =0, 

welche, verglichen mit (Jeu aligemeinen Gleichungen der Zonenlinie (S. 47), 
ans lehren, dass in vorliegendem Falle 

|U=0, V= by Q=s — c 

sein muss, woraus äich iiir irgend eine Fläche F* von den Parametern a\ b' 
nnd e' die Zone&gleichnng 

t-^tf 3ts0t «Icr bc =a b'c 
0 . « 

ergiebt; folgUob wird für alle tauloionale Fliehen daaselbe Verhältnisa 
der Nebenaxen erfordert. Aus dieser allgemeinen Bedingung laaMO sich 
nnn folgende besondere Reanltale ableiten : 

Di^en^n Foraien, welcbe in die Zone der Mittel kante irgend einer 
PyitflNde Fliehen sn liefem vermögen, sind : 
i. wenn die Zonenlinie eine Miuelkanle von P ist, die Basis OP, alle Pro* 

lopyramiden mP und das Protoprisma ooP$ 
2« wenn die Zonenlinie eine Miltelkanle von Pn ist, alle mögliche Makro- 
pyramiden mPn mit gleichem Werlhe yon n, das Ifakroprisma ooPn, 
nnd die Basis OP; 

3. wenn die Zonenlinie eine Miffelkfinfe von Pn alle möi»lirlie Brachv- 
pyre-iniidon ///P/t mit gleichem Werlhe von n, das Brachyprisma ooFa, 
und die Basis OP. 



In diesen Sätzen ist die Ent Wickelung der Mittelkantenzonen 

bcn. Was die T;inf?pnte des Neif^iingswinkels ff^ irgend 7^^■eier fanfojrona- 
ler Flächen F' und F" betrifil, so folgt solche aus dem allgemeinen Ausdrucke 

ung^ -^^.yy> ^c't^'„'a"^b'b"e'e" ' 
wenn wir in selbigem /isO,»»^, ^k— c, nnd lür k einen der beiden 

iV R. 

Wertbe — oder - setzen , hierauf den ganzen Ausdruck durch (fb" oder 
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ZoncBlebre. 289 
blP "^"^ 77 

folgendeD Wertbe ^ oder ^ eiofiibreo ; auf diese Weise bcsiijnml sieb zu- 
rdrdent 



cV b'h" 

darcb c'c" dividireo, uud stall jTjp oder -j-r die aas der Zooeiigleichaag 



Diese noch sehr allgemein aosgedrfickten Werlhe gehen endlich dadoreb, dass 
nuin a' — na, = in'a, 6' « s= b, und 0' s c ' s c setzt, in den für die 
Fläehen Irgend sweter Protopyramideo mP und m'P aus der AI ittelkaaleo- 
snne der Grundform gilligen Werth 

. (m'-af)abc l /gHh? 
W(b».HcV-Kl>»c^ 
über, welcher ans, bei gehöriger Berncksiehttgnng der Vorzeichen von m and 
m', den Winkel irgend zweier taatozooaler flicbeo ans der Ifittelkanlenzone 
der GmndfiNrm liebrl. 

Setzt man in demselben Ansdmcke von lang^nb statt b, so gilt derselbe 
Inr die Mittelkantenzone liegend einer Makro pyramide jnPii; setzt man 
dagegen «e statt c, so bezieht er sieh auf die Mitlelkanteazooe irgend einer 
Braebypyramide mt^it. 

J. 176. Makrodiagonale Polkantenzonen der Pyramiden. 

Die makrodiagonalen Polkantcnzonen einer Pyramide sind diejenigen 

Zonen, deren Flii« lien einer der nK<kr!H)i;i'^on;»h'ii Polknnten derselben Pyra- 
mide parallel licj^en. Hat nun dirse iHrimiidc das {'arameter- VerliäUruss 
ü : ^ : c, so werden die Gieivbuu^'en cioer ihrer makroiliagoualea i^oikaulcu 

*«0. nnd'^^-H^^Oj 

und vergleichen wir diese mit den allgemeineu Glciciiuugcu der Zuncnlioie 
(S. A7)t so folgt, dass in gegeuwarligem Falle 

sein ffluss, weshalb denn für ii^nd eine FHiehe F* mit den Parametero a', b' 
nnd e* die Zonengleichung 

^ — » 0, oder ab' = ab 

wird, welche ons lehrt, dass für alle tanlozooale PlSehen dasselbe Grdssen- 
Verbiltniss zwischen der Hanptaxe und Makrodiagonale Statt finden 
moss* Ans dieser ganz allgemeinen Bedingung ergeben sich denn folgende 
besondere Regeb. 

19 
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290 Rbonbitdief Sytten. 

Oiejenigen Formen, welche Flächen in 4it nakroditgonaleo Polkaolen- 
Zonen irgend einer Pyramide liefern können, sind : 

1. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkanie einer Prolopyra- 
mide mP ist : 

(las ßrachydoma tnPoo^ 

alle Brachypyraimdeu 

die Protopyramide «P selbst, 

alle Hakrepyraniidea von der Zdehenfom amPit, und 

das Makropinakoid ooPoo $ 

2. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkanie einer Makro pyra- 
mide mPn ist: 

das Braehydoma 

«Ue Bracbypyramideu von der Zeiciieulorm 
die Protopyramide ^P, 

alle Maki opyrainiden von der Zeicbenform — P»', mil n < », 
die Makropyramidc mPu seihst, 

alle Makropyramiden von der Zeickenfonn ^Pn', mil n > und 
das Makropinakoid oqPoo. 

3. wenn die Zonenlinie die makrodiagonale Polkanie einer Braehypyra- 

m i d e mPn ist : 

das Braehydoma mPco, 

alle Brachypyramiden mPn\ mil n'^ji, 

die Hrachypyramide wVn selbst, 

alle Brachypyramiden mrn\ mil n <;ii, 

die Protopyramide //iP, 

alle Hakrapyramiden von der Zcidienfem mn*Pn% und 

das Makropinakoid ooPoo. 
Hiennil isl die Entwickel ung dieser Zonen vollstindig ersebüpfl. 

Die Tangente des Neigungswinkels üF^ irgend zweier tonlozonaler 
Fliehen F' und F" folgt ans dem all^^einiMnen Aosdmeke 

lang/f^ - a'ü''b'b'^'7W+WV7' 

wenn man in selbigem » y s — ^ = 0, sowie ior k einen der beiden 
M iV 

Wertbe — oder — selsl, bieranf Zähler und Nenner mil oder mil i'b" 
dividirt, nnd endlich stall oder -^yi die ans der Zonengleiehang folgen- 
den Wertbe ^ oder p einfährt. Auf diese Weise erbSlt man : 



iangy«' , t^LLr i" 2 
cc {r+b^)'i-b b fr 
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Dieie beiden völlig acquivalenlen Ausdrürke erhalten noch f ine verecbicdcnc 
Form oicb Masssgabe du besonderen Bedeutung der Zoaeuiinie. 

1. Ul die Zoneolime die nakrodtag^nale Pelkaiite einer Pro lopyr amide 
fliP, 80 ist « A aia oiid 6 » b, uod es wird 

u^ir (^'^- -^"^O^^/^^^'^'-'-b' oder 
cV'(«*a»+b»;+*X^» 

(cV'-c'V;b/«V+b» 

2. Isl die Zonenlinie die makrodiagonale Polkanle einer Makropyra- 
midc JwPit, «o iat gasma» and i = i»b, ond es w ird 

UiigM-« ^V>^^t,I^.^H^^ ^.^VV,l oder 

" cV'(»i»a»+n»b«)+a'a'Vb* * 

3. Ist die Zonenlinie die makrodiagonale Polkanle einer Brachypyraniide 
mPftf so ist a = ma, 6 = b, und so gelten für tang/f^ dieselben Warthe, 
wie vorher unter 1. 

Man hat nun in jedem besonderen Falle nur slalt a, h' und c', slalt n\ 
b" und c" die, den beiden Flächen vermöge ihres krystallographischen Zei- 
chens ond ihrer Lage znkonnieoden Paraneterwertbe einsofilhren, nn den^ 
gesncbten Neigungswinkel zn finden. 



{•177. Brachydi agonale Polkantenzonen der Pyramiden. 

Die brachydiagonalen Polkantenzonen einer PjTamide sind diejenigen 
beiden Zonen, deren Flärhen einer der hrarhvdiat^nnalen Polkanlcn derselben 
parallel sind. Lassen wir diese J^yuniidi' ( iiislweilen noch unbestimmt, so 
sind die Gieichi^ogen einer ihrer brachydiagonalen Polkanten 

«:sO, und - " =0, 

aus welehen sich durch eine Vergleichong mit den allgemeinen Gkiehangen 
der Zonenlinie (S. 47) ei^ebt, dass 

^ = v = 0, c 
sein muss, weshalb denn für irgend eine Fliehe ¥* mit den Parametern «i', hl 
nnd e' die Zonengleicbung 

^ — ^ as 0, oder e*a^ea' 

a c 

wird, welche uns lehrt, dass alle laiifozouale Flächen dasselbe V^erbältniss 
derHuupta:se zur B räch y diagonale haben müssen. Aus dieser allgO' 
meinen Bedingung lassen sieh non folgende besondere Regeln ableiten. 

19* 
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Syslen. 

Dipjenii^en Formen, welche Flächen in die brachjrdiagonaien PolkaDteo- 
zooea irgend einer Pyramide iiefero iöiioeo, sind : 

1. wenn die Zonenlinie die braefaydiegonale Polkante einer Protcpyrn- 
^ mide mP ist: 

das Makrodoma 7/»Poo, 
alle Makropyramiden mPn^ 

die Prolopyrami'lp VfP srihsf, 

alle Hnichv fivrriini irii von der Zeidienform rnnPrif und 
das ßiacliypiuakoid oot^ooj 

2. wenn die Zonenlinie die braohydiagonale Poikante einer Braebypyra* 
mide mPa ist: 

das Uakrodoma -Poo, 

alle Makropyramiden von der Zeicbeuform ^Pf^t 
die Protopyramide -P, 

alle Brachypyramidpn von der Zeiclienform ^^«', mit n K.Mf 
dir Brachypyramide mPn selbst, 

alle Bi Mchypyraniiden von der Zeichenform ^Pn mit » >«> und 
das Brachypinakoid ooPoo| 

3. wenn die Zonenlinie die braohydiagonale Polkante einer Makropym- 
nide mpH ist: 

das Makrodoma mPoo, 

alle Makropyramiden Mpn\ mit n' > n, 

die Makropyramide mPn selbst, 
alle Makropyramiden mPn\ mit n 
die Protopyramide ///P, 

alle Uracliypyr.imiden von der Zeicheulorm mnPn\ und 
das Brachypinakoid ocPoo. 
Hiermit ist die allgemeine Enivvickelung dieser Zonen vollständig erschöpft. 

Die Tangjente des Neigungswinkels //'^ irgend xweier tantosonaier 
Flächen F' und F" findet sich aus dem aligcmeinea Ausdrucke 

1 /F- ^ V 7?Ty^Tg'' 

aa u 0 -4-c' c aa •^o b c v 
wenn man in selbigem fi^Ot y s 0, ^ as >-> c, sowie för k einen der beiden 
M R 

Werthe — oder — einfiibrt, hierauf mit a'a" oder mit cV dividirt, und end- 
lieh statt ^ oder die ans der Zonengleiehnng folgende» Werlbe ^ oder 

-s eittselst ; sun erhält so 

fr 



Digitizcü by '^^jy-^i^^ 



Zooeolehre* ' 2dS 



Diese beiden allgemeiaea uod vollkummeu aequivalenleu Ausdiucke er- 
hallMi nun noch je oaeli der verschiedenen Bedeutung der Zoneolioie folgende 
venebtedene Formen* 

I. bt die Zonenlinie die bmchydiagenale Polkanle einer Protopyramlde 

mP, so ist a s ma, c s c, und es wii d 



tang/F= . — Vi-r — i * 4 oder 

2. Isl die Zooeolinie die brailiydiagonaic Püiicante einer Brachypyra- 
mide nfei, so ist 0 ss ma, e s »e, und es wird 

. „, (b'ü"-^b"r')//i:i l^/i^c'^-hm^n* . 

tangM'=-., 2 -2 2 ■■ — ' " 7 i ®der 

3. Ist die Zonenlinie die br.'ichydiaf^'>FK»le Pnlkante einer Makropvra- 
mide mV/ij so Ist a = ma, cs=c, und so gellen für Uog/#^ dieselben 

Werlfic, wie vurher unter !. 

!n jedem besonderen Falle hat man nnr noch slnlt fi' . // imd r' sowie 
stall a", 6" und e" die den bt-iden Kl;iclien F' timl F"' enlsprti lieridrii Pa- 
rameter- Werl he, nnier Benulsichligung ifarer Vorzeichen, eiuzuriiürea, uin 
den gesuclileu Winkel zu erhallen. 



Smftti Cq^ttrl. 
Vertansdumg der GnmcUbnii md der Hauptaze. 

§. 178. VerUaschung der Grundform mit Beibehaituog der 

Hauptaxe. 

Zn einer wirklichen Transformation des Axensystems, d*b. meiner 

Verl:'nsr Imti'^ des, in der i^m/en Erscheinungsweise der Formen so entschie- 
den anjjczeij^len rechtwinkeli'^eii, lriiiielri<;< lien A.xensvstems mil irgend einem 
anderen Axensyslcme diirfle wohl nichi so leicht eine V eranlassung vorkom- 
men ; weshalb wir denn auch nicht auf sie eingehen wollen, und für den Fall, 
da etwa ein theoretisches Interesse zu einer solcbeu i j au^lunnalion aulTor- 
dero sollte, auf die in den §§. 43 IT. gegebene Anleitung verweisen* 
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294 RhonUicbat Spien. 

Dagegen bieten sieb uns hier zwei andere Probleme dar, von drnen la- 
meoUich das zweite eine öftere Anwendung finden dürfte. JDiflte Probleme 
bestehen in einer Ve rt^uisrb u ng oder in einer VeränderuDg der Wahl 
entweder der Grundform, oder auch der Hauplaxe. 

Da nämli< li die Grüii irorni eiuer jeden rlmnibisi hen Krystallreihe eine 
Pyramide , und da die Anzahl dieser Pyr amiden in manchen hryslalireihen 
nicht unbedeutend ist, so kann es wohl bisweilen vorkommen, dass von ver> 
tchiedeiieo Beobachtern zwei venehiedene Pyramiden als GmiidronD einer 
und derselben Rrytlallreihe gewShii werden ^ wodoreh denn anch nothwendig 
für alle übrigen Formen swel vavchtedene Zeichensysteme bn1ieigef9brl 
werden. Daher dürfte es nicht überflüssig sein, tar solche Fälle die Methode 
anzugehen 9 nach welcher das eine Zeiohensystem in das andere zn über- 
setzen ist. 

Es sei uns also in Bezup auf rine Ornndform P, deren Pai aiiip[cr-Ver- 
hältniss a ; b : c ist, irgend eine Kr \ stdlUachc jP durch ihre Parameter ma, 
rb und *c gegeben, und es werde verlangt, dass dieselbe Krystailfläcbe auf 
eine andere Grundform von dem Parameter-Verb ältuiss m'a : r'b : s'c bezogen 
werde. 

Bezeichnen wir die gesachten Factoren der nenen Gnmdparaneter siit 
^1 Q nnd a» so mnss offenbar 

ma B fm'%, H» ^r'b, st s i/i'e 
sein^ woraus sich denn 

m r g 

tn ^ r s 
erg^iehf. Bei der Bildung der neuen kryslalloo^rapliist iirn Zeichen ist nun vor 
«nllea Dingen darauf zu achten, ob /-'b > oder < vc ist, v,v\\ es sich danach 
bestimmt, welche der neuen Nebenaxen aia Mai^ro diagonale oder als 
Brachy diagonale eingeführt werden moss. Ist r'b > t'e, so bleiben die 
Makrodiagonale nnd die Brachydiagonal« ihrer Lage nach nnverinderii Ist 
dagegen r'b </Cf so vertanschen beide Nebenaxen ibre Bedentnng, oder die 
anfängliche Makrodiagonale wird jetzt zvr Bracbydiagonale, und nmgekehrt. 

Nächstdem sind die Werthe von q und o zu vergleichen, weil für den 
kleineren derselben allemal der Werth 1 zu setzen ist, oder weil mitdio- 
sen kleineren alle drei Grössen ft^ q nnd a zn dividiren sind. 

Ist also -/ < , so werden die gesncbten Ableatnngszablen 

t 4 

m =» -T- , nnd 

ms r* 

und das neue Zeichen der Fläche F enlsprichl entweder der maki udiagutjaleo 
Form m'Ptt'f oder der bracbydiagonalen Form m'Pn'f je nachdem r'b > oder 
<«'c ist. 

r s 

Ist dagegen ^ <p» ^ werden die gesuchten Ableituogszahien 

„ mr . sr 
m = —r 1 und -7- , 
mr f r 
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m 



und das oeue Zeicbeo der Fläche F entspricht entweder der brachydiagoualeu 
Form mTPnl't oder der oakrodiigwMlMi Poim fli"Ai% je Daebdem i^b > oder 
< st ist. 

Anm. Wenn wir die KryjitaUreibe des Topases wie gewöhnlich auf die 
vorilomchende Pyranude beraeben, so gilt für sie du VerblllBm der Gmnd- 
pinmeter a : b : e s 0.4746 : 1 : 0,5282. Einige der gevdbiilichsteii Por- 
neo sind die Protopyramiden § F, P aod 2P, das Protoprisroa ooP, die Bracby- 
pyramide *P2, das Braohyiirisma oül^'i, die nrachydoroen 2l^OO, aPoo a.t. w, 
Wuillea wir nun die Pyrauide ^V'Z ah Grundforra eiofQhreii, so wOrde m' = 
r = 1, = 2| und so mOsslea die beiden Nebenaxcn ihre Namen vertauschen, 
weil 1,0564 >1 ist. Fttr jede Protopyranide mP wird dion 

() = 1, ff = i, 

itnd zT^-nr fällt (> in die nano Braohydiagoudoi 9 m die MM HikrodiafOMle. 
£>a nun a ^ ^ iat, so ^vii d 

m = |m, und ff" SS 2, 
md foMieh allgemem fmP% du neae l^iebon der ursprUDglicbM Protopyra- 
nideMp. 

Alfo gilt ftr f P dae noM Zeiehea P2, 

- - - P - . - |P2, 

- - - 2P - - . 3^2, 
- - ooP - - 00^2. 

FOr jedes Brachydoaia nPoo wird 

f» — |Wf f = e«»oo; 
da «an q nicht nar < tr, sondern auch = 1 ist, so wird allgeairiB faiPoo da« 
aew Zeichen des nrsprflngtichen Bracbydomas mPoo ; 
folglich gilt für 21^00 das neue Zeichen jPc», 
- - /iPoo - - - 3Poo. 
Dieses Beispiel wird hioreichen, um die Uebersetzung der Zeichen zu ei iiiaterii, 
welebe dareh aiae verladerte WaU der Groadform bei eaverladerter Haaptaxe 
aoihweadig gemebt wird. 

{. 179. Vertauscbaog der Haaptaxe bei unverÜDderter 

Grnndforai. 

Da eine jede rhonibisrhr Pyramide beliebig nach dieser oder jener A.xe 
au fret iil geittelil wxiiieii k.uin (5;;. 1(51), so liissl sich auch eine jeiit> i lunnbi- 
scbe Kryütallreibe bald auf diese, bald auf jene Axe als ihre liauptaxc be- 
ziehen ; und so sind denn auch wirklich manche der wichtigsten Krystallrei- 
hen des Mineralreiebes von Tersefaiedenen Mineralogen Torsebiedentlicb be- 
trachtet worden. Da nun jede dieser Belracbtnngsarteii ein ferschiedenes 
Zeiebensystem snr Felge iiat» ao ist es wichtig, das eine Zeicbensystem in 
das andere nbersetzen tu können. 

Für eine gegebene aufrechte Stellung der Grundforoi P sei a die 
halbe Hauplaxe, h die !inlhp Makrodiagonale, und c die halhc Brncbydiago- 
nale; ferner sri wairbiAC d.is Pararaelcr-Verbällniss irgend einer Fläche 
von der es also uuiieslimmt gelassen wird, ob sie dieser oder jener Form an- 
gehört. Soli nun die Krystallreihe nach einer anderen Axe aufrecht gestellt 
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werden, so wird die neue ilauplaxc entweder darcb b oder durch c gegebea 
sein, welche zwei Falle besonders zu betracbleo sind. 

I. Oje arsprfingltche Makrodiagonale b soll die neue Hauplaze bildeo. 

Itt diesem Falle komml es zaDächst auf die Werlhe der bdiden Axen a 
und c an, welche von beideo als neue Makrodiagonale einzol&breo istl 

A. Ist a > c, so wird a die neue M.iki (idingon.i!e, und c die neue Brachv- 
diagonale liefern. Bezciebnen wir also die neuen Grundparaincler mit a', b' 
and c', so würde das Parameter-VerbSltniss ma : rb : se der Fliehe F jelst 
ra' : mb' : tc za schreiben sein. Da nun die kleinere der beiden Ablei- 
tongszablen m ond s mit dem Werth« I einzuführen ist, so bestimmt sieh die 
besondere Form des neuen Zeichens der Fliehe F wesentlich dnreh das Ver> 
bällniss von m und s. 

Ist tfi > #• so dividirt man das ganze Verhällniss durch und so enl^ 
spricht das neue Zeichen der Fläche Fallgemein 

der makrodiasonalen Form — P — ; 

° SS 

ist dagegen //j<j, so dividirt man d.is ganze Vcrhältniss durch st» und so 
gehört die Flache in ihrem neuen Zeichen allgemein 

der brachydiagonalen Form — P — . 

mm 

B. Ist a < c, so wird c die neue Makrodiagonale, und a die neoe Bra« 
ehy^agonale, weshalb denn das Verfaältniss ma : rb : sc nun ru' : sh' : sie 
geschrieben werden moss. Dann folgt für die Flüche F, 

wenn m > allgemein das Zeichen 

f ftt 

der brachydiagonalen Form ~ i 

wenn m < allgemein das Zeichen 

der makrodiaiioualeu Form — P — . 

" mm 

Hieraus ergeben sich folgende praktische Regeln : 

Soll die Makrod i a <:^on nie b zut llaujil.txc w erden, so gilt 

fSr die Form ml* das neue Zeichen Pm , wenn m > 1, 

mm' ' • • 

fdr die Form mPa das neue Zeichen nPm, wenn 8i> 1, 

—P — f . . . in< 1, 



wenn 
a>e 



für die Form wPa das neue Zeichen -P — • wenn m > it, 

II n 

\ ü n 

— r - , . . . i/i s»/?. 



Digitized by Google 



wenn 



VerlnMebang lar Haaptaxe. SI7 

for di« Form mP das aene ZeioheD Pm , wenn » > 1« 

. • * . . • . • — P— , .••m^l) 

M m 



für die Form stPii das neue Zeichen nPm , wean m > 1, 



ft ' 1 

— P — ) »««M 1| 

mm 



in das neue Zeichen - P - , wean m > 



n n 



• ~ P * • • • OT K« 



Diese tabellarische Uebersicht gtebi auch Auskoofl in allen deojenigen Fällen, 
da Mail, sOoder boo, dm iisl, »m oder soo isl. 



§. 180. Fortseunng. 

II. Die ursprüngliche Brachydin gon a le c soll die neue Hanplaxe bilden. 

In diesem Falle hängt es von drn Werlhen der bcideo Axea a und b ab, 
welche von beidea die neue Mukrodiagonule bilden soll. 

A. Isl a> b, so lierert a die neue Makrodiagonale^ und b die neue Bra- 
ebydiagonale. Bezeichnen wir die drei Dimensionen in ihrer neuen BedeU' 
tung wiederum mit a', b' und c', so wird das der Fläche F zukommende ur- 
sprifni^luhe Parameter- Vcrli.ildiiss ma : rl» : sc nunmelir s<\ : wb' : rc ge- 
scljnebcü werden müssen, die besondere Form ilirrs nrurw /tichens aber 
wird sieh durch das Verhällaiss der beiden AbkUuiigszaiiieu m und r be- 
slimmen. 

Wenn nämlich »i>r, dann ist das ganze Vcrhältniis *a' : wb : rc 
durch r zu dividireo, und dann eoUpricht das neue Zeichen der Fläche F all- 
gemein 

der makrodiagonalen Form P — ; 

r r 

wem aber m < r, dann wird dasselbe Verbiltniss durch m sa dividireii sefn« 
nnd das neue Zeieben allgemein 

der brachydiagonalen Form ~ P - 
angeboren. 

ß. Ist dagegen a < b, so bleibt b die Makrodiagonaie , während a die 
neue Brachydiagonale darstellt, weshalb denn das Parameter- Verhältniss ma . 
rb : «e »n der Form an' t rb' s me' herrortritt, ans welcher sieh ergiebt, dass 
lür die Flache F, 
wenn m> r, das neue Zeichen allgemein 

der brachydiagonalen Form ~ ^ ^ » 
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wenn m < r, da« neue Zeichen allgemein 
der makmdiai^oiialen Form — ^ ~ 

angehören wird. 

Ans diesen aUgemeioeD ResnICtteo lassea sieh wm Itieht folgende prak- 
tiselie Rq;eln aUeilea: 

Soll die Bracbydiagonale e zur Hanptaxe werdeOi so ^1 

für die Form mP dit neae Zeichen Pm, wenn m > 1, 

.ifi.....<i. 

mm 
1 tn 

für 'die Form mPM das neoe Zeichen - P — , 



wenn 



n n 



wenn in>f>) 



« 

~ r ~* j • • • 



m m 



fUr die Form mPa das neae Zeichen /iVm , wenn xff > 1, 



— P — f ••• SS ^ 1* 



wenn 
■ <h 



für die Form mP das neue Zeichen Pm, wenn « > 1, 

-P-, . m<l, 



m tn 

iiir die Form mPii das aene Zeichen P wenn m > ir. 



P 9 • • • IIa 

mm' ^ • 



für die Form mP» das neue Zeichen nPm , wenn m > f , 

1 . 

• — 1^ — j ... JR'^l. 



Da diese Regeln anch f3r die GrSoswerlbe Ton m nnd « auf das gesochte 
Zeichen gelangen lassen, so wird man miltels ihrer in jedem besonderen Falle 
die Uebersetzoog des einen Zeichensystemes in das andere sebr leicht l»e> 
werkslelligeo klinnen. 



Zwillingskrystalle des rhombischen Systems. 

§.181. Vorherrschendes Zwillingsgesetn. 

Zwilliogskryslallp mit paraüflen Axensysteroeii beider IndiTiduen 
könoea nur bei splienoidisciicr lleanedric, oder bei der in §. 169 erläuterten 
lleroüdrie vorkommen, und stehen dann immer unter dem allgemeiueu Ge- 
selse, dass die hemüdrisehen oder meroSdrischea Formen des einen Indivi- 
dnoms die Gomplemente der gleichnamigen Formen des nnderen Individuums 
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ZwUlIagskiyiulle; ZvilBBgrfUebe ooP. 
darstellea. Doch geUinii dergicMlieii ZwiUiofe oidit gerade za den 

Wcii hauliger begegnen wir Zwilllni^'skrystalleu mit f<e neigten Axen- 
systeiiiea , unter welcbeu wiederum die gewohulichslt n diejenigen sind, in 
welchen beide Individuen symmetrisch gegen eine Flache des Pr o to- 
pf ismas cx>P liegen. Dieses Gesetz ist in der That als das vorberrscbeade 
ZwiUingsgeseU des ilioBbisehea Systems in beirtebten , für welches es die- 
selbe Wiebtigkeil erlaogt, wie solche denen in §. S2 and g. 100 erllnlcrten 
Geselsen für das tesserale and das telFsgonale System zaerkaont werden 
. Wir wollen daher dieses Gesetz, welches auch leicht in noch grtfs- 
AUgemeinhett aolgeiasst werden kann, zunächst in Betrachtung ziehen. 
Die in §. 47 Toransgesetzte allgemeine Gleichong der Zwüüogsflache 

a h c 

erhält in gegenwärügem Falle, wo a = ooa, ^s=b, und c = c ist, die beson- 
dere Form 

b^c"** 

Setzen wir nun die Torstehenden Wertbe von «, k und e in die S. 65 
stehenden Gleiehnngen der Axen der ^ , ^' und js', so bestimmen sieh solche 
für die Axe der x\ y » 0, und s »0, 

für die Axe der y', = 0, und ji^pi + =0, 

für die Axe der js', « = 0, ond — h'^^c^ 

Ist uns aber in dem Individao Ii irgend eine Krystailfläche ¥' durch die 
Gleichoog 

^' « t 

■-> + X' 7' * 

Ü o c 

gegeben, so folgt nach S. 68, dass ihre in dem Axensysteme des Individu- 
ums 1 giltigen Parameter folgende Wertbe haben werden : 

*V(b»+<?) 

yc^(b*+e*) 
~ 2c'bc^(b^-hc»>*' 
Da nun aber allgemein d » lAa, V = rb und c = 5c gesetzt werden kann, 
indem wir es einstweilen noch anbestimmt lassen, ob r oder # den Werth n 
hat, so lassen sich die Torstehenden Wertbe von tf,, and C| auch so 
schreiben : s — ma 

r*(b*-hc*)c 
~ 2«j»-«-r<b»-c») 
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woraus denn ersichtlich ist, dass die Iransponirle Flache auch in dem Axcn« 
Systeme I einer kryslall(»^r.i|)histh möglii lien, d. h. einer solchen Flache ent- 
spricht, deren Parameter rationale Multipla der Gruudparauieter a, b uud c 
dad. 

Anm. W.lre die Zwillingsnüche die Fläche eines Mitkroprismas ooIV, 
oder eioes Bniebyprismas «0 bniacbt mao Bor im ersleren Falle »b tlalt 
hf im xveiien Falle yt statt e so setiep, nm die eotaprecbeodeii Weribe ve« 
(6, and in erhallen. 

§. 182. Transposition der Protopyramideo mP. 

Wir wollen nnn die allgemeinen Resultate des vorhergehenden PsFagra- 
phen zuvörderst Jliir die verschiedenen Pyramiden in Anwendung bringen. 

Um dabei für unsere Einbildungskrad ein Anhalten zu gewinnen, fassen wir 
die nachsiehende Figtir Sl ins Auge, welche die Horizontalprojeclion eines 
Zv\ illin^skrvslalls darstellt, dessen Individuen von einer Combiiiiition des 
Protoprismas cx>P und dreier Pyraniiden ;;cbildet werden. Die vorherrscliende 
dieser Pyramidm ist eine Prolopyramidc 7/1P; die beiden uiitergeorduelen 
-y^ — sind eine Malvropyrauiide »/P«, und eine 
Bracliypyramide mF/t , wobei jedoch für m 
verschiedene Werthe zu denken sind, wie 
diess ja auch die Figur erfordert. Jede 
dieser Pyramiden des Individuums II zer- 
lallt nun nach ihrer Transposition auf das 
Iiidividnom I in zwei verschiedene Parlial* 
formen, deren jede von vier, in einer Zone 
pjg. Sl. liegenden Fläcbeo gebildet wird. 

Transposition einer Prolopyramidc mV. 

Die eine Partiairorni derselben wird von den mit 1, die andere von 
den miL 2 bezeichneten Flächen uud deren Gegenflächen gebildet, weshalb 
wir auch nur je eine von diesen Flächen zu trausponiren brauchen, um die 
Parlialform zu bestimmen. 

1. Erste Partialform. Ihre in Fig. 81 an der positiven Halbaxe der s' 
anliegende und mit 1 bezeiebnete Flüche bat im Individoom II die Gleichung 

folglich gilt für sie « s ^ «ri, r a 1, und smti. Setzen wir diese Werthe 
in die zu Ende von §. 181 stehenden Ausdrücke von tf^, und c,, so erhaU 
ten wir 

a^=may ä, = h, r, = c, 
woraus denn fol<;t, dass diese erste Parlialloroi mit vier Flächen derselben 
Pyramide t/iP identisch ist. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe z' anliegende 
mit 1 bezeichnete Fläche hat im Individuum 11 die Gleichung : 
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weshalb denn für sie mas — m, r=— -1, ond issi isl, Sobstilairen wir 

diese Wertbe in die «llgemeinen Ausdrucke tod ond so erhallen wir 

flj = wa 



Da nun p i^t, und da vermöge unsrer Ableiiuitg uud Bezeichnung die 
kleinere dieser beiden Grössen oiil demWerIhe 1 genommen wa*den mnss, 
10 sind die Torstehenden Werlfae von a,, b^ nod c, nut p m dividiren, wo- 
durch 

»/»(3b»-c')a 
(3b^-c*jc 

wird. Die zweite Fortiairorm entspricht daher allgemein der Bnebypyramide 

• m(3b^c^ö3b«-c* 
b*-f-c* -dc^-b' 

welche sich für b* = 3c* in das Brachydoma 2mPoo verwandelt, dem sie über- 
haupt um so näher kommt, je näher die Winkel des Protoprisma^ ouP dcu 
Wertben von 120^ und W iomaien. 



§. 183. T r a ii s ji o ü i L i ü n der Makropy i a in i d t a ml^n. 

Diejenigen Flächen des Individiiams II, welche in Fig. 81 paarweise an 

den Endpunclen der Axe z erscheinen, gehören einer Makropvramide mPn 
an, und twwv MMph die mi( 1 he/eirlniPlcu Flächen die rine, die mit 2 bc- 
zeicbuelen Flachcu die andei e der beiden Parlialfornien, in welche diese 
Pyramide nach ihrer Transposiliun auf das Individuum 1 zerfällt. 

1. Erste Parlialiorm. Ihre, an der positiven Ilalbnxc z anliegende 
und mit 1 bezeicboele Fläche bat im Individuum 11 die Gleichung 

flva n 

folglich gilt für sie m» — «, rss«, tasl* Setzen wir diese Werthc m 
die sn finde von |. ISl stehenden allgemeinen Ansdrncke von rr^, uud c^, 
•o erhalten wir znvfirdent 

«1 sma 

n(b^-Hc»)b 

*«*"(2ii-l;h»+c»"^'* 

//(b*-|-c')c 
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Da nun ^jedenfalls < q ist, und da die kl ei n er p dieser beiden Grössen inil 
dem Wcrltie 1 geuorainen werden muss, so sind alie drei Werlbe von a,| 
und C| mit/^ zu dividiren, wodurch wir eriialiea: 

_»»(2/< — i )l)^- hy/»c\ 

^, = b 

_ (2;/~l;b^4-c» 

IMe erste Parlialfonn eotspricht daher vier Flächen der Brachypyramide m^n^ 
mil vofatehenden Werlhen voo m' nnd 

2. Zweite Pariialform. Ihre nn der positiveu Halbaxe der V anliegende 
and mit 2 bezeichnete Fläche bat im ludividuam II die Gleicbang 

— 

n 

folglich fjill für sie m = —m^ r^—n, *=1, und wir brauchen daher in 
denen iür die erste Partialform gefundenen Wertben von b^ und c^ nur n 
negativ zu nehmen, um die Jetzt gütigen Werlbe derselben zu erhalten ; daliar 
wird 

0i(2ii*l-l)b'— OTc^ 

****""(2+»)e»-»b»''""'" 
nnd die zweite Partiairorm entspriebt vier PlSeben du Bnmbypyranitde m'Pm 

2c' 

mit den vorstehenden Werthen von m* nnd Ji*. Fflr . » — k venrandebaiGb 



f. 184. Transposition der Braobypyraniden mPn, 

Pie in Figur 81 paarweise an äen Endpuncten dei Axedery' erschei- 
nenden Flächen des Individuums II gchöreu einer Brachypyramide rnPn über- 
haupt, und zwar die mit 1 bezeichneten Flächen der einen, die mit 2 be- 
zeichneten Flachen der anderen der beiden Parüalfomien an, in welche 
diese Pyramide an dem Individoam I zerfällt. 

1. Erste Partialform. ifirc an drr positiven Halbaxe der y anliegende, 
mit 1 bezeichnete Fläche bat in dem Individuum II die Gleichung 

+y H- ~ «1, 

folglich gilt für sie m = — m, r= 1, s = n. Setzen wir diese Werlhe in die 
zu Ende des §. 181 älebcudcu Ausdrücke von a^, b^^ und c^, so erhallen wir 
navttrderst i 
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Zwilliogskryitalie ; Zwilliagifllche ooP. 

_ n(b*+c')c 

Da nun ^ jedenralls </; ist, und da die kleinere dieser beiden Grössen mit 

dem Werllie 1 genommen werden muss, so haben wir sowohl a, als auch 

und c-| mit q zu dividiren, und gelangen dadurch auf die unserer Ableitoog und 

Bezeichnung entsprechenden Werthe : 

i»(2n — l)c'4->»b* , 
— . •> ; irr ~ • W • 



(2ii-t) cVb\ 




«w wefehen rieh deoo ergiebt» das* die erste PartialTmiii vier FllebeB der 
Makropiraiiude WLpm' mi Torsteheaden Werthen Tim «' and V eBtapridit 

2. Zweite Partialfonn. Ihre In Pig. 8t an der posithren Halbaze der 
ff anli^nde nnd mit 2 bezeichnete Fläche hat in Individuum II die Glrichung 

H y = 1, 

«a * » 

folflieb gilt für sie m = — m, r = 1, « = — n. Wir haben daher nur nöthig, 
in denen für die erste ParlialForm «^efnntlenen Resullaten n mit negativem Vor» 
zeichen einzuführen, um die gesuchten Parameter zu erhalten} so finden wir 
zuvörderst : = ma 

n(b»+c»)b 
• ■ " %^n)\S'-nz* 
_ w(b»-^c^)c 
~ (2«H.l)c»-b» ~ ^ 
Da nun /i> as < sein wird, je nachdem (3ii+l)c^ > = < (n+3)b* ist, 
so kommen hier drei verschiedene FlUe rar Unterschcidnng. 

a. Ist nSmlich ^ > 7, so «od alle drei Werthe von » und e^ mit q 
in dividiren, nnd es wird 



m(2«H-l)c^-mb» 

(2/i-Hl) c»-b« , 

(:t4-«)b»-«c^"""" 



C, =s C 



daher in diesem Falle die zweite Partialform durch vier Flächen der Makro- 
pyramide m'Pn' mit den vorstehenden Wertben von mt und n bestimmt wird. 

b. Ist dagegen p = q, was allerdings selten vorkommen dürfte, so wird 
die zweite Partiaiform von vier Flachen der Protopyramide 

m(«+l)p 
2« 

gebildet werden. 
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c. Ist endlich p<g, so sind alle drei Weiibe von ^| und mlip s» 
dividireD, wodoreh sich bestimmt : 

in welchem Falle daher die zweilc P.u iiailorni duicii vier Flächen der Bracby- 
pyranide m'ta mit den so eben gefundenen Werlben von m und n beäitmoii 
wird. 



|. Transposilion der Prismen, Domen und Pinakoide. 



Setzen wir in den Resultaten der §§. 182 bis 184 m = 00, so erhalten 
wir für die Irangponirlen Prismen des Individuums II folgende Pamllfliiiehea. 
Dem Protop risma coP entsprechen im Individoam I 
zwei Flächen des Prismas ooP, 

a ndzwei Flüchen des Bracbyprisnas ool ^'^^^ jj^ , 

welches Ipizlerc sieh für b'=3c^ in das ßrachypiuakoid ocP^ venv iuidell. 
Jedem Makroprisma ooPn enlsprecben im andern ludivtduum: 

zwei FlScben des Brtchyprismas ooi^^^ ^^ l* 

nnd zwei Flüchen dca Brachyprismu oop ['^"'^^^^ — . 

Jedem Bracbyprisma ooF/i entsprechen im andern Individuum 

* »■» ■ . . . ^(2ä— l)c*-»-b* 
zwei Fliehen des Mafcropnsmss ooP,., ,. 2 i 

nnd zwei Ftitchen des Makroprismes ooP (r»"^V» ~\ 

oder zwei FlSchen des Brtchyprismas coP[^"*^^ ^*^ 

(2//-»- l;c^— b* 

je nachdem (3»-i-l)c^ > oder < (n-*-3)b* ist; sollten diese beiden Grossen 
einander gleich sein, so gehört das zweite Fläcbenpaar dem Proloprisma 
ooPan. 

Selzen wir in den Resultaten des §. 183 »asoo, so gelangen wir auf 
die ParallelOüchen sämmtlicher Makro dornen mPco^ weiahe immer nar 
einer und derselben Form, nämlich der Braebypyramide 

2mb' ^ 2b» 

angehören. 

Setzen wir eben so in den Resultaten des 184 n es 00, so erhaltea wir 
die Parallelfläcben sanuntlicber Brachydomen m^oo, welche gleithralls 
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immer Dur einer Form angehören werden, die sich jedoch verschieflrnflich 
bestimmt, je uachdem ^ic^ > oder < ist; es enUpreelieu Dämlich die Paral- 
lelflScbeQ via* Fliehen der Makrupyramide 

2mc» ö 2c* „ , 

daj^oi vier PlXcheo der Brachypyramide 

"2?" ' wemiäc»<l)^. 

Setzen wir endlich io den für ooPn und oolV/ gefundenen Parallelflächen 
a = oo, so erhallen wir diejenigen, weiche den beiden vei ticalen Pinaiioideo 
eDlfpreehen, nlmlich 
fiir daeMakropinakoid ooPoo 

swei FÜchen des firachypriamas ooP^ — ^ , 
for die Brach ypinakoid coPoo 

zwei Flächen des Makroi^rigmas oo^g^ — ^ 

oder des Braehyprismas ooP , 

je nachdem 3c* > oder < b* ist. 

Hiermit wMre denn die Traoeponlioii aller möglichen Formeii beendigt. 

• §. 186. Zwillingekrystalle nach der Fliehe einee 

Braebydomaa. 

Ausser dem bisher beU-aciilelen herrschenden Zwillingsgcsetxe kommt 
noch am hiofigslen das Gesets vor, dass beide Individuen gegen die Fläche 
irgend eines Brachydomas symmetrisch gestellt sind, weshalb wir aucli nodi 
dieses Ceselz in seinen Resultaten verfolgen wollen. 

Bezeichneu wir dai litachydoma, welches die ZwiliiogsÜäche liefert, mit 
ftPoOi so kommt dieser Zwillingsfläche die Gleichung 

h l- ä1 

zn, weshalb denn die in §. 47 voransgesetsten allgemeinen Parameter dieser 

Fläche die Werth e a=//a, Ä^b, csoo erhalten. Setzen wir diese Werthe 
in die S. Ö5 siebenden Gleichungen der Axen der 4p', / und z' des Individn- 
mns II, so werden solche 

fnr die Aze der dr', tr-^-r-« — = 0, und« = 0: 

b^— ,«'a* 2^ab ' 

mr «e A«. 4«r /, ^^-^ + ^-f-,-^, = 0, urf . - 0, 
liir die Axe der x = undysO. 
Ist uns femer im Individuum II eine Krystaltfliche F* duieb ihre Para« 

HiWHM't KrntallognpU«. 20 
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meler a', l' uud c gegeben, so folgt nach S. 6S, dast ditadbe im knmvf- 
sieme des InilividttiuM I folgende Piiwoelor oMeni wird: 



Dt iiBii aber für die Flielie als eine zn derselbe! Rrfttallntibe gehörige 
Fläche, stall des Panuneter-Verhiltaisses d . b' \ c gam allgemein das Ver- 
hällniss ma : rb : *c vorausgesetzt werden kann, so lassen sich die Werlhe 
der Parameter o,, uod c, auch rolgendermaassen schreibeo: 

mr(;U^a^-»-b^)a 

wr(/<^i'H-b»)b 
< " 2ftrb*+(/4V-b*)« 

womit denn die Grundlage iür die Transposition ii^end einer Pbrm des Indi- 
viduums II auf das Individanin 1 gewoonen ist 

§. 187. Trans Posit ion der Prolopyramiden mP. 

Auch bei diesem Gesetze wird nalurlicli jede Pyramide des Itidividiiiims II 
nach ihrer Trarmposilion auf flas Individuum I in zwei Parli^^Hormen zerfal- 
lea, deren jede aus vier, m c i ii l* Zone fallenden Flachen bestellt 

lo beistehender bigur mögen die MMwallenden Fliicheii einer Protopyra- 

mide / -P an gehören, so wird die eine Partiai- 
ioriu von den mit 1 bezeicbneteo Flücben uod 
deren GegenflScben, die andere Partialform 
von den mii 2 beseicbnelen Flüchen a. s. w. 
gebildet. Zur nüheren Bestinmang dieser 
Partialformen gehingen wir aber nnmillelbar 
dnrch Benatmng der allgemeinen Werlhe von 
b^ nnd e^, welche zu Ende des vorigen 
Paragraphen gefunden worden sind. 

1. Erste Partialform. Ihre an der posi- 
tiven Halbaxe der x anliegende, mit 1 be- 
zeichnete Fläche bat im Individuum U die 
Gleichung 

ma h c 

also -ilt für sie =ri», r = - 1 , ^ = - ^ ^^Is^«" wir diese Werlhe in die 
am Ende von §. 186 siehenden Ausdrucke von i^ und tj, so erhallen wir 

w(//»a^-l- b> 




Fig. S3. 



2i»/ia^-4-f<V— b* 



;ma 
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c, = c 

a. Ist nun 1, so giebt uns sein Werth unmittelbar die gesuchte Ablei<> 
tungszahl n\ und die Partialform entspricht vier Flächen der Makro- 
pjrramide mPp^ mit den vorstehenden Werthen von m und p. 

b. Ist dagegen ;i< 1, so sind alle drei Grössen a^, und i\ mit p zu di- 
vidiren, und es bestimmt sich 

2/fb'- (|uV-b^)w ^ , 

* ~ 2OT^a^4-/t*a*— b* ~~ 
^ = b 

_ 2/t/b^-( ^ V-b')w _ , 

^VTb*) c - « c, 

woraus folgt , dass die erste Partialform in diesem Falle vier Flächen der 
Ürachypyramide tniPn mit vorstehenden Werthen von m und n angehört. 

2. Zweite Partialform. Ihre an der positiven Halbaxe der x anlie- 
gende, mit 2 bezeichnete Fläche hat im Individuum II die Gleichung 

t t I if 

ma b c 

also gilt für sie m = my r=l, s= — 1. Selzen wir diese Werthe in die 
am Ende von §. 186 stehenden Ausdrucke, so erhalten wir 

_ iw(/iV-»-h*)a , 

~ 2i^a*-//V-f-b» ~ ^ 
. _ yw(/<VH -b*)b _ 

• " 2^b2-l-m(/iV-b*) ~ 
c, = c 

Ist also > l , so gehört die zweite Partialform der Makropyramide 
m'Pp mit vorstehenden Werthen von n/ und p an. 

b. Ist dagegen p <i\ , so sind alle drei Werthe mit p zu dividiren , und 
dann wird 

_ 2^b»+m(^V-b*) 

2;///ia»-^V+b2 ^ " 
= b 

_ 2^b^-4-mr//V- b') _ , 

" »»(//V-i-b^) ^ - " ^ 
woraus sich ergiebt, dass solchenfalls die zweite Partialform vier Flächen der 
Brachypyramide m'Pn mit vorstehenden Werlben von m' und n entspricht. 

§. 188. Transposition der Makropyramiden mPn. 

Die in Fig. 82 an der negativen Halbaxe der z' anliegenden vier Zu- 
spilzungsflächen gehören irgend einer Makropyramide tnPn an, und zwar die 

20 • 
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mit 1 bezeichnete Fläche der einen, die mit 2 bezeichnete Fläche der an- 
dern Parliallorm, in welche diese Pyramide itm Iiidividiiuni I zn'fallea wird. 

1 Emtp PariialforiD. ihre mit 1 t»ezeicbnete Fläche bat im lodivi- 
imm Ii die Gleicüang 

ma nb c ' 
folglich gilt für sie m s m, r ä — », * = — 1. Selzen wir diese Werlhe lu 
die am Ende von §.186 sleheodeo Aosdrüoke von a,, b^ und c^t so erhalten 
wir mvördent 

2»fta»-ii(b»-i«V) * * * 

a. Itt nun > 1, so giebt «m adn Werth «onilltlbar iit gmAie Ablei- 
longssaU, and so enlaprieht die erste Partialforai vier Flächen der Ha- 
kropTranide nl^v mit verttebenden Wcrtbes von m' wmip, 

h. Ift dagegen < 1, to ttod alle drei Wertbe von ff), b^ und mit p tn 
dividtren, himI wir erhalten s 

- ~ 2»^ia»-ji(l>'-f*V)* ~ 
I,- b 

2«//b*-hOT(b'-/i*a^) 
a«.(i«V+b»> " 
woraas denn fblgtt dass solchenralls die erste Partialform der Braebypyramide 
m'Pm mit den vorstehenden Werthen vod m und n' angebört. 

"t. Zweite PartaaUbrn. Ihre mit t beceiebaete PiScbe hat im hdivi- 
damn II die Gleicbong 

aia üb c 

folf^ieb gilt für sie m = m, rwmn imd ; = — 1, woraus sich denn ergiebc, 

daas wir nur in denen für die erste Parlialfonn gefundenen Resnltaten n nega* 
tiv einzuführen braueben, um die der zweiten PartibUörm entapieebeoden 
Werlhe zu finden. Demnach wird 

2/Wiua»H-n(h2~^2a*> 
, w«(;t<*a*+b')b 

<7, = C. 

a. Findel sich nun /j> I, so ist sein W ertli nnmitlelbar die gesuchte Ab- 
leitun^szahl, und so enlsprichl die zweite Partialform vier Flächen der 
Makropyramide mVp mit vorstehenden Werthen von m und p. 
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h. Bestimmt sich dag«g«n ;i< 1, so aiod ttte M Grössen nni e, 
nit f sa dividiran, und wir erhalten 

in diesem Falle findet daher die zweite Par^ialforni ihre aeqnivalenlen PlidMtt 
II) ^ ier Flächen der Braohypyramide m'Pn mit vorstehendea WerthMi tod 
m und n. 



§. 189. Transpo&itioD einer Brachy pyranide mPn, 

Die in Pig. 8t ao der Aze d«p y liegeodeo ZuspilsoBgilieheB gebören 

id doer Braohypyramide mPn, und zwar die mit 1 braeiehDele Plleha 

der erslen, die mit 2 bezeichnete Fläche der zweiten der beiden Partnifomai, 
in weiche diese Pyramide bei ihrer TranspositioB auf das lodindonn I zerftHl. 

1. Erste Partialform. Ihre mit i bezdebuHe PUtehe lial Indin- 
duum 11 die Gleichimg 

wa b nc ' 
folglich gilt fiir sie m = m, r == — 1, # = — a. Setzen wir diese Werthe in 
die zu Eude des §. 186 stehendea Ausdröcke von a^, und Cp so erbalteii 
wir, wie in §. 187, 



«1 as Me 



lal niiD > /Z} so siod alle drei Grössen a^y b^ uud c^ mii n zu dividireo, 
nnd 80 eriMlten wir die geraeiilcii Pftreneter 

e,(ftV-hb^)> 

' ii(2jn^a»+^V-b») 

werui lieh denn ergiebt, dan di« erste Ftetielforn der lldtNpffMnde 
mlSi' Bit ▼onieheadeii Werthea von m* nnd n' eDfehSri, 

b. Ist dagegen pK^n^w» sind die drei Grfisien a^, vnA ndl p za divi- 
dirsB, wodarek sieh 

2|4b*-»ir/uV-b») 
2m/ai»H.M»t*-h» 
*,-b 
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ond die ente PartiaUerm Ja der Weise bestimmt, data sie Ten vier Plächea 
der Braehy]iyramide nttn' mit vofitebeBden Weithen tod m' nod »' gebildet 

wird. 

2. Zweite Partiairorm. Ihre io Fig. 82 an der positiven Halbaxe der 
y* anliegende und mit 2 bezeicboete FiKsiie hat im Individttom Ii die Giei* 
ebwng 

— + ^ =1, 

ma b WC 

folglich gilt fiir sie rn = r = 1, * = — n. Selzen wir diese Werlhe in die 
za Ende von §. 186 siebenden Ausdrücke von und c^, so folgt 



_ at(^V-»-b»)a 
" aM/ia>-./uV-|.b^ 
. m(/*V>t.b«)b . 



«4 a ne. 



Ist iinn / >«» 10 sind alle drei GrSsse« mit m wa dividirea, and die ge- 
suehtea Parameter werden 

mpiV-hb^ja 



m'a 



"« a(2j»i^a«-/u«a*4-b*) 

* «[2/i«b»n*.m<^a?-b*)J * " 

<?, = c, 

woraus sich ergiebt, dass in diesem Falle die zweite Partialform durch vier 
Flächen der Makropyramide m'Pn.' mit vorstehenden Wertben von m und n 
dargestellt wird. 

b. Ist dagegen /; < /i, so sind die drei Grössen «7^ und c^ mit p zu din- 
diren, wodoreb sie folgende Wertbe erbaltea : 

2jub'-Fm(MV--b^ ) ^ ^ , 
^ 2w^ia»-fiV+b*"* " 
»,«b 

n[2/^b»^»»(^V~b')3 _ , 

Mfi^ü^) 

aas welchen sich ei^ebt» dass soklienfalls die zweite Partialform der Braeby- 
pyraroide m'Pn mit vorstehenden Werthen von m' und n entspricht. 

Aus allen diesen Resultaten wird sich der Leser leicht diejenigen ablei- 
ten können, welche irgend einem Prisma oder Dorna , so wie den drei Pina- 
koiden entsprechen, daher wir mir firapaning voo Kaum diese Folgerungea 
miergeben. 

§. 190. Beispie! der ABWeadang. 

Es bedarf wohl keiner weiteren Erörterung, dass diese Transpositionen 
der Azea und der Flächen des einen Individnams aaf du aadere eia gcesses 
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theoretisches Interesse haben; denn sie allein gewähren uns eine Ein- 
sicht iu den krystallonomiscben Zusammenhang, welcher zwischen den For- 
men beider Individuen Siaii findet; sie allein belehren uns darüber, dass in 
den verwickell&teu ZwiUingskryslalien alle Flächen des einen Individuums 
krystallographisch - möglichen Flächen des anderen Individuums entsprechen. 
DiMdbeo TmsposilioaM fatbeo «bar aocki «b praklitehei lalcrtaiet da 
sie naa bei der Zeiehoung der Zwillingskrystalle wesentliche Dieaale leisten. 
Das tbeoreiiaeiie iBierease aleigeri sidi «brigena noeh in allen denjenigen Fäl- 
len, da die» einer tranaponirten Fiiebe enlsprecliende Fläebe am anderen In- 
dividuura wirklich ausgebildet ist, was sich in der Goincidens, oder 
aneb in der gleiehieiligen Spiegelung beider Flächen auf eine sehr bestioMata 
Weise zu erkennen giebt. In solchen PH Heu lässt uns nämlich die Transpo- 
sitioD bisweilen auf eine (Ürecte, vf)n iillcii Messungen unabhängige Bestim- 
mung der Grund p a r a me t c r der betreffenden Krystallreihe geJangen. 
Wir wollen diess beispielsweise au einer bekannten Zwüliogsbildung des 
Wolframs erläutern. 

An diesem Minerale kommen nit ht selten Zwilline^skryslalle vor, r}enen 
das Gesetz : Zwillingsfläche eine Fläche des Brachydomas I^Poo, zu Grunde 
liegt. Sind nun an den Individuen dieser Zwillinge auch die Flächen der 
Brachypyrüiuide 2P2 ausgebildet, so eikennt man zuweilen mit der grössten 
Evidenz, dass zwei von den beiderseitigen Flächen dieser Pyramide genau in 
eine Ebene lallen, woraus denn folgt, dass die betreflbnde traasponirte 
Plicbe von ZP% des Individannis II mit einer Fläebe derselben Pyramide des 
Individannis I identiseb ist* Unlersnebt man genauer die Lage der beidersei- 



gen Falle zu tbon bat» welober in §. %9» ad 1 erläutert Werden iat. 

Setaen wir also ft»!, ai »3, nnd » ^ 2, so erbaltcn wir snvörderst 



Nun lehrt schon eine ganz rohe Messung der Mkante des Braehydomas Pco, 
ja es lehrt sehen der Augensebein» dass < 2 sein mnss» weil aossefdem a 
viel grösser ala b smn miiS8te$ folglich gehört die Fläche nnter den in 1. 189, 
ad 1, b hetrachlel« Fall, und die gesnebten Parameter werden für sie, indem 




15b«-.4a» 



h=pb 




Die Coineidenz der transponirten Fläche mit einer Fläche von tPt lehrt aber, 
dass m'^n^t sein muss $ daraus folgt denn die Gleichung 



ISiVc 
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oder a s bas t%ss\ : 
als dasjenige VerlHiUDiss, welches im Wolfram für die Cnmdparameter • und 
b Qothwendig Statt finden mass. Da iran die Messangen des Protopris- 
mas coP sehr nahe mit der Voraussetzung übereinslimmen, dnss c = y 2 ist, 
80 dürfte wohl das Gnudverhältnias des Wolframs mit i i y'S t yz fesu 
gestellt sein. *) 

Setzt man die \\ trtlic von a und b in diejenigen Ausdrucke, welche io 
§. 189 ad 2, a für <li<- / weite Parlialform einer Pyramide mPn gefunden 
worden sind, so t'olgl, dass sich in denselben Zwilliiigsivrystallen des Wolf- 
rams für diese Parliairorm der Pyramide 2P2 das Makrodoma ^Pc» als die 
aequivalente Form bestimmt. 

An ID. Dieselben Resultate lassea sich auch daraas ableiten» da$s in jeden 
Zwillingskrystalte die ia die Zone der Zwillingsaxe faliendeo Pllebea paanroite 
eoiocidtreo mflsseo. Aeballcbe Coiaeidenseo von Plichen kommen bekaoalJieb 

in vieleo anderen Zwilliagtkr)'!;t.-tllen vor, und werden in den dazu geeigneten 
Füllen zu einer Besdiiimun^ der Gfliod-DimeatioBea der belreffeadea KryslaJl- 
reibe benutzt werden küooen. 



Fünrter Abschnitt. 
JlonoklinoCdriselies System. 



€t^0 Copttel. 
Fomiexi des mouoklinoödmohen Systems. 

g. 191. Axensystem nnd Elemente desselben. 

Das monoklinoedrische Kryslailsystem ist nach §. 51 dasjenige System, 
dessen Formen aof ein monoklinoCdrtsebes Axensystem« d. b. auf 
ein solebes Axensystem bezogen werden müssen, in wekbem sieb nwel Coer» 
dtnat-Ebenen unter einem sebiefen Winkel C sebneiden, wXbrend die dritte 

Ebene auf ihnen beiden rechtwinkelig ist. Für die Axen findet gnnz dasselbe 
Xifeigongsverbillniss Statt, indem nwei mit einander einen sebiefen Winkel 
y SB C, mit der dritten Axe dagegen reebte Winkel bilden. 



' Vergl. siehe Bleneele 4er Niaeralegie 3. Aefleie, S. 357AaBi., aid 4. All. 
S. 3A7 Ann. 
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Was das GrössenverhMltniss der Azen beliift, so scheint solches immer 
diji der darchgängigen Ungleichheit zu sein, weshalb es allgemein durch 
a \ b : c dargestellt werden kann. Daher g^Il denn auch für die Axen die- 
ses Systems, was von jenen des rhomblscheii Systems bemerkt wurde 
(§.161), dass sie als drei singulare und völlig ungleich werthige 
Axen zu betrachten sind, von It nen uns keine unmittelbar als llauplaxe be- 
^eichuei isX. Da jedoch die Courdiual-Ebene durch die beiden scbierwiukelt- 
gen Axeo die einzige Ebene ist, welche eine symmelriscbe Belkinuig dci 
Azeosystems ond «Her danim möglichen Fonnen gestattet, nnd da wir in der 
Bneheioangs weise der Körper eine Sfmmelrie ninaehst oder mindestens 
nach rechts nnd links fordhm, so werden die Formen des monoklinoMri- 
sehen Systems nur dann symmetrisch vor uns crscheineo, wenn wir die Ebene 
der schiefwinkeUgen Axen ▼ertical, und auf uns zulaufend denlien. Hier* 
aus folgt denn auch, dass nur eine der beiden sehief winkeligen Axen 
zur Hau p tax e gewälilL werden kann, während die niifrerhte Stellung nach 
der dritten Axe zu keiner synimelrischen Anschauung der Formen gelangen 
lassen wiirde. Sonach ist die Hauplaxe zwar wiederum eine Wahlaxe; allein 
die Wahl kann nur zwischen zweien Axen schwanken, weil die dritte Axe 
vou ihr ausgeschlossen bleibt, obgleich sie gewissermaassen als die einzige 
abiolnl liesUmmte Linie des gansen Axensystems eharaklerisirt Ist» 

Indddi wir also eine derJ»ei<ien schieiwinkeligen Axen als Hauptaxe 
gelten lassen, nnd nach ihr die anfirechte Stellnng der Formen bestimmen *), 
so werden die beiden anderen Axen nnNebenaxen. Nennen wir nun wie- 
derum die durch diese NeBenaxen gehende Ebene die Basis, oder den basi- 
schen Hauptschnitt, so können wir füglich die Nebenaxen selbst durch die 
Heiden Namen der Klinodiagon alc nnd der (I rl h o d iagon?? le unter- 
scheiden, weil sie die Diagonalen der scliiffi n i liombisrlicn Basis biideu, und 
weil fiir die eine derselben die Neigung gegen die Hauptaxe eben so bezeich- 
nend ist, als für die andere die Rechtwiukeligkeit gegen sie. Die beiden ver- 
ticalen, durch die Hauptaxe und je eine der Nebenaxen gehenden Coordinal- 
Ebenen lassen sich dann als klinodiagonaler nnd orthodiagonaler 
HnnptsehnitI beseichnen. üebrigens gilt nns künftig die Hanptaxe als 
Axe der die Klinodiagonale als Axe der ond die wjpdiajj^nale als Axe 

Ann« Mehre ausgezeichnete Krystallograpben und MiDeraiogen betrach- 
ten das mnnaklinoedriscbe System als eioe blosse hemirfJrische oder meroedri- 
sche Ausbildungsform des rhombischen Sj^stems. Dadurch wird .illci dings ftr 
die Berechnung der Formeo einige Erleicbteruog gewonnen, weil der schiefe 
NeiguQgswiakei C ein den CaleOl etwas er s c h we r endes BJement ist« AUebi die 
Sfmaetrie<VerhlliBiBse der monokHnogdrisdien Formen, der Mangel dreier aaf 



*) Es scheiut aicbt zweckmässig, wie jetzt oft aoeb io den Zeicboaogeo ge>cbiebt, 
4ie Hmptaxe schier, niiddi« BasI« borfateatal a« ilellM. Da«« 41er BefriiTder ffaepteae 

ist ilimer so anfgefasst worden, dass sie dirjcni^r* Axe isf, welcbe, selbst verlical ge* 
nXfWt, die AtiTrecbte Stellung der Formen bestinunt. Die <>rhiefe Lage der Baaif ist eSt 
wia die kliooedriscbeo Krystalisysleme vorzüglich charakterisirt. 
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eioander rechtwinkeliger Fiiuikoide und diT^icr (lcrp;loirfien Systeme von pn^m«- 
tiücbea Formea, diu voo der gewühaiicbco tiolaciiheu otll aulloliead abweichen- 
den AUeilungszahleD, die Selleoheit der im riiombiscben Systeme so gewoba- 
licli«ii ZwUlingsgetetze, und manche andere GrOnde ■teban jener Aofiebt ent- 
gegen { weshalb denn auch die meisten Krystallographea das nonoltliaaedriscbe 
System als ein cigentliümliches schief« inke!i<j:es Krysiallvvstcm anerkennen, wo- 
für sich sflmn fi'rf/iff'rr ork\Hvle^ iodem er es ein willkürliches Verfabien nnaolc 
alle monokliuoedriscbti Formeo auf ein rbotubiscbes Axensystem aarückfUbren 
SB wollen, obgleich irichei mlhMialiteh immer ndglich itt. *) 

§. 192. Vollsläudigc moiiokünoedrische Pyramide. 

Die Ptartmeler- Verhältnisse sind ira B4NiokHiioMrifchen Systeme wesenl- 
lieh dieflelhen, wie im rhombischen Systeme, so dass die in §. 162 mi^eÜHBilp 

len Betrachtungen auch hier ihre Anwendung finden. Denken wir uns nun 
ein endliches Parameter Wrhälfniss a : b : c, oder ma : rb : *c gegeben, 
dessen Glieder sich auf die Axe der r, der y und der z beziehen, and con- 
struireu wir uns den vollstiindigca InbegriU allrr isopar.iuielrischen Flächen, 
so gelangen wir stets auf eine von acht Dreiecken umschlossene Form, deren 
Mittelkauleu in eine Ebene, nämlich in die Ebene der Basis faUen, also auf 
dne solche Porm, welche eine Pyramide üherhaapt, uad eine nonokliRotf- 
drisehe Pyranide inaheeondere genaml wwden kami« 

Diese voll s I üudigeu mouüklinai-drii>chen Pyramiden, welche die ein- 
zigen geschlosseoen Formen Formen des Systems darstellen würden, 
nDteneheiden sich aber von den rhombischen Pyramiden darcb eine sehr aut- 
fallende Eigenschaft, welche eine nothwendige Folge des schiefen Neigungs- 
winkels zweier Axen isls nlmlicb dadurch, dass sie nlcbl von lanler gleichen 
und Sbniichcu, sondern von zweierlei verschiedenen Dreiecken ge- 
bildet werden, indem diejenigen vier Flachen, welche paarweise über den 
beiden stumpfen Winkeln C liegen, durch ihre Figur und Grösse von denen 
über den beiden spitzen Winkeln C liegenden vier Flächen abweichen. Die 
beiderlei Dreiecke haben zwar zwei »Seilen gleich, aber die dritte Seile un- 
gleich, und zwar die über dem stumpfen Winkel L'clegenen eine grössere, 
die anderen eine kleinere drille Seile. Die inonoklinot drischen Pyramiden 
sind daher keine einfachen Foriueu, sofern nämlich unter einer einfachen 
Form eine solche verstanden wird, welche von lauter gleichen und ähnlichen 
Flächen begränxl wird; sondern sie sind zusammengesetzte, and zwar 
s w e i f nc b zusammengesetzte oder dimerisebe Formen $ sie zeriUlen in 
zwei Purtinlformen, deren jede von zwei gleichartigen PlnebeniMMrett 
gebildet wird» und ffoglicb eine Hemipyramide genannt werden kann. Die 
eine dieser Hemipyramiden HlUt also in die spitzen, die andere in die stum* 
pfen Winkel, welche von dem orthodiagonalen und dem basischen Haupl- 
scbnitte gebildet werden i wir nennen jene die positive, diese die nega- 



*) Haadbicb der raabaaadsa KryilaUMMais, 1831, 8. fM. 
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tive Hemipyramid«*. *) Eine jede derselbrn hfsteht. nur aus zwei, einander 
parallelen Flächenpaaren, weiciie an und iür sieb den H;nim gar nicht aliseiLi^^ 
umschlicssen, sondern eine prismaloidische, offene Form i]:<rslellen Wörden. 

Dieser zusammengesetzte Cbarakter der monoklinoedriscben Pyramiden 
gewinnt aber noch dadurch eine ganz besondere Bedeutung, dass je zwei 
eorreiate oder c ompl em e n tä re Hetnipyramiden in der Wirklichkeil 
keineswegs nolb wendig au eioander gebuodcn, sondern vielmehr völlig uu- 
abhängig ▼on doaiMler sind ; Hss also bald nur die dne, bald aar die ao- 
dere zur Aosbildnng gelangt ist,. u4 data es so den Binder baufijfea Eracbei- 
ooagw gebjfrt, beide aa|;leicb und im vitflif^n Gleicbgewicbte aoi^iidet an- 
snlreffen. 

A nai. IMeaa ZaHlUai^ der noiioUiaoednscben Pyrtmidea in awei ver^ 
■ebiadese und nicht nolhwendig coexistirende Partialformen ist eine ganz b«* 

sondere, in der verscbiedeoen Lage und Figur ihrer beiderlei FfSchen begrün- 
dete Meroedrie, von welcher im rhombischen Systeme nnr seltene Beispiele be- 
kannt sind. Für die Combioaliooen des monokliuoedrisebea Syütems wird aber 
dereb dieae, Mcb gewisse prisoiatisebe Pormea betraffeade Merelfdrie eine gaaa 
eigeathamlicbe Erscheinungsweise bediiig^, welelie sie auf den ertleo Blick von 
den Combinationen des rhombiKcben Systems nntersrhrifien lässt, selbst wenn 
der Winke! C einem rechten Winkel sekr oabe kommea wA die scbiefe ftaaiB 
fast horLtontai erscheinen sollte. 

|. 193. Uebersicbt der Formen des monokliuoiidriacbeo 

Systems. 

Das moBoUiiMiidriscbe System fiberfaaapt IM aber felgeade Ardeii vob 
Forme« erkennen. 

i. Pyramiden von dem sa eben gesehildertin Cbarakter, welehe also, 
wenn beide Partialformen sogleich und in Gleiebgewiobteansgebildet 

sind, ak vollständige monokllnottlrisehe Pyra- 
miden erscbeinen. Jede solche Pyramide aerillll 

aber in eine positive und eine negative Hcmipyra- 
mide, welche von einander iinahhHfi^iir sind. Den- 
ken wir die schiele Basis gegen uns zuiallend oder 
nach vorn geneigt, so erscheint das vordere Glied 
der positiven Hemipyraniidc unterhalb, jenes der 
negativen Hemipyramide oberhalb der Basis, wie 
in beistehender Pignr. Die vollMiindige Pyramide 
bei dreierlei Pelkanlen, nSmlieh vier gteiebe ortbo- 
Fifrss. diagonale^ und swei kfinere scbirfere, sowie swei 

längere stumpfere klinodiagooale Polkanten, welche letzteren als die ebafak- 
lariatiseben nnd besonders wichtigen Kanten der einzelnen Heaupyramiden 
sn betrachten sind) ansserdem sind noch vier gleiche Miltelkanlan vorbanden. 

*} Die mgekalrls Bensosvaf wärde vIsAaieht issk s orlbsilbalksr ssib. 
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Der basischem und der orthodiagonale Hauplschnitt sind Rhomben, der klino- 
diagoaale Hauptscbnitt dagegen ist ein Rhomboid. Es giebl möglicherweise 
eine unendliche Mancbfaltigkeit von monoklinoedrischen Pyramiden, weichen 
aber allen die Cigenschafl 2Uikooimt, in zwei von einander unabhängige He- 
inipyramiden zu zerfallen. (HiUeich sie daber nur selten vollständig ausge- 
bildet vorkonnen, so ist es doqabei vieleo Betrfchtoogen sweekmSssig , sie 
in ihrer VoOstindigkeit vonmiJRtoeB. ^ - 

Aaseer deo Pyraoiiden spieleniSf neiSe Arten Ten offenen Formen 
eine lusserst wichtige Rolle ; dahin gehören eineslheils prismatisebe For- 
men, anderntheils Pinakoide. IKe prismatischen Formen aber sind, eben 
so wie im rhombischen Systeme, von dreierlei Art, je nachdem ihre Flächen 
dieser oder jener der Axen paraiio! lauPen : also verlicale, horizontale und ge- 
neigte Prismen, von denen eine jede Art in der Richlung ihrer Axe von inde- 
finiter Ausdehnung und unbestimmter RrL'iänzung zu denken ist. Indem wir 
abermals das Wort Prisma lediglich für die vertical-prismatischen Formen 
gebrauchen, die übrigen als Domen bezeichnen, erhallen wir folgende ünter- 
icheidang derselben. . • 

2. Prismen, sind 4, der Hanptaze parallelen Fliehen gebildete 
Formen, deren Querschnitt ein Rhombns iit$ da also ihrePISehen gleich 
breil und gleiehwertbig sind, so haben sie den Charakter von ein f neben 
Formen ; ihre Seitenkanten werden nach ihrer Lage als kiinodiagonale nnd 
orthodiagonale Kanten nnterschieden. 

3. Klinodomen, sind yon 4, der Kiinodiagonale parallelen Flüchen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhombus ist, weshalb sie sich 
gleichfalls als einfache Formen erweisen; ihre Kanten werden nach ihrer 
Lage als Polkanten und Mittelkanten unterschieden. 

4. Orthodomen, sind von 4, der Orthodiagonale parallelen Flächen 
gebildete Formen, deren Querschnitt ein Rhomboid ist; ihre Flüchen haben 
daher ungleiche Breite, indem die zw ei über dem spitzen Winkel C liegenden 
Flächen schmäler sind, als die zwei Sber den stumpfen Winkel fallenden Fli- 
ehen. Hieraua ergiebt ^ioh, dass jedes Orthodoma aus zwei nngleiebwer- 
Ibice n Fli^«pa|^n besld|t', und in zwei Partialformen zorftllt, welefie 
uMBHemid omen nennen, und als positives und negatives Hemidonm' 
unlerscheidtMi kann. Je zwei correlate oder zusammengehörige Hemidonmi 
sind in der Erscheinung eben so unabhängig von einander, wie je zwei corre- 
late Hemipyramiden , und dieses Verhältniss seiner horizontalen Prismen bil- 
det abermals eine hervorstechende Eigenthünilichkeit in der ganzen Anabii- 
dung des monoklinoedrischen Systems. ^ 

Die Pinakoide endlich sind gleichfalls dreierlei, nämlich 

5. das Basopinakoid oder die schiefe Basis, d. h. das der Basis paral- 
lele Flächeopaar; 

6. das Orthopinakoid, welches aus zweien, demorthodisgonalenUaupIr 

schnitte, und 

7. das Klinopiuakoid, welches aus zweien, dem künodiagoualen Uaapt- 
schnitte parallelen Flächen besieht. 
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f. 194. Hemipyraniden ond Hemidomen. 

Weil je zwei zusammengehörige oder correlate Hemipyramiden , und je 
zwei correlate Hemidomeo in einer solchen gegenseitigen Luabbängigkeit 
atoheo, dass aie in den Combinationen nur selten zogleicb, und noch seltener 
im VerbiltBine dea Gleiebgewiohleg nnitretea, so erinngt die BestimraBg 
ihrer aelbständjgen oder iaolirlen Eneheinnngaweiw eine noeh grSaaero Wieb^ 
Mlfuiif als die Beatimmang ihres genmoaehafUiehen Vorkommens in der toU- 
stSndigen monoklinoüdriscbea PTramide nnd in dem yollatindigen Orthodoms. 

Eine jede Hem i py rani ide stellt fiir sich allein einen Inbegriff von 
vier gleichwerlhigen, ihren iüinodiagonalen Polkanten parallelen Flächen, 
also eigentlich riiip offene, pri sni at o i(] Ische Form dar, welche sich 
jedoch von dm ri^'ontlirhen prismatischen Formen dadurch uiilerscheidel, dass 
ihre Flächen keiner der Axen parallel sind. Sie kann übrigens eben so 
wenig, als irgend eine prismatische Form, selbständig', sondern nur in Cora- 
bination mit anderen, ihre indeßnite Ausdehnung begränzenden Formen auf- 
treten. . ^ ' 

Jede'flemipyFunide heslehi' ans einem ob^lvad einem nnteren Gliede 
oder PlMehenpaare, welche, wenn sie mit dnäMrllam Durchschnitte kom- 
men, zwei schief Kegende Hittelkanten bilden, die den klinodiagonalen Pol- 
kanten |»arallel sind. Diese Polkanten sind übrigens als die wichtigsten und 
gewissermaassen oharakteristiseben Begrinzungs-Elemente der Hemipyrami- 
den zu betrachten. 'k' 

Bei der unbestimmten Begrämung der Hemipyramiden ist es zweckmäs- 
sig, ihrer Ausdehnung subsidiarisch gewisse Gränzen zu setzen, wozu sich 
besonders der basische und der orlhodiagonalc Hauptschnilt, als diejenigen 
beiden Ebenen empfehlen, welche scIkmi iu der voUsfändij^en monoklinoedri- 
schen Pyramide die Gränzen zwischen ihren beiden Pürtiairormen bestimmen. 
Da nun jede Fläche einer Hemipyramide mit allen drei llauplscbnitten zum 
Durchschnitte kommt, und da ihre Neigungswinkel gegen die Hai^ntschnilte 
eine besondera Wichtigkeit erlangen, so wollen wir diese Ihre dMMnl^rsee- 
ti^nen ond die ihnen entsprechenden Winkel unter den Namen der basi- 
Mhen, der orthodiagonaleiiand der klinodiagonalenRante 
fiihrdi.i * * ^ ir" ^> 

Ein jedes Hemidoma stellt für sieb allein einen Inbegriff von zijitf 
gleicbwerlbigen, der Orlhodiagonale parallelen Flächen dar, und ist daher in 
seiner geonfetriscbeo Erscheinungsweise ähnlich dem Basopinakoide nnd dem 
Orlhopinnkoide, unterscheidet sich jedoch von ihnen dadurch, dass seine Flä- 
chen nur der Orlhodiagonale, aber keiner der beiden anderen Axen parallel 
sind. Die Hemidomen bilden daher alle diejenigen einzelnen Fiächenpaare 
des Systems, welche möglicherweise zwischen der Basis und dem Orlhopina- 
koide vorkommen können, während sie, wie diese, in die Zone der Orthodia- 
gonale gehören. l 

Ea iat zweckmässig, den FUcben der Hemidomeii, wenn änch nicht in 
der Richtung der Orthodiagonale, so docb nach ipderen Richtungen eine be- 
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§|g Moookluioedriichet System. 

sünnile Begriosimg aDsoweiaeD, wozu sieh wiedenm der iMMisebe ond der 
orlbodiagoDale Hraptsehnitt, als diejeiugen beiden Ebenen eoipfbUen, welche 
schon in den volbtändi^n Orlhodoma die Gräozen seiner beiden Partialfor^ 
MM besümmen. Die beiden Kanten, welche jede Fläche eines Hemidomas 
niil diesen beiden Hauplschnillen bildet, können wir als die Polkanle und Mil- 
telk:)nip, odfr .Dich als die orLliodiagonaie und die basische Kante 
ües Uemidomas beaeicbuen. 

J. 195. Ableitung nnd Beseiefannng der Formen. 

Wollen wir sn ein«r geordneten Uebersicht der mancherlei Formen und 
Partiaiformen, sowie /n einer EtTisicbt in ihren gegenseitigen Zusammenhang 
gelangen, so müiisen wir eine allgemeine Ableitung derselben aus einer 
zweckmässig gewählten drundform voruchmeu. Zu solciier Grundform kann 
aber uur irgend eine Pyramide gewäblt werden, weil diese die einzigen 
Pennen sind, deren Flächen ein endliches Verbaltniss der Parameter 
haben; aneh wird die, in der Wirkficbkeit nnr selten erfiUlte VorMMsetcnng 
einzuführen sein» dass diese Grondpyramide yoHstindig, also aat beiden, 
gleichmässig ausgedehnten Parlialfonnen gegeben ist, weil ner dadurch aneh 
in den abgeleiteten Gestalten der Zusammenhang der correlatei Partiatfermen 
erhalten bleibt, und aar Anschauung gebraohtwird. - 

Wir bezeichnen diese vollständig vorausgesetzte Pyramide mit 
indem uns +P oder auch P schlechthin die positive, — P die negative Heroi- 
pyramide bedeutet. Die sie bestimmenden Grundelemenle, durch welche in 

jedem besonderen pRÜe die ganze Kryslallreihc cbarakterisirt wird, sind der 
conslanLe schiefe W i^ikei € oder und fl.is Verfiiüfniss der Parameter a : b ; r, 
vou v\ (-l< hen a in die Hauptaxe, b in die Klioodiagouale und c in die ürtbodia- 
gonale taill. 

Aus dieser Grundform leiten wir nnn. j^erade so w le in den vorbert^t-iun- 
deu Krystallsy&tcmtii, zuvörderst durcb alleinige V'eräuüexuug der Uau^l- 

aJLO nach einer Zahl m, die thdls > theils < 1 sein, und e i n erS e i te bis oo 
«iehaen, anderseil» bis 0 abnehmen bann, eine Reihe von Pyramiden ah| 
welehe sKmBtlieh durch die Coincidenz oder den Parallelismus ihrer MilteU 
kanten mit den Mittelkaateu dar Grundform charakterisirt sind, und, wegen 
dieses unmittelbaren Zusammenhanges mit der Grnndpyran y ie , mwie als die 
ersten Resultate der Ableitung abermals Protop yr.imiden genannt wer- 
den können. Als Gränzform dieser Pyramiden erscheint einerseits das Pro- 
toprisnia, oder dasjenige Prisma, dessen Flächen den Aliltelkanlen der 
Grundrurm parallc! sind, nnflersciis die schiefe Basis, oder das mit ihr 
aequivuleutc üa^upiuakuid. Wälireud uuu ai>är jede Prolopyramide in 
zwei, von einander unabhängige Partialfennen zerfilUtt so ist solches mit die- 
sen beiden GrÜnzformen nicht mehr der Pall, weshalb sich denn die Beihe der 
Protopyramiden oder die Grund reihe des Systems in Ngsader Weise her- 
autsteUt: 
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Formea desselben. 
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. OP . . . . ±wP .... ±P ... . ±mP .... ooP. 

Die ferneren Ableitungen erfolgen in diesem Systeme auf ganz ähnliche 
Art, wie im rhombischen Systeme (S. 272), indem erst die eine, dann aber 
die andere Diagonale der Grundform als veränderlich eingeführt, oder mit 
einer Zahl n multiplicirt wird, welche stets > 1 ist, und bis <x> wachsen kann. 
So erhalten wir aus jedem Gliede ±mP der Grundreihe zwei neue Reihen 
von Pyramiden, von denen die eine durch Vergrösserung der Orlhodiagonale 
bei constanter Klinodiagonale, die andere durch Vergrösserung der Klinodia- 
gonale bei constanter Orlhodiagonale abgeleitet worden ist, während jene den 
klinodiagonalen Hauptschnitt, diese den orlhodiagonalen Hauptschnil! mit 
±wP noch gemein hat. Wir würden diese beiden Arten von Py ramiden, mit 
Beziehung auf diejenige Diagonale, durch deren Vergrösserung sie abgeleitet 
wurden, als orthodiagonale und klinodiagonale Pyramiden zu unterscheiden 
haben, erlauben uns jedoch dafür die abgekürzten Namen Orthopyramide 
und Klinopyramide in Vorschlag zu bringen. In der Bezeichnung aber 
können wir sie dadurch unterscheiden, dass wir das Grund-Element P ent- 
weder mit einem horizontalen, oder mit einem geneigten Striche versehen, 
und demnach ±wP/i als das Zeichen einer Orthop)Tamide, dagegen ±frrPw 
als das Zeichen einer Klinopyramide einführen. *) 

Je grösser der Werth von n ist, um so bedeutender wird sich die Or- 
thopyramide ±wP/< nach der Orthodiagonale in die Lange gestreckt zei- 
gen ; ist zuletzt n = oo, so hört die GoslaU auf, eine Pyramide zu sein, und 
verwandelt sich in ein Orthodoma ; daher wird ±wPoo das Zeichen eines 
vollständig ausf^cbildeten Orlhodomas, welches jedoch nach §. 194 in zwei, 
von einander unabhängige Heniidomen, in mPcx> und —mPoo zerfällt. 
Aehnliche Resultate ergeben sich fiir die Klinopyramiden je 
grösser die Zahl n ist, um so bedeutender wird eine solche Pyramide nach der 
Klinodiagonale in die Länge gestreckt erscheinen; wird zuletzt n = oo, so 
geht die Pyramide in ein Klinodoma über, dessen Zeichen daher allgemein 
wPoo geschrieben werden muss, oh ne Vorsetzung der Zeichen -h und — , 
weil ja die Klinodomen einfache, mit allen vier Flächen ausgebildete For- 
men sind. ^f** ''^'^ 

Da übrigens diese doppelte Ableitung aus jedem Gliede der Gmndpcine 
vorgenommen werden muss, so ist sie auch für das Pro toprisma ooP in 
Anwendung zu bringen, ans welchem sie uns einerseits auf verschiedene Or- 
thoprismen ooPn und auf das Orth o pi n a koid ooPoo, anderseits auf 
verschiedene Klinoprismen ooP/i und auf das Klinopiuakoid ooPoo 
gelangen lässt; womit denn alle Ableitungen im Gebiete dieses Systems er- 
schöpft sind. 

♦ 

•) Dieses von Ritgen^ im Neuen Jahrbnche Tür Min. 1833, S. 266 f. Treilich in einem 
etwas anderen Sinne vorgescblagene Uilfsraillel der Beieichnung scheint mir zwerkmis* 
fliger, als das von mir bisher gebrauchte Mittel, die Zeichen der klinodiagonalen Formen 
in Klammern eiozaschliesseo ; daher ich mich desselben künftig bedienen werde. . i. . 
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Anm. Wie nan 4ie liaaitliebeD RMiiltale dieter Ableitungeo m «Imb 
redaogiilVreQ Schema auf Qbersichtlicbe Weise zo8aiuraens(ell«n kann, dar- 
Qber sind meine AnriiogsgrOnde der Kryslallographie 2. Aufl. S. 24S Dtcbzo- 
seben. Nocb eiofacher ist eio triaDgulttres Schema, welches auf ganz ahnticlie 
Weise za construireo ist, wie das S. 273 stehende Schema des rhombischea 
Systems. Beide Schemata gewähren eine einfache and wohlgeordnete Ueber- 
«cht des gauea Kryslalbystemi. 

j. 196. Berechnung der moDoiclinoedrischen Formen; 

Signatur der VVinkei.^ 

Bei der Berechnung der monoklinoi^drischen Formen werden wir su- 
■üefasl die Pyramiden zu berücksichtigen haben, weil solche, eben so wie 
im rhombischen Systeme, als die aligemeinen Repräsentanten aller übrigen 
Formen zu betrachten sind. Da jedoch diese Pyramiden in der Regel nicht 
vollständig, sondern nur in einer ihrer beiden Hemipyramiden ausgebildet 
vorkommen, so bat auch die Berechuung der vollständigen monokliooedrischen 
Pyramiden eine weit geringere praktische WicbligkeiL, als die Berechnung 
ihrer euiz,eluea Hemipyramidea. Lebrigeos brauchen wir die Rechnung zu- 
irik^ttl nur lEr Üe Grand form oder for irgend emt Form von dem Part- 
meler-VerhSltDisse a t ^ i e darehsnfnhren, weil die flir sie gefnmleoen Re- 
aaltale auch für olle übrigen Formen gelten, wenn man nur die densellten 
entsprechenden Abteitiingswblen m ond ji den betreffenden Grundparamelem 
a, b nnd c als Faetoren vonetzl« oder nach ma statt und nb oder nc statt 
6 oder e schreibt. 

In der nachstehenden Figur erscheinen neben einander awei correlate, 
niieh §» 194 dnreh den basischen und orthodiagoaalen Haaplschnitt begrimBte 
Hemipframiden von dem Parameler>Verhältnisse a : b : und von dem schie- 
fen Axenwinkel C oder so dass das rechts stehende Bild die positive» das 
links stehende Bild die negative Hemipyramide darstellt. Wir haben uns iwn 




Fig. 84. 



zuvörderst über die Signatur gewisser Winkel zu versländigeii, welche bei 
der Berechnung einer jeden Hemipyramide zu berücksichtigen sind. Zu dem 
Ende hezeichnea wir in Jeder positiven üemipyramide : , 
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die basische Kanlc mit .IT, ^ 
die orlhodiagon:iIc Knntn mit 
die kÜDodiagoDale Kante mit 
und lassen dieselben, mit Accenlen versehenen ßuchsfaben, ;iLso .V, Y' 
uud Z iur die gleicboaiaigeu Kaulen der oegativeu ilemipyrauiide gelten. 

Die HauptsebnittwiBkel, weldw ven grower Wichtigkeit sind, 
beseiehneii wir in jeder positiven Hemipyramide, wie folgt: 
den Winkel der Kenteitlinie Ä gegen die Orlbodiagonnle mit 

- - - - - . . Klinodiegonale mit 
• • - . y . . Hatiptaxe mit ^, 

- - - - • . - Orthodiagonale mit i^, 

- - - m Z • - Klinodiagonale mit 

- - - - . . _ Haaptaxe mit /. 

In der negativen lleniipyrainide haben die Winkel (), e, und tj die- 
selben Werthe, wie in der correlaten positiven Hemipyrainide) wogegen die 
beiden anderen Winkel verschieden sind, weshalb wir sie mit j und i\ so 
wie den Bf sie giltigen Neigungswinkel derAxea» mit / beieicbnen 

wollen. 

Uebrigeni ergiebt dcb onmittelber «ns den VerhältniMen dei Axensjr- 
siemi, diis 

y -f-T + t = 180« 

Nach diesen vorläufigen Bestimmungen verschreiten wir zur Berechnung 
der Formen selbst. 



§. 197. Berechnung der Hemi pj^r a ui i d en. 

In jeder Hemipyramide sind es besonders die Kanlenlinien, die llaapt- 
sebntttwinkel und die Kentenwinkel, um deren Kenntniss es sich handelt. 

1. Rantenünien. Unter Voraussetzung des Parameter -VerbUtnisses 
ai ht e bestimmt sieb in der tiemipyramide ±P 

die Mittelkante ^ = 

die oribod. Kante Y = V^±^ 

die klinod. Kante Zae /««H-^^Sa^C, 
in welchem letiterea Aasdrucke das negative Zeichen IBr die positire, das 
positive Zeichen für 4ie negative Uemipyramide gilt. 

2. Hanpisehnitt winke!. Diese Winkel bestimmen sieb ans den Grand- 
Elementen des AzensTStems, wie folgt; es ist 

tangdasj, tangas^, 
tong^«|*i Ungi/=j, 

21 
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as'inC bs'mC m 

Einige dieser Winkel lassen siuii Iciciit durch die liautcuwiukel Uetylioimeu ; 
es ist aämlioli 

_ eos2 «osZ' 
t, eosZ cotZ' 

cos*« -r— s> = -.— V> > 



cosAT ^ cos.ir 

C08V « -s-y , COSX = -I— f 

cos }' , OOS K' 



Anm. In 4er Praxis »t es oft wichlig« avcli di« PIlehoniriBkel dar 
Heniipyramiden d. h. die ebeocn Winkel ihrer Flaeben, und twar keaenders die 

deo beiden Kanten .V und )' gcgenOberliegenilen PIffclienwiokei jtn kennen; be- 
zeichnen vi'n (üosc beiden Winkel mit | und v, so findet sich: 
co&l = ) l olZ, cos|' = coty 'coJZ', 
s (-(»MM-US«, s= cosOcose , ^ 

1. \nn"t ^ langt' "'i*" 

eest/scotAcolZ, eosv' an «otjT'cotZ', 

KCOSCeMr, aeCOSMOSr^ 

taner , tunar' 

lang« tangf 
«os^* cosA"* 

3« -Kanlen Winkel. Der allgemeine Ausdruck für den Cosinus des Nei- 
gungswinkels zweier Flächen F und F' in einem monoklinordrischen 
Axensysteme lässt sich aus dem, S. 44 für ein Irikiinoödriscbes Azen- 
system aufgeiundencn Ausdrucke ableiten, wenn man in selbigem 

a = 90«, ß^m*, y^C 

^=90», Ä = yuo, 

setzt, wodurch die drei Grössen y/', B' und C folgende Werlbe eibailen: 

v/' = 0, fl' = 0, 6 = cos 6'. 
SubsUtttirl man alle diese Werlhe, so folgt ganz allgemein 

Da uns nuu ;£UDächsl nur die Itanlen A', }' und Z, oder die Neigungswinkel 
der PyramidenOiehc gegen die drei Hauplscbnille interessiren, so haben wir 
statt der nweilen Fläche F', deren Parameter in diesem aligemetneB Ans- 
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droek« mit a\ b' und c bezeichoet sind, saccessiv die Basis, den ortliodiago- 
nalen und den klinodiagonalen f!nu|)tschiiiU einzuführen, deren Gidebungen 
ar = 0, // = OntHl ? = O sin(l. Behalten wir also die Buchslaben c, * und 
c bei, und sotzcn wir erst a' = 0, dann 6' = 0,<iiim1 eodlioli c'aO, >0 be- 
•iiaimeu sich die gtsttdiUo Winkel wie foli^t: 

^ ^ . 

. abs'mC 

OOSZss — 

1 n 



in welchen Ausdrücken /Ä= |/lV-i-cVH-a*Ä*sin*C— iff^c'cost' ist. 

Diese Werlbe gelten zunächst für die positive Hemipyramide ; für die 
negative Hemipyramide ist sowohl im Zähler als im Neooer das mit cosC 
behaftete Glied mit entgegengesetztem Voneichen, also positiv einzuführen. 

In der Praxis wird man es Jedoch immer vorziehen, diese Kantenwinkel 

aus dfn Hatiptschnittwinkeln zii bcrrr Iincn, durch welche sie sich sehr ein- 
fach besümmen ; es ist nämlich in jeder p«$Uiveu oder ae|paüvea Hemipyra- 
mide : 

V taner ^ ^, lanffr' 



snie ^ s»n« 



® SlOi ' * S10( ' 

taoge Ungc 

sinr ' sinf'* 
Diese irigosometriMsfae Bereebnung empfiebll sich schon deshalb, weil man 
die Haoplsebnittwiiikel ohnedieat berecboen mass, iodem selche bei den mei- 
sten Problemen eine sehr wichtige Rolle spielen. 



§. 198. Allgemeine Branehbarkeit der gefnndenen Resultate. 

Die in dem vorhergehenden Paragraphen gefundenen Resultate, welche 
sich zunächst auf die Grundform, oder auf irgend eine unbestimmte Pyramide 
von dem Paraincler-Verhällni^se rf . h : r hc/.iehen, sind desirn^'e^-ichtet all<;e- 
mein brauchbar für alle moj^iu ln ii I im incu einer Kryslalli rilu:, wenn man zu- 
vörderst statt fl, b und c die belrctieuden Grundparainelcr a, b und c, und 
hierauf die den übrigen Formen entsprechenden Ableitungszahlen m und h 
als Factoren vor a und b, oder a und c einführt. Man bat also 
für irgend eme Protopyrauiidc //<P, ma stall a, 
Cur kgend eine Ortbopyramide mPn^ ma stall a, und ne statt c, 
für irgend eise Klinopyramide mPji, ma statt und jib statt h 

21* 
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einzuführen, um dieselben ReaulUie für eine dieser drei Arten von Pyrami- 

den gellend zu wachen. 

Was die drei Aitcn von prismatischen Formen belrilfl, so braucht 
man fflcichlalls zunkchsl nur dicjenigea zu berechnen , welche unmiltelbar 
lUiL der Grundform oder mit der Pyramide von dem Paiameler-V^erhälUüsse 
g i b t e TfrlrandeD sind. 

1. ßerecliMuitg der Prismen. Setzt luan in den Resultaten des §. Id7 
a = oüf so folgt für das Protoprisma ooP 

eewC 

e 

bainC 

daliei bedealet X den Winkel, welohen die prismatischen Flächen mitdw 

Basis bilden. Da für ein jedes Prisma t^C Ist, so beslimBt rieh aiieh 

^ tangC . c 
langjr= , wo Ungc=^ , 

tancZ«?^--^ 
'^^^^ sin6^-*sinC- 

Diese Ansdriicke gellen für jedes Orthoprisma ooP«, wenn man nc statt 
und für jedes Rlinoprisma ooF«, wenn man statt h seist. 

2. Berechnnng der Rl i n odom en. Seist man in den Resolltlen des |* 197 
& » 00, so folgt für das RUnodoma I^oo 

AsinC 

€0sZs ^"i . = rinJT; 

wobei F den Neigungswinke! f^rr dnmritischeii Flriclien ;4o;;en den orlliixiiago- 
naien Haupt. schnitt bedeutet. Üa leruer für jedes Künodoma 4b 6' ist, so be- 
stimmt sich auch 

ta««r= wo t.ng^= 1 , 



langZ« 



sin^ 



siü6' osinC' 

Diese Ansdriicke gelten für jedes Klinodoma mPoo, wenn ■lan »« stall e 
seist. 

3. Berechnung der Hemidomen. Setzt man endlich in den Resultaten 
des |. iV7 c sBB 00, so folgt zonlekst für das Hemidoma Pbo 
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a^bcosC 

''''^^^ yä*^b^-2a6c^ ' 

eosZsO^ also Z = 90^ 
Da aber in dem Hemidoma die WiDkei Ä und t, Y und i eiatiider gleich 
«od, so wird ancli 

y aslnC 
^— acosC 

Fuhrt man lo allen diesen Ausdrucken cosC negativ ein, so verwandeln sie 
sieb in diejenigen, welche dem negativen Hemidoma — Poo euLsprecbea j aiäo 

b-hacosC 



^ ya*'hb*+2abcosC* 

Alle diese Werlhe eher 'gellen 'ganz aNgemeiii für irgend ein 
±4iPoo, weim man in ihnen sm slalt « setst 



j. 199. flemimorphismus in nonoklinolfdrisehen Systeme. 

Zwar bat Pasteur an einigen Salzen, wie z. B. am weinsteinsaureu Am- 
moniak, eine Art von Hemiedrie beobachtet, welche jener des rhombischen 
Systems analog za sein seheiot; da sie jedoch eine sehr antergeordnele, nnd 
selbst nach ihrer Geselzmissigkeit noch nicht völlig conslatirte Erscheinnog 
ist, so lassen wir sie noch einstweilen anf sich berahen. Wichtiger ist der 
xnweilen vorkommende Hemimerj^mos, welcher unter anderen am Bobr^ 
«Icker nnd an der Weinsäure in sehr ansgeieicbneler Weise vorkommt, nnd 
zaerst von Hankel nachgewiesen, spiier von Emil aiisfiihriicher nnr 
Darstelkinf!^ j^ebracht worden ist.*) 

Dieser Hemiraorphismus findet in der I^iohtung der Orthodi agonale 
Statt, so dass also die Kryslalle des Zuckers und der Weinsänre sehr hänfig 
an dem rechten Ende dieser Nebenaxe theilweise durch andere Flächen' 
begränzt werden, als an dem linken Ende \ eine Ausbilduogsweise, welche 
nebt nnr anf die ganne Erseheinnog dieser Kristalle einen weaenilicben Ein- 



*} UanM^ ia Poggead. Aoo. B. 49, S. 495 ff. aod ^ o^, im Joora. flir prtkt. Chemie, 
B.38, S. IJMK 
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tluss au»ui)l, :>oiideru auch mit ihren pli vsi«>clieii Ei^cuscbaflen im genauesten 
Zusamnieuhauge steht, indem der IIi'iitiin<)rphi<;tntis Iiier, wie in andereu Hry- 
stallsyslemen , eioe polare Pyru-Eleli.U-iciläl der Kryülalle iu der Hicht4ing 
der hemimorphiseheD Axe bedingt. 

Nach dea von ff^'u/J/' niit<,'ciheUtcn Messuogea iat im Zocker C oder 
^ 7=:76»44\ und a:b!C«0,688:l; OA 

also bcosCss^, wodurch uds nach §. 204 
die RaUoDalitat der Tangenten -Verhältnisse 
tauiozonaler Kanten verbürgt wird. Die bei- 
stehende Figur stellt eine Combinalion dar, in 
welcher sich der Heraimorphismus besonders 
aulTallcnd kund gicbt. Dieselbe besieht we- 
sentlich aus dcu Foniicii 
OP — P deren wichtigste \\ iiikel sind 
ooP =31, M : M' = 79» 0' 
ooPoo=:=L, P :L s 103 16 
Peoso, £ : 9 » 115 16 

-Pooastcr, t tV » 133 19 

An der linken Seite dea Krystalls erseheinen jedoch ausser den PlXchen J# 
noch die Flächen t, welche der Hemipyramide — P, und die Flächen r, welche 
dem Klinodonia Poo angehören, während dieselben Flächen an der rechten 
Seile des Kryslalls vcrmisst werden.*) Offenbar ist diese Ausbildungsweise 
als rine hf^miniorphisclie in der Richtung der Orlhodiagonale, nicht aber als 
eine lii iiiii ilrii> zu erklären, weil ja der iit nuiiiarphismus die LlAii»ten7. 'j^lei- 
cher Mai iieu au beiden Enden der ihn besliiuiuendeu Axe, wie hier der Mä> 
chen Jy, keiueswcges ausschlie&st. 

Ganx Ihnlich verhalten sich die Rrystalle der WeiMturet snr mit den 
Unterschiede, dass in ihnen die Flüchen der Hemipyramide — P and des Kli- 
nodomaa l^oo auf der rachten Seile der Orthodiaconale auHnten. 



Bwtitn Cqittel. 

Combiiimtioiien und Zonen des monoklinoedrisohen Systems. 

J. 200. Allgemeine Betrachtung über die Gombinationen. 

Die Gombinationen des monoklinoifdrischen Systems haben eine grosse 
allgemeine Aehnlichkeit mit denen des rhonihischcn Systems, von welchoi 
sie sich wesentlieh nur durch die schiefe Lage der Basis, durch das Auftreten 

der Hemipyrainiden und Hemidomen, sowie tlMrrli die mehr oder weni<^er 
willkürlicbe Wahl des Axensyslems unterscheiden. Währeud nämüch im 



^' In mnnrhfri Krystatlen üind nur die Flüchea r, in andera BIT ÜO fUllhSB f TMr 
bandco, aber immer blos ciMcitig aaf der liokea Seite aui^geltildet. 
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rhombischen Systeme alle drei liuordiiiat-fc^beiien uud somit alle drei Axen 
ihrer Lage nach absolul bestimmt sind, so ist dicss hier nur mit einer Coor- 
diDat« bene und mit einer Axe der Fall. Der klioodiagonale Hauptscboilt 
ist die einzige absolot bestimmte und gar keiner willkürlichen Denlung un- 
terworfene Ebene, wie er denn aueb aHein eine symmetrisehe Halbirung aller 
Formen uud Combinalionen gestattet ; und eben so ist die Orlho(]ia<;onale die 
einzige absolut bestimmte Axe, Die beiden anderen Coordinat-Ebenen und 
die beiden andrnvi Avon <|;iir«..ron ^j^j mrlir odor weni'i;er unserer willkür- 
lirlioM Rpstimoiuug übcrlasscu , iuilem sich möglielierweise je zwei rerschic- 
dPiii\ III ilip Zone der (^rthodia^nnale fallende Plächenfiaare als basischer und 
als orüiotliagonalci' lluupt^cbnilt betrachten htssen. ludes^ieii v^ini in den 
meisten Fallen die Beschaffen beit der Combinationen ein sicheres Aohal> 
lau fiir die Wahl dieser beiden Coordinat-Ebenen , oder, wis dasnibe ist, 
IBr die Wahl der Hanptaxe und der Rlinodiagonale darbieten. Man hat dabei 
gans vonOglieh auf die vorwaltenden Zonen, auf die besonders vorherrschen- 
den Formen, bisweilen aueh auf die vorwaltende Lüngcnausdehnung der Kri- 
stalle und auf andere Verhältnisse Rücksicht zu nehmen, jedenfkils almr einen 
10 kleinen Werth des Winkels C oder y zu venneiden, 

Naclidem so die Basis und der orlhodiat^nuMlc j| luptsrhnilt . oder (iie 
llauplaxe und die Klinodiagonale gewählt sind, so sondern sich, nach der 
l^age ihrer klinodiagonaleu Kanten, die verschiedenen vi erflä e higcn For- 
men in Prismen, Klinodomen und Ileuiipyramiden, die noch übrigen zwei- 
f Uch igen Formen aber erhallen die Bedentnng von Hemidomeo. 

Ans den vorhandenen Hemipyramiden wühlt man dann diejenige als 
Grundform, deren Verhältnisse zu den übrigen Formen sie vorzugsweise 
dazu geeignet erscheinen lassen. Dadurch wird auch das Verhältniss der 
Grundparameter a:b:e für die betrefTende KrystaUreihe bestUMil, 
weiche nnn erst in allen ihren fciiemenlen Uxiri ist. 

A n m. Bisweilen wird die nrundroi in vollst n d i g ausgebildet sein. 
Weil aber je zwei correlale Hemipyraniiden, ohne der Hediagung einer nnlh- 
weadigen Ciocxisteoz uoterworfeo zu sein, durch die liicntiiat ihrer I'ai-dmeter 
so böig mit einander verknöpft sind, das» mit einer derralbea zugleich die 
andere gegeben ist, so bedarf et aach nur der Ausbildung einer der Bemi- 
pyraniideo der Grandforn, am diese selbst und daher die ganze Krystallreibe 
aat'h ihren f jiMcndimensionen 711 hc'slinnnen. Sind gar keine Heraipyranii- 
den, oder ist keine ztir f>rund(uriii geeignete ilemipyriiUMde vorhanden , so 
schliesüt luao au» deo VerhiiI(Disseo der übrigen Foruica auf dasjenige Paraiue- 
ler-Verhiltaiss, welches am vorUieilhaflestea au Grunde na legea ist, oder be- 
stimmt doch weaigsleas diejeaigen Gliedw desselben, welche sieh aas den wirk- 
lich vorhandenen Formen noch ableiten lassen. 

Wie dureh die Wahl der Hanptaxe und Kl i nod i a go n a I e die ver- 
schiedenen Formen und Parliallurmcu im Allgemeinen als lleinipvramiden, 
Prismen , Klinodomen und Hemidomen unterschiedeu werden, so bestimmen 
SH h durch die Wahl der dir und form die verschiedenen Arten der Hcmi- 
pyramiden und l'nsuieii, Humil denn die blose uomenclatorische oder allge- 
meine Eotwickelung der Gonbination votlsogen ist. 
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§•201. Theorie der binireo Conibiiittionan. 

Die besondere Entwickclung der monoklinoi*(lri?rehen Combinationen, 
welche einp Restimmunj^ der krystallographischen Zeichen ;iller Formen und 
Parlialformen ei lordert, berulil, wie ia allen Krystallsyslemen, so auch hier 
tbeils auf der Thcune der biuäreoi GombinaUonen, theils auf der ^ooenlehre, 
tbeils auch auf Messungen. 

Was nun die Theorie der binären Couibiualiüuen betritft, so ist solche 
in der Hauptsache keine andere, als jene der bioärea rhombischt n (^)nibitii- 
Uonen. Nur hat man dabei das sellisiiindij^e Auftreten der Parti, illorrneii zu 
berljcksichtigen, weshalb es denn uotiiig wird, diese Theorie zuuachsl nur auf 
die CombinationeD zweier Hemipyramiden zu gründen, wobei oatöriidi 
eine ZntchKrTang der Polkankea nur noeh fSr die klinodiageieleD PolkaDleo 
Statt fiodeii wird, während neb solche for die orlhodlagoneiea nnd die bati- 
sehen Kanten in eine blose AbsUunpAing verwandelt. Ebenso werden die 
vierlliebigen Zuspitzungen der Ecke in Ziischärfungen derselben übergeben, 
und in gleicher Weise werden die Gonbinations-Verhältnisie aller übrige 
Pomen in ihrem wörtlichen Ausdrucke angemessene Veränderungen erleiden, 
wie solche theils durch die andere Benennung der N>benaxen. theils durch 
das Vorkommen von Hemipyraniiden und Hemidomen bedingt werden. Diess 
gilt selbst für die Combiiialtonea derjenigen Formen, deren Flächen in die 
Zone der Haoptaxe fallen, und deren Verhältnisse in diesem Systeme genaa 
die^selben sind, wie im rhombischen Systeme. Dagegen stellen sich die durch 
die Ableilungszahlen aosgedrSeklen nnnerischen Bedingungen der 
Teraehiedenen Comhinalions-VerbSltnisse im monoUino^riseben Systeme mit 
denselbett Wertben heraoSt wie in §. 170, weshalb wir es denn aneh dem 
Leser nberlassen künnen, steh die Theorie der binären Combinalioaen in der- 
jenigen Ausdmcksweise abzuleiten, wie solche dem Charakter des monokli- 
no^driscben Systems gemäss erfordert wird. Uebrigens gehören binäre Coio> 
binationen zu den minder häufigen Erscheinungen des monoklinoedrischen 
Svstcms. in dessen eigenthiimürhf n V^erbäitnissen die Bcdinj^rung zur AiLsbil- 
duug mt Ii iv id liger Combinalionen gegeben ist, weil jede einzelne Parlialform 
als eine besondere Form mitzählt. Daher stellen sich denn auch schoo die 
gewöhnlichen, einfacheren Combinationen meist als dreizäblige, vierzäfaüge 
oder mehrzählige Combinationen dar. 

Eine ganz besondere Wichtigkeit für die Entwickelung der Combinatio- 
nen erlangt die L a der Combinalionskanlen, deren LnterscheiduDg 
in heleropola re uud amphipolare Combinationskanten hier noch jachr 
als in den bisher betrachteten Kryslallsystcmtu ihre Anwendung hudet, wobei 
nicht nor der Gegensatz von oberen nnd unteren, sondern auch der Gegensalx 
von vorderen nnd hinteren Fläeben geltend zn machen ist. Sehr häufig sind 
die Gomhinalionskanten xweier Formen einem derHanptsehnitte parallel, 
und für solche Fälle ergehen sich unmittelbar aas den Resultaten dw Abtei- . 
lung folgende allgemeine Regeln. 
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1. Je zwei Formen, deren Comhinationskanten dem basische a Haupt- 
scbüiile parallel sind, iiabeu Uadseibe Verbältai&s der Kliuodiagonale uud 
Qrüiodiagonale ; sie «ad alti» gleieboimig, iin<LliibeB 

t. Je swei Formen, deren heteropoUre GonbinationskaBlen den Ortho- 
diagonalen HanpUcbnitte parallel sind, haben dasselbe Verbaltoiss 
der Hanplaze und Ortbodiagonale j sind sie biso 

a. gleiebnanig, nnd zwar 

, . . , .mm 

a. ortüoQiaL;üuai, so ist — ; =: — , 

n n 

i9. klinodiagonal, soistm'ssm, 

m' 

b. ungleiehnamig, seist -,^m, wenn sieh die aeeentuirleB Bneb- 

n 

Stäben auf die orthodiaf^onale Form beziehen. 

3. Je zwei Formen, deren heteropolare Combioationskanteu dem kiiao- 
diagonalen Hauplscbnitte parallel sind, habea dasselbe Verbällniss 
der Hauptaxe und Kliuodiagunalc j :>md sie also 

a. g 1 e I c Ii n a in ig , and zwar 

a. or th odiagonal, sojstm' = m, 

/J.klinodiagonal, seist ^ = 

b. nngleiebnamig, so ist m's^, wenn der accentoirle Baebstabe 

anf die ortbodiagonale Form belogen wird. 
Man wird sehr oft Gelegenheit haben, von diesen einfochen Regeln Ge« 
braneh sn maebea. 



§. 202. Zonen des monoklinoedriscben Systems. 

Die Zonenlebre des monoklinofe'drischen Systems stimmt in allen wesMit- 
lirhpn Puncten mit jener des rhombischen Systems überein, sofern es sich 
nämlich um die Bestimmung der L n ge der Flächen und ihrer Ableitungs- 
zahleu bandelt; nur die Namen iler Zonen und der ihnen tributaren For- 
men erleiden eine, der besonderen Aümenclatur des Systems entsprechende 
Aenderung. Die einzige wesentliche V^erschiedenheit betriffl den Werth der 
Tangente des Neigungswinkels zweier tautosonaler FlSehen, wel- 
cher aocb fQr die Rattonalitat der Tangenten-VerhSltntsse anf eigenthfimlicbe 
Bediiignngen gelangen Usst. Daher wollen wir in diesem Paragraphen die 
wiehligsten .Zonen nur nach den Posilions-VerbXllnissen ihrer Fliehen, im 
nächsten Paragraphen aber die Tangente des Neigungswinkels tautozonaler 
Flächen betrachten. 

Die wir!it;<;ston Zonen des monokUnojidrischen Sysleas sind: 

1. die Zone der Uauptaxc^ 

2. die Zone der Orlhodiaf^miak!, 

3. die Zone der Hlinodiaguuaie, 
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4. die Zonen der basischen Kanten der Heniipyramuit-it, 

die Zonen der künodiagouulen Polknnten der Heniipvi amiden, und 
6. die Zonen der orthndiagonalen Kauleu der Hemipyramiden. 

nie drei erslen, den Axeo enUprechendea Zoneu sind sehr teiehl za eat- 

wjckein. 

1. Die Zone der iiauptaxe begreifl die sämmtlichen verücaleii Prismen 
und die beiden verticalen Pinakoid»*, aUo das I'iotoprisina -\;P, alle Or- 
Ihoprisincn ooP« , alle Klinopri^meu ooP/i, das Ürlhopinak«)iü coPoo 
und dds lilinupiriaküid ooPoo; sie stimmt nach allen ihren VerhülUü&seu 
mit der gleichnamigen Zone des rhombischen Systems überein. 

2. Die Zone der On ho diagonale begreiit die sämmtlichen ürthodomen 
in ihren beiden Partialf ormen, die Basis und daa Orthopinakoid, alio alle 
positiven Hemidomen mPoo, alle negativen Henudomea — mPoo» OP 
und ooPoo. 

3. Die Zone derRlinodiagonale begreifl die slünmüichen KUnedonen 
fli^oo, das Basopioakoid OP nnd das Klioopiuakoid ooPoo, 

4. Die Zonen der basischen Kanten einer Hemipyramide stehen unter 
dem Gesetze derselben Zonengleichung, wie die in §. 175 erläuter- 
ten Mittelkantenzonen der rhombischen Pyramiden, weshalb sich denn 
für sie folgende Kesoltate ergeben : 

Diejenigen Farmen, welche in die Zone der basiseben Kanten .einer He- 
mipyramide Flächen zu liefern vermögen, sind: 

a. wenn die Zonenlinie die basische Kante einer P ro t o p > ra ni i de ist, 
die Basis OP, alle mögliche +mP oder — mP, unddasProtoprismaooP; 

b. wenn die Zonenlinie die basische Kante der K Ii n o py r a ?ni de P/i ist, 
alle mögliche KKnopyramiden mVu mit gleichem W eiihe von das 

Klinuprisma ooP// und die Basis OP; 

c. wenn die Zonenlinie die basische Kante der Orth opyraini de P/< ist, 
alle niöii;liclie ')[ thopyramidrn //>Vn mit gleichem VVerthe voi> «, das 
Orliiüprisma ook^/i und die ßa^is OP. 

5. Die Zonen der klinodiagoualcn Polka ii Leu einer Hemipyramide 
haben genau dieselbe Zonenglcichung, wie die in §. 170 erläuterten ma- 

. krodiagoualen Puikaulenzoncu der rhombischen Pyramiden, und die für 
sie giltigen Resultate sind im Allgemeinen folgende : 

DiejeDigeu Formen, welche iu die Zone der ktinodiagoualeu Polkauleu 
irgend einer Hemipyramide Flächen liefern können, sind : 

a. wenn die Zonenlinie die klinodiagunale Polkante einer Protopyra* 
mide ±»iP ist: 
das Hemidoma ±siPoo, 
alle Orthopyramiden ±ai9ln, 
die Protopyrandde ±mP selbst, 
alle KKnopyramiden ±si}iPii, und endlieb 
das Kiinopinakoid ooßoo; 
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i>. wenn die Zonenliiiie die klioodiagoiiale PolkanU einer Klioopyra- 
mide :±iAi^;< ist: 

das Hemidoma ±^Pao, 

alle Ortbopyramiden ±-1'»', 

die Protopyramide ± ^P, 

alle KÜDopyramideo ±— fin'» mit n < n» 

die KKoopyramide ± n^Stn selbst, 

alle KiiuüpyramideD ll: — mit n > a, uod 

das KliDopinakeid oofioo; 

6. wenn die Zonenlinie die künodiagonale Pdkante einer Ortbopy- 

rami d e ±wP/i ist: 
das Hemidoma :±otPoo, 
alle Orlhopyramiden ±wP«', mit /i'>Jt, 
die Orlhopyramide i:wPyi selbst, 
alle Orlhopyramiden zirmPn', mit < 
die Protopyraniide lilmP, 

alle Klinopyrainldcii von der Zeichenform i:w«'P»', und 

das Kljno[)itt.(koid oq1~*oo. 

6. Die Zonen der orlbodiagonaleii lianten einer Hemipyramide neh- 
men fix sieb dieselbe Zonengleicbung in Anspmeb, wie die in §. 177 
betraehteten brachydiagonalen Polkantensonen der rbomUsehen Pyrami- 
den, woraus sieb denn folgende spedelle Resultate ableiten lassen. 
Diejenigen Formen, welehe in die Zone der orthodiagonalen Kante irgend 
einer Hemipyramide Pläcben liefern können, sind : 

a* wenn die Zonenlinie die orthodiagonale Kante einer Protopyra* 
mide±mPist: 
das Klinodoma «5oo, 
alle KUnopyramiden ±.m^n^ 
die Protopyramide ±:wP selbst, 
alle Of-ihopvramiden ^mrtPn^ und endlich 
das Oriiio|)inakoid ooPoo; 

b. wenn die Zonenlinie die orUiodiagonaie Kaute einer Ortbopyramide 

das Klinodoma -ßoo, 
n 

aile KUnopyramiden :i!-^Sn\ 

ff 

die Protopyramide — 
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alle Orthopynviidai ±— 9n\ mit n <», 

die Orlliopyiamide selbst, 

alle OrtbopyramideD ± — Pii\ mil «' > »9 und 

das Orthoptnakotd ooPoo; 
c. weno die Zooenliaie die ortbodiagonale Kante eioer Rlinopyrattide 

das RliDodoma iidRoo, 

all« RliDopfranideo ±mi9m^ mit > m, 

die Klioopyiamide ±mP;z selbst, 

alle Klinopyramiden ±mPA'9 iiiitii'<ii, 

die Protopyramide irnP, 

alle Orihopyramiden von der Zeiclieaforiii :iimm'9m'i und 

das Ortbopiaakoid cxdI^oo. 

Hicnuit ist denu die aligemeiue Enlwickeluug der oben aufgeführten 
secbs gewöhnlichsten Zonen vollslaixii;^^ erschöpft. Bei der VielfältiiEfkcit von 
Durchschnitten, welche, tiameutlich durch das isolirle Auilrele» der Parüal* 
formen , selbst in den einfacheren oder minder reichhaltigen Gombinationen 
herbeigeführt werden, kann es oatfirlicb nicht febleii, dass gerade ia dieseaa 
Sytieme, aneh hei völlig normaler oder symmetrischer AnsbüduDf der For- 
men« ofUnals noch viele andere Zonen sichtbar hervortreten. Sind dann in 
mner solchen nur irgend zwei Flächen bekannt, so wird die AulBndang der 
Zonengleichung nach §. 36 leicht bewerkstelligt werden können. Will man 
sich endlich für irgend einen Formen-InbegritT, also für irgend eine Kryslall- 
reihe des Systems, alle und auch die vfrstecktcslen Zonrn zur Kenntoiss 
bringen, so li.it m^n nur für die ^M';;ebf'iien Formen die in 40 erläuterte 
graphische Länearmeihode der Zonenprojecüoo anzuwenden. 

§. 203. Tangente des Neigungswinkels tautozon.iler Kanten, 
und Bedingung tür die Rationalität der Tangenten- 

Verbal tnisse. 

Um den Ausdruck für die Tangeole des Neigungswinkels irgend nweier 
tautozonaler Flachen F nnd F' zu finden, welche in die Zone einer Linie von 
den Gleichungen 

fallen, haben wir in den S. 56 steheiidi n allgemeinen Ausdruck.eii, welche 
sich aui eiu Ihkliuoedrisches Axensyslem hezieheu, die dem uionoklinoedri- 
seh«i Systeme entsprechenden Bedingungen, nämlich: 

einnliihrea, wednreh man anf folgende einftiebere Pomel gelangt: 
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~ aa'"M^8in»CW«l'+A*'i»'-«eV«*'+a'*)€0se 
In diwem Aus^vck ist fOr der, den jedesnaligen Falle angeneMeBe Ten 

Mt N it 

den drei Werthen — , — oder - einzuführen, in welchen 

M^aa(hc-h'c), N=bb\ca-ca), Rr=:rvUnb' -nh) 
ist. Schon diese all^^emrinr Fortnet lässt in vielen Fällen auf den gesttchten 
besonderen Werth von UagfF gelangen. 

Ana. PBr die Hnnftazenione s. B. bt ^i^oOt P»0« 

« = a' SS oo : setzt man also k = — , so folst 

(bc —b'e)s\nC 

Für die Klinodiagoaaizone ist^ = Of v = oo, 4>3=0| ^s^'ssOO; 
■HiHt nun alto den Werik kaa^f ao ergiebt sicfc 

Fir die Ortkodiagaaalaone ist |isO, «»bO, f"soo, eaic'aBOOi 
weshalb denn für den Werth A: s — der Amdreck 

taagl^s , \,. ~ — 

aa-k-bb — (öö -h« o)cos6 

gefandeo wird , der uns schon auf die Bedioguog verweist i da&s das Product 

ab cos C eioea rationalen Wertii haben a»ss, wenn die BalieMlillt der Taogen- 

tea-Verhlltaisse tantoiOBaler Kanten aneb in dieser Zone beateben soD. 

Maa kaiiii iiuu leicht zeigen, dass ia einer jedeu monoklinoedriscben 
Rrystalireihe die Raltonalität der Tangenten-Verhältnisse tantezeiiaKw Kanten 
«Ugemeiii nur dann gewährleiste! Ist, wenn dasPrednet abeoaC dneo 
filioBaleD Werth bat. 

Da nSfldieh die beiden FÜieben F und P"« ab abgeleitete Flieheo, aef 
ligend eine Grundform von dem Parameter-Verhältaigae a : b s e sv be^ 
sieben find, and demgemii t 

für F statt a : 5 : c das Verhällniss ma : rb : sc, 

für F' statt n' : b' : c' das Verhält niss m'a : r'h : s'c 
gesellt werden kann, so tritt obiger Ausdnirk von t^rt^fV als eine Function 
der Grundparameier a, b und c in narhstebeoder Form hervor: 

Arsi n C |/|i*-4-v*H-()'+2jtncosC 



in welcher für k wiederum der dem jedeamaligen F alle entspreehende Werth 

—9 oder oder - einnnfiibren iat. 

Denken wir uns nun aus derselben Zone irgend zwei andere Flä- 
chen und Fj' gegeben, deren Parameter-Verhältnisse iN|a : rjb : «^c, und 
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iw',a : r\h : s\c siud, und neuiien wir ihren Neij^unjrswinkr! fF\ so erhal- 
len wir einen ganz ähnlichen Worth von lang/F', und man erkennt sofort, 
dass beide diese Werlbe Muihpla einer und d ers e Ibe n i r ra t i o q a len 
Grösse, nämlich der Grösse sinCy^/i*-l-v''-l-^^-l-2/i»oosr sind, und das«; die 
Pactoren dieses irralionaleu Grundwerthes von iauler raliuualen 
Grossen gebildet werden , mit alleiniger Aosnahve des noob zweifelhaften 
Prodaelts alieoiC Daher wltd dena in den jnoDoUiiiolSdrisehfD Sfslme die 
aUgemeine Bediogang für die RatlonalitSl der Taageateti-Veririlllaisse daru 
gegeben sein, dass dis Prednel abcotC einen rationalen Zahlwerih 
liefern muss. 

Wir können mit Kupffer^ welcher zuerst auf dieses Resullat gelangte*), 
diese Bedingun«; in der Weise erfüllt denken, dass bcosC=sÄa sein muss, 
wobei h eine rationale Zahl ist. Damit wäre uns denn ein bestimmtes 
Verüältniss angezeigt, welches zwischen den beiden ahT cuiander schief- 
winkeligen Liueardimensioneu , oder zwischen der IlauploAC und der Klino- 
diagonale der Grundform, und dem schiefen Neigungswinkel C obwallen moss. 
Pillen wir nämlich von dem Endponete der Klinodisgonale b eine Normale 
auf die Hanptase a, so muss der durch solche Normale abgeschnittene Theil 
der Hauplaze, (denn das ist bco$6), ein rationaler Bruchtheil von dieser 
Hauptaxe sein. D.ibei scheint jedoch, nach Analogie anderer in der Kryslall- 
welt herrschender Zahlen , für h nicht nur ein rulionalcr, sondern auch 
ein ziemlich einfacher Bruchwerth gefordert zu werden, weil sich bei 
Zulassung sehr rompücirler , d. h. solcher Bruciivverthe, deren Zahlerund 
Nenner durch grosse Zahlen dargestellt werden, in allen Fallen ein der Be- 
obachtung entsprechender rationaler Näberungswerth vou h audiadea lassen 
Wirde. 

§. 204. Prüfung des, für die Rationalttäl der TangenUn- 
Verhälinisse gilligen Gesetnes. 

Wir wollen nun iieispielsweise zeigen, wie weit in einigen monokiiuoü* 
dffiscben Krystallreihen das gefundene G^etz in Erfüllung gebracht ist. 

im Glaubersalze ist nach den Aicssuugeu von Mohs: 
a s b s 1,109 : U und C^W 15% 
folglich wird beosCaxO,2749 a, oder A ^. 

Im Glaub er ite ist nach Messungen von Phiilips und mir: 
a : b'sO,8381 : 1, und C^OS* 16', 
folglich wird hcosC» 0,441Ba, oder A « 

Im Eisenvitriole ist nach den von MiRer milgetfaeilten Winkeln: 
a t bs 1,311 : 1, und C^W dO', 
folgiicb wird bco8e»6,t888a, oder AsH- 



*) Bttdbneli der r««fcBS«lra RryitftlloooBii«, S. $01. Man ktette «b«A so gal auch 

die BedioguQf acosC =: gh gellend nuichen, wobei g eloe nitiOBale Zahl bodentot} dena 
eiseoilieli aiäoieo beide tugleleh erf&lli seio. 
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In iler Rupferia sur isl nach deu MessuflM VOB JM«s 

a : b = 2,079 : l, und C = %VW, 
folglich wird bcost'= 0,01 97 a, oder A = ^. 

im Rotbbleierze isl nach den Messungen Kitpffer^ 
a : b =0,0508 : 1, und C = 78'' l', 
fol|;lich wird bcosC = 0,2 1 7 a, oder /i =s ^| . 

Im Gvpse ist nach den von Miller angegeben Winkeln: 
a : b = 0,5981 : 1, un 1 C = W 
folglich wird bcosC= 0,2731 a, oder h = 

Im Lazulilhe ist nach den Messungen von Prüftn 
a : b = 1,755 : 1, und C=:8ö''2', 
folghcli wird bcos6 =sO,0195tia, oder hss-^. 

Im L a u m 0 n l i t p ist, wenn wir in Miller FigBT*) m mt ooP, Of ^ OP, 
und rats — P setzen, nach seinen Winkelangaben : 

a : b = 0,5I7l : t, und cosC = 68« 40', 
lolglich wird bcosC = ü,70Üa, oder h = . 

Im Titanite isl nach den Messungen vun Gustav Rose: 
a : b= 1,537 : 1, und C = 85" 6', 
roIgKeh wird bcosCs 0,05537a, oder A « iV* 

Im A ni p b i b 0 1 e ist nach den Messungen von PhiÜips : 
a : b» 0,5401 : 1, und C^W Üf, 
folglich wird beosC s 0,474 a, oder h^-^. 

Im Eli no chlor ist nach den Messungen tr. Rokaekorouft^ wenn wir 
die von ihm **) mit o beeeichneten FläGben = eoP, und die mit M bezeich- 
netenP18cben ssP setzen, 

a : b = l,35i : 1, und C=s76*4', 
folglich wird bcosCss 0,1779a, oder 

Im Freieslebenitc ist nach den Messungen von JfjUsr; 
a : b = 1,580 : 1, und Cs87® 46', 
folglieb wird bcosC» 0,02407 a, oder A = ^V- 

Im monoklino^drischen Schwefel ist nach MütelutlMg VLm- 
siiDgen : 

a : b = 0,9923 : I, und C = W 14', 
folglich wird bcosC'= U, 1012a, oder h = /g-« 

Diese üei.spiele, iu welrlu'rr nicistcnf hcils der aii;;»-!^ ebene W erth von h 
den Beobachluogcri sehr };cnau t ^t^jl^ll Iii . <hirrtcn woiil hinreichen, um die, 
Realität monokh'nucdnscher Axensy>l<'nie (iarzuthnn. Für diii roxen und 
für gewisse \ai ietäten (vielleicht eine besondere Species) des Orthoklases 
ujuss das einfache Gesetz A = 4 Giltigkeil hüben, wie die Z>^illiugskrystaile 
des Fassaites und jene des Feldspathes von Elba beweisen, üebrigens würde 



*) ülcmenlary Introductioii lo Mineralogy, 185!}, p. 452. 
**) Materialiea zur MiMralo^e RsssUads, B. II, S. 1, Taf. XXIV. 
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uns in dem Gesetze bcosC= Äa am Ii eine Ari von ("ontrole für die Riclitig- 
keii der Messungeu, &o wie ein lirilenum iur die zweckmässige Wahl der 
Grundform geboten sein. 

iQiiUtd Cafitti. 
Traiuifönnation der AzeiL 

§.205. Tranf formal ion des AxeaBystems durcb Eiafübran^ 
einer neuen Hauplaze und Klinodiagonale. 

IKe Orthodiagonale einer jeden monoklinoiSdrisehen Krystallreihe ist eine 
soabiolnl besümnte Linie, dass sie bei allen Tranifonnalionen dee Axen^ 
lyitems beisubebalten ist; dasselbe gilt aber anch yen dem klinodiagooalea 

HauptschniUe, welcher eben so die einzige absolut bestimmte Ebene der Rrf- 
stallreibe darstellt. Wenn also die Lage dieser beiden Elemente eine nn- 
yeränderliche ist, so werden sich auch alle Transformationen des Axen- 
Systems, sofern sie in einrr Aenderuug der Lage der Axen bestehen, nur 
noch auf die Hauplax<' mnl Ki m diaf^onale beziehen können, in welcher Hin- 
sicht der Willkür ailerdingi» ein grosser Spielraum gel.isseu ist. Denn in der 
Thal lassen sieb statt der gegebenen Hauptaxe und Klinodiagonale die kli- 
nodiagonalen Kanten je zweier Formen derselben Krystallreihe als 
nene Hanptaxe and neue Rlinodiagouale einfiibren. Dabei kann aocb die 
Ortbediagonale, zwar niebt ihrer Lage, wobl aber ibrer Grosse naeb als 
veriinderlich gedacht werden, indem man nämlich statt des anfilnglieb in ihr 
g^dienen Gruudparamelcrs c irgend ein MuUipIum desselben sc als neues 
Gnindelemenl des Axensyslems einführt. Doch wollen wir nur die Trans- 
formation des Axensy Sterns bei unverändertem Wertbe der Orthodisgonale in 
Betrachtung ziehen. 

Es sei uns also ein monoklinoi'drisches Aver syst rm durch seine (^rund- 
clemente C und a : b : c, so wie in demscil)(;a irgend eine Fläche F durch 
ihre Parameter a b c gegeben, wobei wir wie immer, die Buchstaben a, b 
nnd c anf die Axen der y und % bezieben. 

Da der kiiuudiagünale llauptscbnitt (und mil üim die Orlhodiagonale) 
beibehalten werden muss, so sind auch nur statt der beiden anderen Haupt- 
sehnitte zwei nene Coordinat-Ebenen einaufubren, welche nothwendig die 
Pamllellicben ti^end zweier Hemidomen sein mffssen, und sieh daher all- 
gemein mit m'Poo und m'^Poo bezeichnen lassen. Hieraus folgt denn, dasi 
die Orthodiagonale gänzlich ausser dem Spiele bleibt, dass sich die Transfor- 
mation lediglich auf die beiden Parameter u nnd b sowie auf den Winkel C 
beschränken wird, und dass wir n!so nnsrre sjan^e Botrachtuntr innerhalb des 
klinodiagonalen Hanptsrhuitles durchlührei) k(iiiiiien. Der Gleichförmigkeit 
wegen ziehen wir es jedoch vor, sie nach Anleitung von §. 44 zu geben. 

Die drei Flächen F\ P" und F"\ welche dort als die neuen Goordinat- 
klbeaen eiingefübri wurden, sind also in gegenwärtigem Falle s 
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die Flache F\ der j^r^phrrir klinodiagonale HauptschiiUt, 

die Fläche F'\ das heiuidoma m'Poo, als neuer orlbodiagonaler Haupt- 

schrtilt, und 

dii- Flaciic F"\ das iieiuidoma tn' Vsj, als neuer basischer HaupUchiiill. 
Die Gleichuiigeii der neuen Axeu L' und L" sind daher: 

fär if, ab oeue Hauptaxe, vnd « sU, 

für L\ als neue Kiiuodia^^ooaie, —jr- + k ^ ^* 9 = 0, 

m a D 

L*\ ab die Orthodiagonale, iT »0, uod s »0; 
woraot sich denn für die S. 58 steheodea GrSsaen Jl#, iV, Jl, Jf u. s. w. fol- 
gende Wertbe ergeben : 

M >mm\ iV =-b, /? =0, 
JW' = m\ A' =-b, Ä' = 0, 
3i" = 0, iV" ^ 0, R " = 0. 

Legen wir nun die, S. 59 unten, für ein triklinoe'drischea Azensystem gütigen 

W'eiihe vnn a^, und zu Grunde, so haben wir in selbifi^en cos« = 0 und 
co.s.i* — zu setzen, und erhalUBu daher, unter BeouUung der vorstehenden 
Werlhe von if, iV, u. s. w. 

^ aby^ w V-hb»-2^*äbcösC ^ 
* m'sib—nh m'a^— ab 

. ab^ V4-b»--2ii^'^äbcwrC ff^b' 
« ~ m"a6-«b ~ m 'a^-ab 



c, = c. 



Da jedoch die Fläche Fder selben Krystailreihe angehört, so werden 
ihre Parameter n, b und c durch ma, rb und #c auszudrücken sein, weshalb 
denn 

«I « — i « JWI 1 

, fwrb' 

■ iw r — m ' 

c, = *c 

geschrieben werden kann. Die beiden neuen G r u n d pararac tc r a' und b' 
sind offenbar die, durch die Elemente des ursprünglichen Axensystems aus- 
gedrückten künodiagonalen Intersectionen ddjcnigen beiden Hemi- 
domen m'Poo und m^'Poo, welche ab die neuen CoordinaV'Ebenen eingeführt 
worden sind. 

Der schiefe Winkel C des neuen Axensystems bestimmt sich aus den 
obigen Gleichungen der, die Axen a' und h' reprSsentirenden Linien L und 
L'f nach der S. 12 stehenden Formel lur tanglT, wie folgt: 

, (>/i' — ///' siiir' 

^ wiir'v-i-h*-(i».'-f M>b cos6^ • 

Dieser Ansdmck gilt xunHehsl, wenn beide HemidomeB poaikivn sind i ist das 

Hamm*» Rryitallosniihl«. 22 
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eiiir, 7.. B. m Poo, ein negatives, so bat man m" mit negativcni Wertbe 
eiuzulülii'eii. 

Um DUD aber aus denen für und r, gefundeneD Werthen das, dem 
netten AxeMyateffle entsprechende krjstallographitcbe Zeichen der PUehe 
F ztt finden, dam haben wir jedenfalls noch die beiden Gniseen q nnd 9 xu 

vei^leichoi, von weieben ja immer die kleioere mit dem Werlhe 1 zu neh- 
meu ist. Je nachdem also ^> oder <,s ist, je nachdem ist das gefundene 
Verhältiiiss pdi : ^b' : sc entweder durch s oder durch q za dividiren» wn- 
durch endlich die gesuchten Ablcilungszalilrii criialtcn werden. 

Auch in dem neuen Axensysleuie werden naliirlicli dif Redinfrunf^pri 
l)'ros6*' = Ä'a', und a'cosf = i^'h' gellen müssen, w»)l)ci // und i itinn iio 
Briiciie bedeuten, weil die Uatiuuulität der Tangenten-Verhältnisse taulo/.ona- 
ier Kanten ganz unabhängig von der Wahl des ^V.\ensystcms ist. Die Noth- 
wendigkeil dieser Potgerong Usst sieh leicht darthnn. Es ist nümlieh 

a = /fÄ'V+b*-2;/?abcosC 

^, w'/Ä " a • 4- b ^ — ( //4 -f - w ;a h OOS 6' 

cosC « 

a D 

Würaus sich denn ergiebt, dass 

^, b'cosC" ^ »»'«'V-f-b*— ff/i'-t-wOabcesC 
a' »iV+b^— 2m'abcosC 

, _ a^cosg' mW-hb»-(///-nit>bcoeC 

^ b' «*V+ii*-t«"aJ>cost' 

ist, weiche beide Wertbe in allen Fallen rational sein werden, wenn bcosC 
Ä= Aa mit rationalem h ist. Hieraus fülgi denn, dass, wenn die Bedingung 
bcosCsAa für irgend ein Azensystem gilt, dann auch die analoge Bedin> 
gung für jedes andere Azensfstem erfOllt ist, welches statt des ersteren 
eingeführt wird. 



§.206. Vertanschnng der Hauptaxe mit der Rlinodiagonale. 

Bisweilen lindet man sich wohl veraiilas»;t , bei unveränderter Grund- 
r*uiii, und mit Beibehaltung der I-'«Tge der Hauptaxe und der Rlinodiagonale, 
nur die Bedeutung dieser beiden Axen zu verlauschea, also die Klinodia> 
gonale nur Hauptaxe xn machen, und umgekehrt. In diesem Palle hat man 
es nicht sowohl mit einer Transformation des Axensystems, als nur mit einer 
ümstellnng desselben, oder mit einer Veränderung des Namens zweier 
seiner Ax»a sn thun. 

Dadurch verwandeln sieh die Prismen in Rlinodomen, die KÜnodoroen in 
Prismen, das Orthopinakoid wird nur Basis, und alle Pyramiden und Hemi- 
domen erfordern ^leiehfalls ein neues Zcichcnsyslein. Die AufGudung dieses 
Zeichensysleuis erl'olgt nach ähnlichen Kegeln, ^^ ie bei der in §. 17*> t rlau- 
terlen rmstellung einer rhombischen Krvstallreiiie, wenn deren Maki ndia-jo- 
uale zur iiauptaxe erhoben w erden soU j deuu die Umw audiuog der krystai- 
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lograpbischen Zeichen ist in der Hauptsache ^»nz unnbhHnp«; davon , ob die 
Axen r<'( !i(wtfikrlig oder srhiefwinkeli^ sliu! ; mir liiibrn wir jelzt slalt der 
Makro iM-nii iN dir K I i n o d i a f,' o ii a l e zu Iterürksichlij;«'!! , und daher da« 
Grci s se n verlialtiiiss (ier beiden neiirn IVebenaxen ausser Acht zu lassen. 

Ks sei uns also eine Flache F durch die Paramelcr wa, rh und sv j;ege- 
ben, iiidetu wir es absichllicli unbestimmt lassen, ob r oder ob s niil dem 
Werthe » gegeben ist. Sollen nun die Hauptaxe und die Klinodiof^ouale ihre 
Rollen vertauschen, so wird in dem urogeslelllen Axeusysleme b = a', und 
assb' 10 setzen, aod dasselbe Parameter -VerhSllniss ra':flib':tem 
scbreibea seio. 

Das krysiallograpbiscbe Zeiebeo aber, welches der FlSßbe F in dem 
umgestelllen Axeusysleme zukommt, bestimmt sieb wesentlieh durch das Ver- 
bSItniss der beiden Grössen m und t, von denen die kleinere immer auf den 
Werth 1 gebracht werden muss. Ist also tn > so wird das ganze VerbHltp 
niss ra' : mb' : sc durch # zu dividiren sein, und so muss die Fliehe F 

der klinodiaironalen Form-?-- 

angehören. Ist dagegeti m < Sy so hui mau dasselbe \'erliäUQiss durch m zu 
dividiren, und so bestimiui sich die Fläche F als eine Fläche 

f s 

der ortbodiaconalen Form -P-. 

^ mm 

Aus diesen allgemeinen Kcsultateu lassen sich uuu leicht folgende beson- 
dere Regeln aUetten. 

1. In jeder P ro topy ram ide ±mP ist r = *=lj folglich wird solche 
nach der Umstellung des Axensystems 
entweder ±Pot, wenn m > 1, 

oder auch P — , wenn m < t : 
mm' ' 

die Gnindform ±P Ueibt daber unverinderti and das Protoprisma 

coP wird «1 dem RUnodoma üoo» 

t. In jeder Ortbopyramide ±mP»fstr3Bl, unds=//} folglich wird 
solche Aach der Umstellung des Axensystems 

entweder ±:-4? weoo m>n, 
n n 

oder auch ±— - , wenn m < » : 
mm 

jedes Orlhoprisma ool^n wird daber als das Klioodoma - Sbo, und 

I 

jedes Hemidona ^mPco ab das Hemidoma ±-4^ sobesekfanea 

sein. 

3. In jeder Klinopyramide ±mPnistrBfl, ud^^lj folglieb wird 
f elcbe naeb der UmsteUang des Axensystems 

22* 
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entweder ±»1^//;, weoa //t> 1, 

oder auch ±— P ~ , wenn m < 1 ; 

m m 

jedes Klinopriüiua ooiV« wird daher als das Kütin(ioina ;/l^oo, uiul 

jedes Kliuodoma m^cQ entweder alsooß«!, oder auch als ooP^ za 
* m 

bezeichnen sein, je nachdem m > oder < 1 ist. 

Dass nidlich bei dieser Uinslrlluiig des Axcnsvsleins die, für die Kalio- 
ualiläl der Taugenlcn -Verhällnisse crlorderliclie Bcdiugung diircli die (jlei- 
cbung acosCss^b auszudrücken ist, diess bedari kaum erwähnt zu werdeu. 



$.207. Einfubrnn^ eines rechtwinkeligen AxeiisyRteins mit 

fieibehaltong der Hanptaxe. 

Da von mehren Krystullogrnplien die Ansichl gellend gemacht wird, dass 
jede monokliuuedrische Kryslallreihe als eine mcroedrisch ausgebildete rhom« 
b i s e b e Krjfstallreihe su betrachten, und folglich aof drei rechtwinke- 
lige Axen zu beziehen sei, so ist es wohl der Muhe werlb, die Bedioguiigea 
anfzasuehen, imter welchen das einzalubrende orthoSdrische Anensyslev 
stehen wird. 

ZoFÖrderat ist einleuebtend , dass auch 'bei dieser Transformation des 
Axensystems die Orthodiagonale und der klinodiagotiale Hanptschnitt onTer- 
ändert beizubehalten sind, und dass sich die ganze Aufgabe darauf beschrän- 
ken wird, irgend zwei klinodiagonate Interseetionen aufznllndeo, welche auf 
einander rechtwinkelig und daher geeignet sind, zugldcb mit der Orthodiago- 
nale ein ortboedrisches Axensyslem zu liefern. 

Die einfachste Methode, eine monoklinoedrische Krystallreibe auf ein 
rechtwinkeliges Axensystem zu bezieben, würde nun offenbar darin bestehen, 
dass man, bei unveränderter Hauptaxe, statt der Klinodiagonale diejenige, in 
der Ebene des klinodiagonalen liauplschnitts enthaltene Linie , welche auf der 
Hauptaxe normal ist, als neue Nebcnaxe ein führle. Zu dieser Methode ist 
uns (!rr Wfv«r in den Brlrachlungen des ^. '20.{ bereits angebahnt worden; 
wenn narnlicii die llalionalilät der Tangeiileii-\'('rl)ällnisse laulozonaler Y\m\- 
len fordert, dass die Grösse bcosC ein raliouales .Siibmultiplum \on a nacli 
irpcnd einer Zahl h ist, so folgt daraus, dass die Flächen des Heniidomas 
liVoQ in jeder monokliuoedrischcn Kryslallreihe horizontal liegen miisseo, 
dtss wir also nnr die GentroparallelfiScfae desselben als Basis einzuliihreo 
brauchen, nm dieselbe Kryslallreihe ortfaoSdriscb zu machen. Während 
tlso der klinodiagonale und der orthodiagonale Hauptscbnilt unverändert blei- 
ben, so vertauschen wir die geneigte Basis mii der horizontalen Basis, welche 
uns durch APoo gegeben ist. 

Ffir die drei Linien £, V und V\ welche unter dieser Voraussetzung 
di« Hauptaxe, die (neue) erste Nebenaze, und die zweite Nebenaxe darslel- 
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teo, gellen also in dem gegebencD (sehie^Rrinkeligen) Azensyileiiie folgende 
GleiehoDgen *) . 

für L, ^ = 0, und ^ = 0, 

r«r L', f -hf =0, ond j^»0, 

Aa D 

fiir L", .r = 0, und =^ 0 ; 
«nus welchen Glcichun^ni sich rlftini für die S. 58 slehendeu Grössen J|f, iV, 
M' u. s. w. folgende Werlbe ergeben: 

M = A/, A = 0, Ä = 0, 
i/' = -.Äa, iV' = b, 7?' =0, 
Jll"= 0, iV"« 0, R" = Ä". 

Ist uns nun in dem schiefwinkeligeu Axensysteme irgend eine Fläche F dui ch 
das Parameter-Verbältniss a : b i c gegeben, so werden wir die ihr in dem 
rechtwinkeligen Axensysteme zukommenden Parameter n^J und aus 
denen, S. 59 nnten« fOr das tnklinoisdrisetie Azensystem milgetheilten Aus- 
drücken ableiten können, indem wir in selbigen ces^s90*, und für J!f, iV, 
H* u. s. w. ihre vorstehenden Wnilic einsetzen; wir erhalten so» nach 
abermaliger Substitaiion von Aa für bcosC, 

ff| as ff, 

_ a^/b^-AV 

" «bqi^Aa ' 
c, es 

wobei in dem Nenner des Werthrs von b^ das obere oder das untere Vorzei» 
eben gilt, je nachdem die Fläche F einer positiven oder einer negativen Pom 
angehört. Da nun aber die Fläche F als eine ab}^e leitolc Fläche auf die 
Grundparameter a, h und c zu bczidini, und dciniiach ihr Panimrtcr-Verhäll- 
niss a : b : c durch via : rb : .^c :iii>/u(l nicken ist, 50 werden diese Werilie 
auch folgendermaassen zu hchrcihcn sein: 

s . »7 /»b , 

r, = .VC. 

Die Grösse f/^h* — //V^ oder b' ist der in der neuen Axc liegende Grund- 
parameter« und offeubar = bsinC. Je nachdem nun b' > oder < c ist, dem- 
gemäss wird, bei der L'ebersetzung der kryslallograpiiiscben Zeichen in die 
> Symbolik des rhombischen Systems, entweder b' oder e als die llakrodiago- 
nale einznfohren sein ; weshalb sich denn die weitere Betrachtung nach zwei 
Richtungen spaltet, bei deren Verfolgung noch das Verhültniss der Grossen 
p oad s za beräeksichtigen ist. 



•) Wir wSbIcn «bnehaiek di«wa Gaif , nai die Atlg«aeti«illitkeil der In 4« as* 
fefebeneo Melbtde zu bewäbrea ; denn allerdings kann man auch auf anderem Wege 
zam Zif le gelangen, weil die ganze Betraehtaog iaaarhaU» der Ebene dca Uiaodiigooale« 

llauplscboiltes sick bewegt. 



Digitized by Google 



SIS MMoUMdmdiet BytMm. 

I. Wenn b' > c ist, so wird also b' die Makm^HfOBaie iiii4 e die fin- 
cby diagonale« uod so gehör i die Piäcbe F 

der Foto ^ P ^^'—7-, wenn » > *, dagegea 



der Form — — P ^ — , wenn j» < 



II. Wenn b' < c ist, so wird e die Makrodiagonale, vnd b' die Bracby- 

diagonaie, und so gehört die Flache F 

, , m mr , 

der Y oriu — V — j- , wenn w > dagegen 

* «(at^rA) ' ' 

der r oria — — P ^ ^ — s , wenn » < 

r w/' 

Diese allgemeinen Resultate sind noch in jedem gegebenen Falle für die 
Prolopvramiden +wiP, für die Orthopyramiilcn ±//;P//, und für die Kllnopy- 
raniiden besonders einznrichfrn, ihm die iicucci krystaljographischm 

Zeichen aller dieser Purmea mit Leichtigkeit aus ihren ursprüngUchco Zei- 
chen ablesen /ii können. 

Man ersiebt schon aus dieser allgemeinen Losung des Problems, dass 
die Ableitungszablen Jeder, auf ein rechtwinkeliges Axensyslem bezogenen 
monoklinoedrischen Krystalireihe weniger einfach aasfallen werden, ab 
diejenigen, welche ihren Fonnen in dem schiefwinkeligen Axen«ysleaie an- 
kommen. Die Einfach heit der kryslallographiachen Bezeichnnng gebt also 
mehr oder weniger verloren, sobald wir die monoklinofidrisoheB Krystall- 
reibeD als hemiedrische rbombische Kryslallreihen darstellen wollen; mit 
Ausnahme der seltenen Fäüe, da sich für A ein seltreinfacber Zahlwerth« wie 
s. fi. ^, bestimmt. 

Anm. Ein Beispiel wird zur Erl^utcrno}^ der Sache ^enligeo. Nach Cr. 
Rose kommen am Tilanite besonders häutig die folgenden Formen vor: 
aus der (srundreibe: OP, und ooP} 
voo nemidomeo : ^00, Poo, — Poo und V^oo ; 
von Kliflodomen : f Foo, Poo ovd ooPoo ; 

von Klinopyramideo : |P2, — 2P2, 4]R4f und das Prisma OoPS. 

Diese Zeichen beziehen sich auf ein tnoDoklinoedrisches A \pnsv<;tem, in wel- 
cheiu C s= 8ü" 6 und a : b ■ r = !,537 : ! : 2,342, woraus denn ff>lp{, dass 

A = ^ ist. Da nun in diesem Falle ]/ b'' — k^s? oder b' c ist, so haben wir 
uns an die oben sub II stebeoden Kcsuilate zu hallen. 

Am dioiea folgt aber ffer die Pretopyramidea ±mP des Zeichen 

oder (^,+yi;p!?±*, 

je naebdem die positive oder die negative Hemipyramide geamiot isl; folgüdi 
wird OPi oder P*)^ iV^^f • * ^) 



*) Wir rdfeo tor leicbtereo Oriootimf die SigBStvrbnehsUbeo «ad die Parancls^ 
Verhälinis<ie der Flaekan bei, wi« iolahe van t^»— ia teiaer bekaootc« Abhaadlaaf 

wibll worden aiad. 
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;P, oder u = , (« : : Uf) otch Rose 
ooP, oder / = ooP, (oo« : b : c) 
Für die Hemi dornen ±mPoo folgt aos den tob U alebesdM BMnIUto», 
weil r s 1 , und « SS 00, foigUeh ;r < < ist, d«t «llgeneiiie Zeidieo 

folglirli wird: 

^Poo, oder x = jPoo, CO^/ : coi : f) oach i?o«e, 
Pro. oder y — }jPoo, (17« : oob : c), 
— Poü, oder v =s 'iPoo, (\9(t : OOf> : c), 
VPoo, oder -5 = ^Poo, (27ü : ooö : c). 

um 

POr die lÜMO^yrattiden db»ß« wird rsji, alsep sss , deJier f&r 

die penliveo Hemipf raMiden jedealkllt f > «, und 

ml 

m — nh 

il.-is ^esnchlc 7x\fhcn. Für die negativen Hemipymniden dagej^eo kaan /» ao- 
wohl > als sein, wrshalb deaa für sie 

eBlwedermP "^'^ . 

oderaocb r 

m mm 

*4ai geiQchle Zeielien ut, Je aacbden am > eder < m^^itk \m i folglich wird 
füS, oder ü B ^Py , (« : -^^b : |«) aieli iTeM^ 

4P4, oder # = 4<^H, (a : : A«) 
— 2P2, oder / = 2^?3, (a : ,1,^ : ^J,«) 
oo^3, oder i/ = ooP3, (ooa : ^ : 3c). 

Endlleli Ibl^ flir die Kliaedooiea mPoo das aUgeneiae Zeichen mi^; folgUcli 

Wied 

1\Poo, oder o s= ^P6, (n ? |Ä : c) oacb //oj«?, 
Poo, Oller r = Pl8, (a ; : 
coPoo, oder f ss oo^oo, (000 : k t ooe). 
Maa erkenal leicht, dass die bier feAndeaeaZeieben mit jenen wesentlich Ober- 
ebetimea, welebe G. üm« ia seiner Abbaadhing, nater Voraassettaag eiaes 
recbtwiakeligeo Axensystenis, aufgestellt bat; dem wir brauchen nor i^a als 
den Orundwerlh der Hanplaxe ciozuFühren, m geaan auf die vea ibai aagege* 
bcoen Parameter- VerblUtaiase zu gelangeo. 



§. 206. AUgemeine Zuriiekfübrnng auf ein recbtwiDkeiiget 

AxenaysleD. 

Da nach §. 205 die klinodiagonalcn Intersectionen je zweier versthiedc- 
ner Formen als die tieiiieu schiefwinkcligea Axcn eingeführt werden 
können, so würde die Zurückfübrung einer monokUno^riscben Krystallreibe 
asf ein rtefatariDkeliges AxemfalMi aiieh in den Falle n^icb eeio, wenn 
irgaed mrai veraohiiMlMie kÜBodiagoBale loAeiieetioiieii denelben aaf elnan- 
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der recblwinkelig wäreo . Um die AbleituogszableR derj euigen beiden 
lotersectioneo su finden» welche dieser Bediognng Geoiige leisten, beben wir 
den allgemeinen Ausdruck für die Tangente des Neigungswinkels zweier sol- 
cher Inlerscclionen — oo zu setzen, und die Polgernngen «nfeusuehen, welche 
sieb daraus für das Verl)iiltiiis<$ dieser Ableiluni;szahleii ei^eben. 

Es ist aber nach ^. '20.') die Tant^ciile des Neigungswinkels zweier Hemi- 
dornen mPoo und m'lroo durch i'olgcudcii Ansdnick gegeben: 

(m — r/i' )ab.sin(7 

* MmV-l-b'— f///-f-/«'>al) vost 
wclclier zunächst für zwei positive lleutidouicu gilt, und iu dein Falle, duss 
das eine derselben, z. B. m'Poo, dn negatives ist, einen negativen Wertb 
von m* erfordert. 

Soll nun C ein rechter Winkel, oder tangC» oo sein, so mnss der Nen- 
ner dieses Ausdruckes = 0 werden; setzt man also bcosCsAa« so wird 

wiw'a*+b* — (in-|-;/i')Aa*=0 
die Bedingungsgleichung für zwei auf einander rechtwinkelige Uemidoacn, 
aus welcher denn folgt: 

VcrmnUiel mau also, ifass irj^end zwei ilemidonieii auf einander rcciilwinkeli«^ 
seid können, so hat man zu prül'cn, ob ihre Ablcilungszahlen der voi^leheii- 
den Dedingungsgleichung Genüge leisten ; und will man für irgend ein ilenii- 
doma mPoo dasjenige bestimmen, dessen Fliehen auf den seinigen rechtwin- 
kelig sind, so wird man den vorstehenden Bediogungswerth von m' za be- 
nutzen haben. 

Naiürlich wird man immer danach streben müssen, für rn einen mög* 
liehst einfachen numerischen Werth zu erhalten; daher sind die verschiede- 
nen, in der Krvslallr eihc bokatnileii lietiiidomen wVoo darauf zu prüfen, wel- 
ches derselben den einfachsten und somit drn walirscheinlirhsfen Werth von 
»//liefen. Ist man zu einem befriedi;j;(iu!i'i! ii<'suUate g<langt, so wird dann 
die fu y.Nt.tllreilie nach Anleitung vuu ^. 205 auf das neue Axensyslem zurück- 
zuführen 8ciu, w elches ein rechtwinkeliges oder orthoedrisches ist* Man wird 
jedoch selten auf sehr ansprechende Resultate gelangen ; Mose Annähern n* 
gen zu einem reebten Winkel aber, welehe sich wohl Öfter darbieten, ge- 
währen natiürlieh gar keine Lösung der Aufgabe, weil der Winkel C dann 
immer noch ein schiefer, und folglich die Krystallreihe eine monoktinogdriscbe 
bleibt. 

iDuttt» Capital. 
ZwillingskiTstelle des monoklinoddxiflolieii Syetems. 

g. 209. Allgemeine Grundlage zur Theorie derselben« 

Die Zwillui^^krystalle des monoklinoödritehen Systems sind gewöhnlieh 
nach sehr einftchen Gesetzen gebildet, und es ist woÜ betehtenswerlh^ dass 
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jenes tn rhombischen Systeme so häutige Gesetx, welches eine Pläehe des Pro- 

toprismns ooP nis ZwÜHngsflärhe erfordert, nur äusserst selten zur V^erwirk- 
lichan^ gelangt, was doch kiium zu erwarten sein dürfle, wenn d.is monokli- 
nordriscbe System wirklich nidils anderes wäre, als eine meroedrische Aus- 
bildungsrürm des i iHtuiljischeii Systems. 

Die heideu GeseUe, deueu wir am iiauligsten begegnen, sind nämlich die 
folg«oden : 

1. ZwilUngsaxe die iiaupiaxe, oder auch die Normale des Orlhojiinakoides, 
und 

2. ZwiUingsaxe die Normale der Basis. 

Um jedoch eine allgemeine Grundlage für die Beurlheilung aller Zwfl> 
lingskrystülle zu gewinnen, du/u müssen wir von der in 50 gegebenen 
TninsposiÜoD der Axen eines Iriklinoedriscbeu Axensystems ausgehen. 

Es sei QDS also die ZwiilingsflSebe durch die Gieichung 

m ö e 

gegeben, so bestimmen sieb in einem monoklinoedrischen AzeDsysleme die in 
den Gleichnnges der ZwilUngsaxe erseheiMmleii Parameler q and s, wie 
folgl: 

s = a/ysin^C; 

die in den Gleichungen der iranspouirten Axen auflrelcudcu Giüi>sen /i, v 
nod Q (S. 72) erhalten daher die nachslekeoden Werthe : 

m 

(q»-&V-g»^sin»C 
2ett 

r/VrsinV;-c»(a*-l-A*-2flÄcos6') ' 

^ = 2al 

Diess sind also diejenigen W'crlhe, welche in den Gleichungen der transpouir'' 
ten Axen des Individaums II (S. 70), nämlicb in den Gteichnngen 

fiirdieAxedera;%f-.^80, and^-^ sO, 
für die Az« der y', * « 0, and sO, 

für die Axc der - — ^ = 0, ond * — - =0, 

einzusetzen wären, uni die i heorie der inuiiukiinoednsehen Zwilüngskrystalle 
in derselben Allj;emeinlicil zu entwickel)i, wie solclies in ^. 49 für die Zwil- 
lingskn'slalle der orthoiMlrischcn Kryslallsyslcmc gesclu hrn ist. Wir können 
jeducii uut diese allgemeine b)ulwickelung verzichten, weil un:» in der Aulur 
Reibst meist nur sehr einfacbe Gesetze gcbolen werden, bei deren Betrach- 
tung die Torttebendei nUgenieinen Werlhe vtfn ^, r, /i, y und ^ eine 
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sehr bedeutPiidr \'rrpinrarhini«j erfahren. Wir legen sie aher brt dieser Be- 
traelituiig zu (iruiiilc. um iitre ttllgenieine (iil(i<rkcil und Brauclibarkeit dar/u- 
Ihun , obgleich dieselben Resultate aucä aul audere Weue leicht abgeleitet 
werden kounen. *) 

§.210. Zwiliingsfläolie das Orltiopinakoid. 

Das Gesetz: Zwilllugsaxc die TI^Miplaxe, lässt sich in den meislen Fällen 
auch so aussprechen : Zwülinf^sfliiciie das Orthopinakoid, ludcm die Normalf 
dieser Fläche « iiie mit der Hauplaxc aecjuivalenle Zwillin^saxe isf.**) Lassen 
wir also den letzteren Ausdruck gelten, so ist m der (Jleichuug der Zwillings- 
fläche a=sc=:oo, oder auch ^ = 0 zu setzen. Mach Kiufubrung dieser 
Werthe erhalten wir dena lür die tnuponirten Axen des Jadividttania II fei- 
gende Gleicbungeos 
für die Axe der x', y sO, und « a 0, 

für die Axc der y', 2^™^ ^' = ^» »^ud ä = 0, 

fär die Axe der z\ x^O, woi jr = 0, 
welche sehr einfache Gleichungen zuvörderst lehren, dass die Axcn iler jr' 
und z' mit den gleichnamigen Axen des Individinims I idenlisch werden, übri- 
gens auch zu einer sehr leichten Transposilioi» jeder beliebigen Fläche Fdes 
Individuums il auf das Individuum 1 j;elangeu lassen, bt nämlich die Glei- 
chung dieser Fläche 

^+•''+1-1. 

a 0 c 

so besliinmen sich nach 3. 49 ihre neuen Parameter in den Axen der jr, y 
und z wie folgt : 

«, = «f 

wobei in dem Werlfae von die oberen Vorzeieben fOr posiüve, die unteren 
für negative Partialfonnen gelten« 

Nun ist aber allgemein das Verhällniss a : 6 : e s ura ; rb : «e, wenn 
a, b und c die Grundparanieter der belnÜDuden Krystallreibe sind; folgOcb 
lassen sich die vorstehenden Werthe auch so sebreibent 



*) Wi« solcbet s. B. in maiaeia Lciirbucbe der Rrv »UHofraphie, Ii, t>. 32fr ff. ^t- 
adlakea tat, aker aoeb weit einfaelier feaebebeo kann, wenn naa bedenkt, data siek fir 
die keidCQ oben aDgeg:ebeDea Gesetze die ganze Betracbtuog Icdiglicti noTdie, io den kli- 
■odiagonalen IlauptscbDitte liesandeo Aaen bezieht, and daber in der £beoe dieaea Baajtl- 
•ebaitts erledigen läs-st. 

**) Heber aciiuivaieute Zwillingsaxea uthc mem Lehrbuch der Krystallograpbie, Ii, 
8. S04ff. 



Digitized by Google 



ZvilUafdErjiliJle. MI 



Soli nun die Iranapooirte Fläche einer möglichen Fliehe des Individaums I 
entsprechen , so muss der Factor von b in dem Ausdrucke für oder die 
GrSsse 

iwra 

eine rationale Zahl sein« was der Fall sein wird, wenn das ProdiK i bcosC 
ein rationales Sobmultiplum von a, oder wenn bcosC^Aa ist, wodurch 

mr 

wird. Die kryslallonomisrhp Möglichkcil ilev Transposition aller Flächen des 
eiuen Individuums .lul das andere beruhl also aiit derselben ßedinfrnnj^, 
welche wir berciu in der Zonenlehre (§. ^Ü3) als die Bedingniij; lur die lia- 
lionaiilät der Tangeuten - Verhältnisse tautozonaler Kanten kennen gelernt 
haben. 

Ist nun aber diese Bedingnog erfiillly so kommt ea aosserdem noch auf 
eine Vergleicbnog der Werthe von p und s an, um das krystallo graphi- 
sche Zeichen der transpooirten Fläche zu 6nden, weil ja immer der klei- 
nere dieser beiden Paetoren mit dem Werthe 1 einzafubren ist. 

Wenn also > ^ ist, SO Sind alle drei Grössen «f, und mit t zu 
dividireo} folglich wird 

m , 
Ot ^ *~* a BSE m a* 

mr 
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nnd die transponirte Fläche gehört der k Uno diagonalen Form ±m'tht* 
mit vorstehenden Werlhen von m' und n an. 

Wenn dagegen /i < « ist, so sind die drei Grössen n^, und e, mit zn 
dividiren; folglich wird 

aix2rÄ / 
a — t s ma, 

^ = ^:b, 

s{m^:2rh) 



C, 8BS -c » Jl'c, 

' mr ' 



nnd die transponii le Flache eoUpriebt allgemein der orthodia^uuulen 
Form m'^n mit vorstehenden Werthen von m' nnd 

g. 211. Portsetzung. 

firingen wir die in dem vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Rcsoi- 
täte IQr die verschiedenen Arten von Formen in Anwendung, so gelangen 
wir auf fslg^nde Bestimmungen. 
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1. Für alle Prolopyramiden ±inP ist rs^s 1, aliö wird 

fiir positive HemipyraDiiden gilt daher fnr ne-^ativc Hcmipyrami- 

den p <is, woraus sieb denn ergieht, dass jeder posilivcn Hemipyramide mV 
des eiaeo ladmdmiiiis die klinodiagonale Form 

und das« jeder nefsativen Hemipyramide — aiP desselben die orthodiagoDale 
Pom 

m 

des auderea Individuums entspricht. 

Abm. Für vervaadell sich die enrtere Fem ia das KliaedoMa 

mftooy and Ittr ai < 2i wird die Hemipyraaiide positiv. 



2. Für alle Klinopyramideu ± mP/i ist r = /i, und « = 1 , also wird 



für positive HenipyrainideD daher jedenfalls /?> woraos sieb deon 
für die Hemipyramide 4-i»Pjt des einen Individuums folgende aequivalente 
Formen im anderen lodividonm bestimmen: 

die Hemiiivi .uuide — »P — — ^— r « wenn y/i > 2/J<, 

das iUinodoma adRoo, wenniREs^iiA, 

die Hemipyramide > wenn m <2itA. 

Für negative Hemipyramiden dagegen wird > ss < « sein, je nach- 

dem m > = < . ist, und es bestimmt sich daher für ein gegebenes -^mP« 

n — 1 

des einen Individnims die entsprechende Form im anderen Individuum 
als ^^^2nh^ wenn »(«—l) > 2j*A, 

alsffiP , »2iiA, 

.Is !!I±?2*p!!!±?!f*. 

Hieraus ergeben sich denn auch zugleich für die K 1 i ii o d o m e n TNPr<j des 
einen Individuoms als die aeqnivaienten Formen des anderen iudividuums 

m 

die Bemipyramide MP^ji ^^'^ ^ > 
• • mP, • . • • 

- - %kP — • • • 
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3. Für alle Orthopyramidea ^^P/iislrsl, undfsA) also wird 



Für positive Hemipyrainideo gilt = .^^ , also wird = 

sein, je Daehdem m < = > ^^--j- ist. Hieraus beslimmen rieh deoo fiir jedes 

H-fl*P/i des einen Individnonis folgende aei^aiTalente Formen iui anderen 
lodividnum: , * - ' ' 

a» wean />>#, oder ^ <^^^ ' 
die Uemipyramide ^^ß^^j^p^-^, sol«tigem>2A'isl, 
das Klinodoma —Soo, wenn m = ist» 
die Uemipyraaiide -4^ -701 r, wenn < 2Ä ist 5 

Ji. wenn 0 # oder m = ist: 
die Uemipyramide — — Pj ■ 

e. wenn < oder m > =- ist : 



die Uciuipyrjimidc {m—'Zh) — 



m 

Für negative Ueoiipyramiden gilt p ^ , also wird/» stets <« 

sein, weshalb sich denn für jedes — »iPii des ein en Indindunms alsaeqai- 
Talente Form im andern Individuum 

die llemipyraujidc {m +2/t)P "^^^^^^ 

in 

besUmint. ^ ^ - 

Setzen wir in diesen Resultaten « boo, so gclaii<;cii wir auf diejenigen 
Formen, welche mit den Hemidomen aequivalent sind; es entspricht 
nimlich 

jedem positiven Hemidoma -i-mPoo : 

das Heniiilorna 4'(2A^m)PoO, weno ffil<2A, 

die Basis OP, wenn m = *-?//, 
das Hemidoma — (//< — 2//; 4^ 00, wenn /// > 2/*; 
und es entspricht Jedem net^'ativen llemidom^ — >»iPoo: 

das Heniiiluüäa -4-(w-»-2ÄjPoo. 
Bei der so liauii^eu Ausbildung dieses ersten Zwillingsgeselzes glaubten wir 
auf diese speeielle Verfolgung seiner ResuUale uiclit verzichten zu dfirfen. 
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§.212. ZwUUngsfUcbe die Basis. 

Weuü die üttsis die Zwillingsfläche, oder ihre Nonnale die Zv^ ililogsaxe 
isly 80 hali«o wir in deuWerlhen der Parameter fiy v uod q des §. 209 

b^csz oo, oder aucb a s 0 sn setzen, ond erhalten dadurch fSr die trans- 
{»onirten Axen des Individuums II folgende Gleiekungen: 

für die Axe der x\ = 0, und ^ = 0, 

für die Axe der y', ar=0, und « =0, 

für die Axe der s', a =ü, und y = 0, 
aus weichen sich er;;iebt, dasü die Axpm der y und z mit den ^Meichnamigen 
Axen des Individiiunis I identisch siini, u ilireiid die A\n der a; iu die Ebene 
{jTf/) fällt, uud mit der Basis denselhen Winki-l InidiU, wie die Axe der x. Isl 
uns nun im Individuum II irgend eine Fläche F durch ihre Gleichung 

a b € 

gegeben, so findet sich leiebt, dass ihre nenen, in dem Azensystenie des 
indiTiduums I erforderlichen Parameter die folgenden Warthe haben mfissen : 

ab 



wobei in den W't rthcn von ^v, und ^, das obere Vorzeichen für positive, das 
unlere für negative Partiallormen gilt. 

Nun liisst sich allgemein das V'erhällniss n : ^ : c = ma : rb : sc setzen, 
weun a, b und c die Gruudparameter der Krystallreihe sindj folgiicb wird 

mrab 

rblfl iwocosC ™ 
^, = + rb, 
e^ s «e. 

Soll also die Iransponirle Fläche einer kry^tailonomisch möglichen 
Fliehe des Individuums I entspreehen, so muss in dem Ansdrn^e är 0, der 
Factor p eine rationale Zahl sein; welche Bedingung erfüllt ist, wenn das 
Product aeosC ein rationales Hnltiplum von b, oder wenn acosC=^b ist, 
woraus sich denn für a, der Werth 

mr , 

a. = — -.i— a = /« a 
r:^2w^ 

ergiebt. So finden wir uns denn abcrn)als auf dieselbe Bedingung verwiesen, 
welche auch die Aationalität der Tangenten- Verhältnisse tautozonaler ISanlen 
beherrscht. 

Zur Bestimmung des k ry s ta 11 ogra p h is ch e n Zeichens der trans- 
ponirleti Flache gelangen wir diessmal weil leichter, als bei dem vorher be- 
trachteten Gesetze, weil beide iNcbe.itaxeu ihre urspröogltcben Parameter, 
und also aucJi ihre Abteituugszahlcu behalten. 
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1, Für Protopyraiuiden ±mI^ jsI r = * = l, folglich gill lür sie 

und jeder solclieu Ucmipyramide des eineo Individnums enUpricht im ap> 
deren iQdividoam die Form 

m p 



wobei die oberen Vorzeichen für gegebene |iositive, die unteren Vorzeichen 
für gegebene negative Hemipyramiden gelten. Das Protoprisma ooP ent- 

sprichl also der Hcmipyramide P. *) 

2. Für Kiinopjrrtmiden ±mßj» ist ran, und #«1, folglich gilt 
für sie 

daher witd für jede linlbe lilinopyrainitii^ ilrs einen Iiidividuums die eulspre- 
cbeude Form im au de reu iodividuum durch das Zeicbeu 



duigestellt. Hieraus folgt zugleich 
für jedes Klinoprisma co^n die Form ^^^i 

fSr jedes Klinodoma mPoo die Form siüoq, also es selbst. 

3. Für Orthopyrami-den ±inPft ist rset, und folglich gilt 
fttr sie 

daher wird fiir jotlp halbe Orlhopyrnnii(?f «les einen Individounis die entspre- 
cbende Form imaaderen Iodividuum durch das Zeichen 

dai'gcstcUt. Hicnius folgt zugleich 

1 

iiir jedes Ortboprisma ooPa die Fonn^Pxi, und 

Hl _ 

für jedes üemidoma :t,mlrOO die Form ^^^^9co» 

|. 2t3. ZvrillingsflÜehe eine Fläche des Rlinodomas mPoo. 

Es sind besonders die interessanten Zwillingskrystalle des Orthoklases, 
wie sie zu ßaveao , bei Uirscbberg , auf Elba und anderwärts vorkommeo. 



*) Für den Tiinnit i>t selir \MiIiiscliciQ|icli sr^Ai «»hwobl ilcb aus Jlo««*« Ketroageii 
«io tlWiia abweicbeader Werlh ergiebt. 
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welche uns veranlassen, noch ein drilteü Gesetz der Z\villiu^i»iMi(iuiig lu ße- 
iracliluug zu ziehen: das Gesetz oSmlich, dass die Zwilliogsflächa einer 
FlÜGbe des Klinodomsui mPoo eniapriebt. Die Gleiejiung der Zwillingsüäche 

— = 1 
ma e 

giebt uns in «Uegem Falle die Wertbe von awiia, i^soob, nnd ease; 
docb sieben wir es vor, die Recbnnng mit deo Buchstaben a und c zu fObrea, 
für welcbe zuletzt die Wertbe ma und c zu substiluiren iind. 

Setzen wir also in den Wertben der Parameter py qy ju, v und q dei 
t;;. 209 b = 00, so .stellen sich für die transponirten Axen des Individuums II 
die folgeudeo Gleicbungen heraus : 

fiir die Axe der -« — + ö3 ■= 0, und - ^-^ + ^ , . , = 0, 
für die Axe der y , ss 0| und 3 = 0, 

(8r die Axe der s\ af-h ~ vs = 0, und , , ,1 — , — 5— « 0. 

cos 6 ff\sirrr— xac 

Ist uns nun im Individuum II irgend eine Fläche F dureb ihre Gleichung 

tt o c 

f^ej^eben, so werden wir die derselben Flüche in dem Axerisysteme des Indi- 
viduums 1 zukommenden Parameter und ßnden, wenn >\ir ein ganz 
ähnliches Verfahren zur Anwendung briiigcu, wie in iü, d. h. wenn wir 
die allgemeinen Ausdrücke für die Centrodistanzen irgend eines Punctes der 
Axe der at\ der y und der z besicbendiieh den Parametern a', b' und e 
gleich setzen, dadarcb die Goordinaten svl.%. w* der DnrebschnittspBoeie 
der Fliehe F mit den Axen der ar, ff und js, sowie endlich ans diesen Goordi- 
naten nach §. 18 die in diesen Axen liegenden Parameter der PUcbe bestim« 
men. Auf diese Weise erhalten wir : 



(f, = 



' ~~ 2t'flVcösÜ+^c(fl««n26-c*>-2fl'A'casin»C 

* 2ac{a'cnsC — h')r — n' f/ (n^f^iuW — c^) 
Subslituirt man in diesen Ausdi iiCken liir a und e die Werllie rna und c, sn 
wie für b' und c die Werllie w<'a, r'b und /c, so wird man aus ihnen die 
weiteren Bestimmungen der Flächen abieilen können. 

Für die oben erwähnten ZwillingskrystaUe des Orthoklases verein- 
facht sieb jedoch die ganze Betrachtung bedeutend dadurch, dus das Rlino- 
doma 2Poo, nach dessen Flache sie gebildet sind, rechtwinkelig ist. Ans 
dieser Eigenschaft folgt, diss asinC'^MO, mithin auch, dass 

a*sin'C-|.c*«2c* 

ii*sin'C-c>»0 

ist. Selzen wir diese Wertbe in die Ansdriicke von «j, nnd so erhal- 
ten wir 
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' "~ <7c cos C—b'* 
* «(«'cosC-*') ' 

welelie Parameter für irgend eine PUlcbe F ?on dem VerhaUmase jwasrb im, 
unter BerücfcsicKliganipdaas aas 2a, nndese, sowie acosC^^btsl, end- 
lieh folgende Form anoebmen ; 

_ 2rttL ' • •■ — 

*, = rb 

mrc 

c. = 



2(mg^r) 

Aus diesen \Vort?ien wird n^nii If^icht fiir jede Form des einen IndividoOMS 
die ihr im au deren ludividuum enlsprecheude Forui bere^^huen Ltfoi^eo. 



Sechster Abscbnitt. 

Dikliiioedriselieji Syi^iem* 



|. 214. Recbtfertigang der Annahme eine« diilinoüdriachen 

Syslems. 

Als MittektrUok vor dreissig Jahren die Formen des nntersebwefelig- 
sauren Kalkes besehrieb*), da erkannte sein Scharfblick sogleich, dass diese 
Formen einem ganz eigenthfimlicben Geslaltnngigeselce onterworfen, and 
daher in ein besonderes RrystaUsjrstem so verweisen seien. Bs ist 
jedoch der letzleren Polgerong vielfoeh die gebührende Anerkennung versagt, 
und die Selbständigkeit dieses Krystallsystesu ignoriri oder angefocblsn wor- 
den. Da ich aber von rlrr Ri('hij;^keit jener Folgerung überzeugt w;ir, so 
wuitii- es auch in einem besoudereu Absciiniltc meines Lehrbuches drv liry- 
stüUograpbie **> zur Darstellung gebracht, und unter dem J^auen des dikii- 



♦) PoggtndorjTs AuttäWu, B. VIII, 182ri, S. i27. 

Band If, S. 'jr)--117; nnrh Fü: f ffi'r fi'if in ■-f'irifni TTftndhurhn rlpr rrr-ltnendm Kry- 
fltaiionomie S. 456— iSI dieseai Syvteine einen besonderen Abscboill gewidiuet, die Stlb- 
•iSodigkeit desselben anerkannt, und dafor den Name« das tf iltt|»rttaiatltek 
BytlMlf ia V»rwkhig gebracbt. Rammelsberg bat aieh ta Misaai HasÄbatke der kiyttal- 
lograpkiMhea Gbeafe glaMrallt aar AaaahaM iaaaelbaa aalMblMMa. 

ItaBBBH** Kryatalkf niphia. 23 
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noiSdrisch^ii Sf Stent eiogeftilirt. IN0 grofse Sdtealieil toleker Rrf- 
sUllreiben, deren Formeo den GeeelM dieees Sjrsteais nnterworfei M, 

mag vielleiciit die Ignorirung desselben veranlasst haben ( sie kana jedoch 
keinen zureichenden Grund zu seiner Zurückweisung liefern* 

Es ist oft gesagt worden, das diklinocfdrisiho Syslem sei nur e\r\e Moda- 
lität des triklinoedriscben Systems, keineswe^'i .s aber ein ei^pnlluimlit lies «?i€- 
beotes Krystallsyslem. Ein solcher Ausspruch liess eigeutln h voiaasseizeu, 
dass dabei der Begriff von Krystallsystem, wie er von Deij|e!ii;j;t n autge- 
stelil worden ist, welche das Mitscherlich':iciie Sy&lem adupUrl Lallen, eini- 
gemieaueiiberöekeiebtigl worden wire; dies« ist aber keioesweges gesebe- 
beo| ohne diese Begriffsbestimmung zu beachten, i&t jenes Urtbeil von Sland- 
ponete gam anderer Definitiooeo aos gefitUt worden. Wer den von nir seil 
Üagerer Zeit vorgeschlagenen, nnd aneb in diesen Bncbe S. 74 anfgestelllen 
Begriff von dem, was unter einem Rrystallsysteme zu verstehen ist, einer 
Prüfung würdigen will. Dem wird die notbwendige Consequenz einteucbien, 
das von Milscfiprlich entdeckte Gesfalhinjjsgcselz als den Grundlypus eines 
selhsfäiHÜgcii Kryslallsvstf ms anzuri kennen ; wer aber ohne jene Prüfung 
das siebente KrystalUysleoi verlauguen will, gegen Den lässt sieb freilich gar 
nicht streiten. *) 

Indem wir also die Annahme eines diklino^rischen Systems, trotz der 
Seltenheit seiner Verwirklichung, für vollkommen gerechtfertigt hallen, so 
hätten wir eigentlich jetzt eine Darslellaag seiner Verhältnisse in ähnlicher 
Weise zn geben, wie diess bei den vorhergehenden Krjslailsystenen gescho- 
bcn ist. Indessen ginnben wir nnt« then Jnier Sellinbtil seines VoriLonneas 
wegen, in gegenwürtigen Elenenlarbache nnr anf einige aUgeneine Belraeh- 
tnngen beschränken zu können. Wer sich weiter darüber unterricblen will, 
den verweisen wir auf unser Lehrbuch der KrystaUographie ond 9u( Ki^ffir*t 
Handbuch der rechnenden Krystallonomie. 

|. 2t5. Axensystemf Formen; Ableitang und Bezeichnung 

derselben. 

Das diklinoffdrische KrystaUsfsten ist nach S. 74 der Inbegriff aller der- 
jenigen Kn stallformen, deren geometrischer Grundrharakter in drei Coordi- 
nat-Ebenen ppp^eben ist, von welchen sich zwei uiilpr pinrra rechten Winkfl 
scbneideu, während die dritte auf beiden sclilefwinkclig ist. Die A\en, als 
die Dorchsfhnittslinien dieser Ebenen, scheinen unter dem Gesetze der durcli- 
gängigen lingieicbbeil zu stehen. Weil aber diejenige Axc, welche die Durcb- 



•) Nach dem bfkinnten Satze: coDtr« prinfif>5n npprnnf<»m di«pulari o«« polp^r So 
Uafe der S. 74 aufgesteiUe Begriff voa KryiiaUsytiem niclit ab falaeb erkaBat wird, 
•V laag» vM ««tb das vm MOMlaHSM caUMlte awbMl« KrfilalUf ttna alt «fai »Mkn 

geltea nüsaee. Die Gegaer dieser Ansicht hStten ibre Kritik zanMcbal anf jeaeo Begriff 

riebtrn, lind das FehlerbaftR d«sse(b<?n d^rtKnn iniif*i>fn, bevor sie tiber das fttia tdar 
Michtseio eiaes siebcalea hry*taiUyfticiai ihr EuUuribeii ausspraehea. 
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schnittslioie der beideu recblwinkeligen Goordinat-Ebenen ist, vermöge Rol- 
eber Lage einen eminealen Wertb erbäll, so wiM sie die uaUirliche Haupi- 
laae, ind daW die aufrecble Sitttwig de« Sf^HimtUilk St^^ Imümnw 
«•M. Die hmim a adewi Aaei eataltei 4i4wchtdift lW d» i lii ig iv<ii yil^iy- 
«s*n, for welab» die veneUedeM ^.8fl»e ^rkMeaiünlranilieidilili- 
Kread dafMeCeli daher wir fie, «ie^im fheMUaelM Syila^ Umktor 
diagonale und Brachy dia^o nfti0 mtttticheiden. 

Der Winkel A ist ein rechter, während die beiden Winkel B und C 
zweierlei verschiedene schiefe Winkel sind; die Axenwinkel a, ß und / 
aber sind durchgängig schief. Alle ai Iii Raum-Octanten bilden sonnch rechl- 
winkclige Trieder ; oder ilire Inlerseclinnen mit einer, um den Millcljninel 
des A.xensysleius gedachten KiAgelfläcbe biideu cecbilwiMkeiige s|)bärische 
Dreiecke. ^ 

Coü.struiri mau um eiu dikliuotidriscbcä Axensystem für ein geg^beMa 
eodlicbes Parameter- Verhi|lMiil>8 n : ^ ; jH^ poögUcbe isop^rametriiKi^ 
^llebfO, so gelangt man m TOi ei^M Dw^f^l^ I9«i/|e||l<|99e«1^ f 
iarep ftm^m ittm. TWhifwMw WerMiea ^ jHif 

MUf m\ ibrer (Si^nfllolie fibertiutamt IK« 4« cafulrp^ Fori^ i/f^ßkf» 
keine eiBfaebe, sondern eine teirameriscbe, aas v»^r FitfiMelIwrilW TWW ^ 
mengeselzte Form. Ibr^ «lig^ni^iuen Eigenschaften nach wird sie als eine 
diklinoedriscbe Pyramide, und daher jede ihrer Parlialformcii als eine 
Viertelpyraraide oder Te tartopy ramide zu bezeichnen sein. \\ ie 
die zwei Hemipvraniiden eiuer jeden monoklinoedrischen, so sind auch die 
vier Vierlelpyrainideii ciHcr jeden diklinoedrischen Pyramide in ihrer Erschei- 
uuug völlig unabhängig \ on einander, weshalb wir auch nicht erwarten kön- 
nen, sie immer vullsläudig ausgebildet anzutreffen. 

Nächst den Pyramiden giebt es no«b in diesem Systeme drei Arten tob 
prismatischen Pmen, und di» d)fe1, CobrdS|i«t- Bjt#y detr Axen- 
systems eatspreebendien Pln^kofids* IMe verlitelto j[Nris|Biltltaien FlMwbli, 
für welehe wir des ViTöri Pjisma aoMioUiegslldi gtibrftuchta, habert '|il«Ük- 
%erth^ Fliehen and rhonhisehe Qoerscbnilte, sind also einfache Formen, 

erSebehieil iM«fy vollständig mit allen \ier Flächen, wie die gleichnami- 
gen Formen des monoklinoedrlst licn und rhombischen Systems. Diejenigen 
leiden Arten von prismatischen Formen aber, deren Flachen einer der Neben- 
axen parallel laufen, haben ungleirhwerthige Flachen und rliomboidische Quer- 
schnitte, sind also zusammengesetzte Formen, und zerfallen in zwei, 
von einander unabhängige Partialformen. Wir nennen diese geneigl-jjrisraa- 
tischeu Formen im Allgemeinen Domen, unterscheiden sie, wie„in^.|;hombi- 
scben Systeme, nach derjenigen Axe, Wf lolwr ihrf FIleM P^fl^M J^d» afe 
MakrodoBeB mi BjraehydoiBjen, «nd ihre ParM«lfomiMi 
doaen. 

OieielbeB GriUide, weleh« lU^ In 195 hisitamkem den Ableitangen }m 

monoklino<{driscben Systeme eine vollständig yor^am^^ Pjrramide zu 
»Gmode in ie^en,' nötbigeo uns, auch für die Ableitungen im diklinoedrischen 
Systeme eine voUständige, mit allen vier, im Gieicl^ewichte ausg^4{|e^|i 

23» 
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ParUalformeii mdieineiide Pyninide als Groodfem timiDeliflraB. Dieie 
Gnradform wird bestimmt darcüi das VeririUtDiss derGnmdparaaNler a : b ; e, 
und durch die beiden Winkel B und C, ans welehen die Azenwinliel «, ß nnd 
y leiebt nn bereehnen sind. Die Bezeichnung der GmndferD, die Ableilaag 

selbst, nnd die Bezeiefcnnng der ab^rlcitelen Formen stimmt so vollkommen 
mit dpM ;]^leiclinami^cn V'crbällnisseri des Iriklinoedrisclien Svslcnis iiherein, 
dass wir deshalb auf die io §. 220 folgeadea BelracbtuD^eB verweicen. 

§. Berechnung der Formen, CombinalioneD, Zonen lehre. 

Bei der Berechnung der dikliuoi'drischcn Formen sind zunacliül die 
einseinen Vierlelpyramiden zu beriicksicbtigen , deren jede mit den drei 
Hanptscbnitten drd Kanten, in diesen Hauptsebnitlen aber seehs ebene 
Winkel bildet, welehe neun GrSssen als die wicbli^ten Gegenstinde der Be- 

recbnung zu betrachten sind. Da die beiden verticalen Hauptsehnitte noch 
recliie Winkel bilden, da rolglicb jede Pyramidenflacbe am Axensysleme ein 
rechtwinkeliges Trieder Legränzt, so wird die Rechnung im Vergleich zu dem 
triklinoedrischen Systeme bedent^nd vereinfacht. oh^Ioirh sie weüjen der bei- 
den schiefen Neigungswinkel Ii und C der Basis, utul \\ r -« n der drei schielen 
Axeuwinkel weit complicirler werden nniss, als im moiioklinoedrischcn Sy- 
steme. Es ist zweckmässig, die Signatur der verschiedenen Winkel ganz 
übereinstimmend mit jener des triklinoSdrischen Systems zu wihlen; dann 
branehen wir nnr'in denen, weiter unten fOr dieses System mitgelheilten Re- 
sultaten ji^W zu setzen, nm solebe dem diklinoMrisehett' Systeme anzu- 
passen. 

Die Gombinatio|ien stehen ihren Symmetrie- Verhältnissen nach mit- 
ten inne zwischen Jenen des monoUinoSdriseben nnd des triklinoSdriscben 
Systems, indem alle diejenigen Pomen, deren FlScben in die Hauplazenzone 
fallen, eben so ausgebildet smd, wie im monoklinoedriscben (oder aocb im 
rhombiseben) Systeme, während alle übrigen Pormen derselben Ausbildungs- 
weise unterliegen, wie im triklinoedrischen Systeme. Wer sich also mit die- 
sem letzteren Systeme bekannt gemacht hat, der wird auch keine Schwierig- 
keiieii bei der Beurlheiiuog und Entwickeluog der dikliaolfdrischen Gombina- 
tiooen finden. 

Die Zonenlehre fallt, soweit sie die Position der Flächen betrifft, 
fast ganz mit jener des triklinoedrischen Systems zusammen, mit Ausnahme 
der Hauplaxenzonc, deren V>rhä!lnisse dieselben sind, wie im monoklinofe'dri- 
seben Systeme. Dagegen erliäU die Tangente taulozonalcr hanten, ver- 
möge der fünf schiefen Neigungswinkel des Axensyslems, einen besonderen 
Werth, welcher sich aus dem, S. 56 stehenden Ausdrucke von tang/F be- 
stimmt, wenn in selbigem gesetzt wird; man erhält so für ii^nd 
twei Fliehen F und F\ welehe in eine Zone fallen, deren Zonenlinie dnreb 
die Gleiebnngen 
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gegeben ist: tang^ 

Werden iiiiit die beiden i iucheu F und F' uls abgeleitete Flacben 
auf die Grundparameter a, h nnd c bezogen, so ist für sie ' 
das Verhällniss a : h t, mit ///a : ;b : jsc, 
das V' erbälluiss a : b' : c', mit m'a : rh : #'c 
zu verlausebeD , md seist naii diese Werlbe io den Aasdrack von tang/l^ 
eio, so erkennt man leicht, dass die RaliottaHlät der Tatigcnten-VerbSltnisse 
in diesem Rrfslallsystenie nur dann besteben kann, wenn den beiden Produelen 

cacosBsin}«ina nnd abeosCsinosän^ 
rationale Zablenwertbe entsprechen. 

Wir «rollen diese Bedingungen für die Rcyslailreihe des anlerschwerelig- 
sauren Kalkes prüfen, von welcher uns Miitekerlich sehr genaue Messungen 
geliefert bat, ans denen sieb folgende Elemente ergeben : 

a:b: c = 1,533 ; 1 : 0,7849 

a = 87" 25', = 44', y = 107" 13' } 
aus diesen Elementen des Axensysteins folgt aber: 

ca cosiSfsIn/sinft = 0,ir)f)7 = ^, 

ab cos6'sin«sin(V = 0,4 'i34 = jt-. 
Wir erhalten also wirklicli ein paar sehr eiufacho rationale Zabl- 
werlhe niil einer Genauigkeit, welche gar nichts zu wünschen übrig lässt, 
indem die gemessenen Winkel nur um 1 bis 2' geSndert zn werden brau- 
eben, um jene Plroducte genau auf die 2^blen ^ und f zu bringen. Demnacb 
sind wir wohl berechtigt, das von MiUeherUeh für den untencbwefeligsauren 
Kalk eingeführte Axensystcm , und somit sein siebentes Rrystallsystem als 
binreichend begründet anzdseben. 

Ana. Bs «cbeioeu aber auch die Pnidset« casb/iina und abnaoMa/^ fUr 
Mcb ralionaleo Zahlen zu entsprecheo ; dena man findet : 

casinysin« = 1,148, oder «ehr nahe »», 

nl) sinasin/:/ = 1,514, oder sehr nahe 
worau!« deau weiter folgeo würde , dass auch co^ü und cosC rationale Wertbe 
haben; denn 

wenn f|cosJ9 sb ^, so iit cmB as 

ood weno *|cosC = J^, so ist cosT = ||; 
hiernach findet man B = 98® 20', und C — 1 07*^ l', was bis aaf 1' aiit den von 

MiUcherfifh gemessenen Winkeln Obereinjitinimt. 

Noch genauer wird auch daH Prodttct bcftio/^n/ durch eine rationale Zahl 
ausgedruckt; iiiau ßndel oUrnlicb 

bc»iji/f»iD^ = 0,7413, oder = -ff. 

Diess wfirde zur Barecbnaag der GmadparauMter a, b and c gelangen las- 
sen, indem maa daa Preduet ans eanu/siaa und abainoria^ dnreb bcainuSna/ 
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dividirt, dabei deren Werlbe f}, ff aad ff xu Grunde le^t, und so znvOrderst 
die Grösse aiiao, das« aber, 4mth Divisk» mit wiaa» die GrOttea biie^ and 
csio/ betlinat, uai eadlich, dnrcb Divifioa «lieMr diei CWUeae baieheeiiiafc 
mit liaat lia^ aad sin/, die Wertbe yea a« b and e Ibdei. Fibrt dtete 
.Recbeaag aaa, to erhalt man 

a : h : c = 1,5370 : 1,0006 : 0,7843» 
WM äusserst wenig vou demjenigen Verkttilnisse abweicht, welcbas aus den Mes- 
tttageo ven MHieierHek fo%t. 



Siebenter Abschnitt. 

TrikllMfdrisekes Systein. 



€vftt^ Copitrl. 
Fonaen des ttikliiioAdximshon SytteDW» 

$.217. Axensyitem und filenoate detselbes. 

Das Iriklinordrischf System ist fier Inbegriff aller derjpnlp:en Kryslall- 
forinen, deren geonielrischer Grundcharakter durch drei, auf ( iuander scliief- 
winkelige, und zwar ungleich schiefwinkelige Coordinat-Ebeneo, sowie 
durch drei ungleiche, und daher ungleichu trilii^^e Axen bestimmt wird. Dem- 
nach iiiidet lu diesem Systeme eine durcbgäiigigc Lugleichbeit der Aaguiar- 
nod LiBear'DineiisioDeii, uod die grössle Abwdciiiiig von der Regelmassig- 
keil des Tesseralsysteais Stau. Wie .also für dieses letticre System in der 
Reebtwiokeifgkeit seiner Gnordinst-Bbenen nnd in dtir Gleicbbeil seiner Azen 
die BedingQOgen für das Maximum der Symmetrie, so sind fliir dis trikli- 
noedrische System in der Sehiefwinkeligkeii seiner Coordioat-Ebenen und in 
der Ungleichheit seiner Axen die Bedingunged für das Maximum der Unsy m- 
m e t r i e «^p^eben , welches Überhaupt in einem trimelrischen Azensysleme 
vorkommen kann. 

Den drei schiefen Neignn^^swidkein 5 und C der Coordiriat-Ebciif n 
entsprechen die drei Axcnwinkel a, ß und y, welche in der Regel gleichf ills 
alle schief sind, obwohl auch lu uiaucbeu Ealien eiuer derselben ein recbler 
sein kann ; was jedoch keine Vcmhiedenbeit des KryslaUsystenM bedingen 
würde. 

Da f3r die anfrecbte Stellmig des Axensystnnn keine bestimmten Indi- 
ealionen geboten sind, so lieben wir wiMkiirüeh eine der Axen nts Hanpt- 
kx n M besliatonen^ n^ftnf üie bcMeli MIdmi AjE«fr, w«il sie die ningannlen 
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der nhiefiM rhimbinÜMbtD Bams büdea, wie ioi rhoHfciMiMii Systeme, als 
Ilakr«4ia9«sale mmI Braebydtagonile «iittraaliieiiaB werden köa« 
■en. IKe diei Geerdtnai-^EiMBe» «rhalteo daiyto: wiedentoi 'die' Nbomi 
dat baaiAflkea, das mAkrodta^aftaleii oiid daa Jb-facblydia^oB^Uii 

II auptschiittls. Gewöhnliak isl es zweekttBitig, itet der Wissenschaft«- 
üchcn Betrachtung der FonMO den brachydiagonalen HaafiUMk*it( auf uns 

«uliiufend zu denken, wobei uns auch die Basis meisteiithcils rntpr^tgen fäiil, 
weil in drr Regel die Hrnrhy tllrf pönale eine» liloinere» WjjiklÜ aiil der üttt^ 
ajie bildet, als die Maicrudtiigoiiale. 

Aom. Mnn k^fintf ni^lich die prtn/c Kn'«träJ!<i^iM pliio anf die Belrach- 
hm^ ^fs Ii ikÜDoeiiriüctieii Sy-^Tpoi«; griluden, und würtle liaitiii der Forderung 
volil&oniineii eutsprecbeu, vom Aiigemeiu^a auf 4a« B«soaderc Uberzogebea) 
dava im der Tfcat kraadiaa wir nv anfaeMeea Vertadtfiogea üi daa El»* 
awalaH det Aieaiyalaott eiatrataa sa laaaaa« ant vaa daai ti<iUlD«tf<lniiih#ii Sy* 
ilana aaf kgend eines der andaren Ki ystailsystenic sa galaogcn. Indetiaa Iii 
Ci H1IS Dianchcii (ii iiiidcti zwpfkaiüssigcr, den rnijrf^retipcset/tpn ^^'f'^ ♦»inzu- 
schiageii, also niii ilem U'9i»ür<iieQ Sfilamo zu bcgxnocui und luil dem trikliuoe- 
di'ibcbco Systeme zu schliessen. 

§. 2tö. TrikUfla«drisabe i>yr«iB4d«a. 

Doiikt'i! \^ ir UMS um i'iii Ii iUiüoedi'is.ciie}i Axensystem , für irgend cm 
cndliiihcs Verlidlluiss der i^arameter a : ö : r, den vollständigen Inbegriff 
aller isoparamctriscbcn Fläobeo autgebiktel, •« erhaUen irir eiue vma 
viererfan aBg|eichaeili($eD Dreiaekea eoHcUaisenePanii, deren llillelkaiileii ia 
der Ebene der Basis liegen, ader eine vallaländige trik linotSdriafrka Py« 
ramide. 

V<oa doi Pldcbieft dieser Pyramide sind aber immer nur zwei Gegaa- 

flächen einander gleich und ähnlich, weshalb rs 
flberhaupt viererlei versobiadene Flächen giobt, 
welche die Pyramide .ins vier Partiaifor- 
mrn znsnmmfogesetzt crschpirifii lassen, deren 
jcilc riiizr|iit> nur zwei parallele Plärhon dnr- 
»lelU, uiul ;i[s eine V i e r t e 1 yr i» in I 'I e mler 
T e lar to p y ra m i d e bezeichnet werden Laiiii. 
Die Hanteu zcrfallea iu sechs, durch ihre 
Littge , wie doveb 4br WStokbhaaaia «widble- 
dene Kaolenpaare, von denen immer ein länge- 
m und ein fcnrzeres in je-einam derdre^Uaupt- 
scbniile enihallen ist. Die Eeke sindllererlei- 
k«atig and dreierlei, nämlich zwei Meeke, 
zwei spitzere Millelecke an den Eodpiinctail der 
längiaran« unii /v <.i aiumpfere Mitlcleuke an den Endpaaclcn der kürzeren 
Nibenaxe. Die HaupiacbniUe «od aUe ilmeo fsraliaie &aboikia find 
Bboatbaide. 
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Die trikÜBoifdriMlieo Pfraaridra «nckeiMD jedocli bImmIs m voUstia* 
dig nil «lleo vier, im deiehgewiehte insgebiklcteB PartiaUenM, wie dieas 
die Toraleheiide BeaelireiJiaiig ond Pigor vortasaetzi; vielnehr aiad dieaa 

Partiairormeo eben so noabUlDgig von einander, wie die HemipyrBBiiideB dea 
aMMokUnoedriscben Syateaia, weahalb denn die PyrAmiden im gegenwärtigen 

Svsteme gewöfinlirh nnr mit f^inzclticn Vierfplpvrnniidrii ntisgchildel sind, 
welche selbst m ciriijem^'^rn Fallen, da ilirer zwei, drei, oder ;ille vier vor- 
handen sein solUen, eiue sehr ungleichmässige Ausdehnung ihrer Flächen zu 
zeigen p liegen. 

Bei dieser gegenscili^eu Luaiihäugi^keit der correlalen Viertelpyramiden 
wird ea ttolbweBdig , eine jede dendbeo beaoader» in du Ange m Guaan, 
nnd aie aneh in der Bezeiefanniig von cinandw na untenoheiden* Bnben wir 
ona einmal über die Stellnng das Ajteaayalenia versUndigt, ao iat dieae ünter- 
Scheidung am leichtesten und einfachsten in der Weiae m iMwerkaleiligen, 
dass wir dabei die verschiedene Lage der vorderen, uns zugewendeten 
Flächen jeder Pyraniidf ii,i<li oben und unten, nach rechfs und links 
berücksicliligen, und daher dem Buclislahen P, als dem GrundeU luculc m dem 
Zeichen einer jeden Viertelpyramide, einen Accent an derjcnigeu Stelle bei- 
rügen, welche der Lage ihrer vorderen Mache entspricht. Demgemäss 
würde alao in dem Zeichen einer VierteJpyramide, deren vordere Fläche oben 
rechte oder obenliniLa eracbeint, F oder 'P, in dem Zeichen einer Vier- 
telpyraoude aber, deren vordere FlÜohe unten reohta oder anten linka 
eracheint, P, oder ^P zu schreiben sein. Nur aaf dieae oder eine Khnlicfce 
Weiae iat ea möglich, ein Collectivzeichen für die vollständige Pyramide an 
geben, weil aich jene vier Zeichen in daa einsige Zeichen ^'P^ tnaanmen- 
sieben lassen. 

Üa eine jedf \ iertelpyramide nur ein einziges Flachenpaar darstellt, so 
kann sie auch niclit für sich allein erscheinen; wollen wir sie uns aber in 
ihrer Isoliruiig vurslelteu, so müssen wir ihren Flächen irgend ciuc be- 
stimmte Begränzung anweiaen, wozu .aich am beaten die drei Hauptschnitte 
dea Axenayatcma eigneu, welche jt acbon in der volbtindigen PTranride die 
Grinzfllicheo ihrer einselnea Partialformen abgeben. Die beiden Fliehen 
jeder Viertelpframide fallen in swei Gasen-Octanten dea Axenayatena, und 
eine jede deraelben bildet mit den Hauptscbnilten oder Coordinat-Ebeiien drei 
lolersectionen, welche wir nach ihrer Lage als die b r a c h y d i a g o n a 1 e , die 
mak rodia gonalc und die basischeKante unterscheiden, und welche weil 
wicbliger aind» als dieKaoleo der voUaländigen trikliooedriscbeD Pyramide. 

§.219* Priamattache Formen nnd Pinakoide, 

Ausser den Pyramiden erseheinen noch dreierlei verschiedene prisma- 
tische Formen, nämlich verlicule Prismen, für welche wir, wie iu den 
vorhergehenden Systemen, daa Wort Prisma ausschliesslich gebraueben 
werden, nnd swei Arten von geneigten Priamen, welche wir itemala 
Domen nennen, nnd ala Makro dornen nnd Brach yd omen unlencbaiden 
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wolien, je Ttirhdem ihre Pinehen der Makrodiagonale oder der Brachydiago- 
■ale der Gruudtann parallel sind. 

Ade diese prismatischen Formen des tnklino^drischen Systems haben 
r Ii u m b o i d i s eil e Querschnitte, bestehen daher aus zwei ungleicbwer- 
Ibigen FÜehenpaareu, und serfalieo dengeniiM in awei PartiAifor' 
oi 6n-f deren eise jede fiir ticii wiederiia nur eio einsigei Flieheopaar de^^ 
stellt, während beide in der Erscbeinaog eben so ttoabJüaDgig tea -eimudof 
sind, wie die vier Viert elpyramiden einer und (Jerselbeii Pyramide. Wir od* 
terscheiden sie liaher als flcmiprismen und als Hemidom^n'. 

IHe drei Pinakoide eudlii;li sind die 4nkf de» Heii|ftaoboiUea dea 
Axcnsystems parallelen Piachenpaare. 

:\]'<n dir* l'vraiiiidtMJ dieses Systems in ^ ier, die prisiiMtiscIien l'nrrneri 
(ir>>f|l>rii iit /wci Tai (Lilfoniien 7.er'';»H<^?!. ninI 4:» jf^de dieser f*;ir!i.i linnni'n. 
i'hrii M. wie jedes Piüdkuiii , nur aa» j*uic4llclt;ii Hacheu lM>ir;ii. 

h.ibi:u vva' CS in jedem Iriklinoedrisciieii Kryslalle überhaupt nur uull»iult i' 
ciuzcJueUf uD|;leiühwcrthigeu l'lucheupaaren fAi ibuu , weil für jede Fläche 
einzig and allein in. ibrer Gegeoläehe eine gleiekwerthige Fläche TOiiiaadeo 
ist*). Diese Vereittselung aller Fttohen hat fiir die Ersehei&uiigsweiae der 
trikiibo^drisehen Combinttioneo in miuiebeii Fallen einen solchen Mangel an 
Symmetrie zur Folge, dass ae tieb sehr aaffiillend von den Cumbinationen 
aUer bisher betrachteten Systeme unterscheiden» während sich dagegen in 
anderen Fallen durcli simultane Ausbildung der rorrr! iI mi P irtiairormen eine 
Annäherung an die Symmetrie des monokUnoüdriacheu Syateme zu erkennen 
giehi. *^ 

.ledt'iil'iNs .iber wer'iJMi wir sov\nl;l l.f^i ijef^enwärtigec .il'i^iMurirnT Dar- 
stellung dcsi >y3lems, al^ auch bei da i>i;MJütlt;ren BetrachUiug i^iiar jeden 
triklinoeilrischeu Krystallreibe die, gewissermaassen nur iu ihrer Zerslückc- 
liiiig crscheineoden Formen in unserer Vorstellong ui erg^nnen habep, iudcm 
wir die einzelnen Partialformen^ gleiehsam die disjeela membra derselben, 
immer mil ihren eorrelaten Formen in Bemebuflg denken. I>ean ebne diesen 
Hilfsmitlel würde kaum eine klare üebersicht in einem Sfiteme nn gewinnen 
sein, dessen Kryslalirormen nur Aggregate von einzelnen FlXchenpaarcn, und 
dessen Symmetrie-Verhältnisse oft so versteckt sind, dass man bisweilen an 
dem Vorhandensein derselben- zweifelhaft werden möckte. 

^. 220. Ableitnng nnd Bezeiehnung der Formen. 

Bei der allgemeiaeu schematischen Ableitung der Formeu geben wir von 
iigend einer vollständigen triklinoedrischen Pyramide als Grundform aus« 



*) Mehr, a\i io jedttll •Dilercn, wünlc dalicr in r! i f * e m Kry^'ill- v^frinc eine Re- 
vorzu|;ang der eiazeloea FiScheo vor den Forueo, and eine solche Bczcicfaauo|^ gerecbt- 
Tertigt sein, welche zaaäcbtt nur die eiozeloen Pliebes erfcMt. 

**) Das Erster« Ut s. B. der Fall mit den Axinite aad Ropfenriiriol, das Letsfere nit 
den vanehiaiaaea trikIteaNrisehea Peldcpalbaa. 
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beieidiBM soiehe mit [P[ und bestimmeii ihre avfreclKe SieJlung. Da^, 
ihren PJMcbeo zakonmeDde Plira]iieter*VeriilllaiM « : b : o, «pi die drai 
Neipingewiabel ^, B md C der Geordiul^EbeiieB oder Beif CiehMlle lienm 
BOi io jeden beeenderea Falle die Eleaeate det AaepefHeieg. 

Aus dieser Gmodforin wird ean , wie im rfaombisebeii Systeme, durch 
blose VeränderuDg des in der UaopUxe liegendeu Paraantcre a, sooiehsi die 
Graadreihe des Systems 

in<i 8i>l 

OP m'P] :p: f»:?: oo'?* 

abgeleitet, wrlilie die sammtlichefi P ro top y ra rai d e n das Protoprisma und 
das Basopiuaküid begreifl, und deren Glieder rectiter Hand alle spitzer, 
liaker Hand alle flacher nad, als ',P',, Diese Reibe isl eigeatlich eioe 
vierfache Reihe» iaden jedes ihrer Glieder, mit Aaiaabaw der beidea Itn» 
serslea, ia vierViertelpTnuaidea eiF, m'P, mP, aad ai^P serttUt, irelehefea 
einaDder gMnzlich unabbiagig sind. Das eine GriazgKed OP ist, wie I m me r , 
das basische Flichenpaar oder das Basopinakoid, wihrend das andere Gräna» 
glied oo'F ein verticales Prisma Ton rbomboidischem Qnersehailte daiateUl, 
welches also in die zwei Hemiprismen ooP' und oo'P aerfliUt. 

Aus Jfflfm Güede dieser Gruudreihe lassen sich nun abermals zwei Rei- 
hen von Pyramiden ableiten, indem man einerseits den in der Makrodia- 
gonale der Grundform gegebenen Parameter b, aoderseit«; den in der Bra- 
chy diagonale gegebenen Parameter c mit irgend einer Zahl n mnltiplicirt, 
welche alle möglichen rationalen Werthe von 1 bis oo haben kann. Nennen 
wir diese Pyiamidea wiederam, wie im ihombisebea Sfslemei Makro p y ra- 
midea aad Bracbypjrsmidea, lad benntzen wir, wie dort, sa ihrer 
üetersebddnag die proaiMliseben Zeichen der Länge nud Rfirse, so lisat nch 
der Inbegriff aller, aus irgend einem m'P^ durah Veriaderaag der Makfo- 
diagoaale abgeleiteten Pornea ia der Reihe 

w»'P; m'P' w;p;c» 

und d(T Inbci^rif! aller, durch Veränderung der Bimchydiagonaie abgeleiteten 
Formen in der Reihe 

w^p; m.p; w;p;oo 

zusammenfassen. Die letzten Gränzglieder dieser Reiben sind geneigte Pris- 
mea oder Domea, aad cwar eiaerseils eia Mtkrodoma, aaderseils «ia 
Brsohydoma, voa deaea aber eia jedes ia zwei tob eiaaader aaabbiogige 
He rai domea serfiUlt. Je aacbdem aaa, venaSgo der eiamal gewibltea 

Stellung des Axensystems, die Bracbydiagonalet oder die Makrodiagonale aof 
dea Beobachter zaiinft, je nachdem wird maa die bracbydiagonalen Hemido- 
men mit den Zeichen und mj^oo y dagegen die makrodiageaalen He- 

midomen mit den Zeichen w'P'no und »i P oo zu versehen haben, oder auch 
umgekehrt; weil die Stellung der Accenle dir Lnge entsprechen muss, in 
welcher sich die vorderen Flächen dieser Üemidomen dem Beobachter prä- 
sentiren. 

Wird dieselbe Ableitong auch für das Protoprisma oo'P' geltend ge- 
macht, so gelangt maa aaf fönende awei Beihea rerliaaler PrissMsi: 
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oo'P' oo'P'« ooPoo 

UDd oo'P' ..... fXj'P'ff oot^oo. 

Wir nennen die erslcre die Keihe der Makroprismeii, die zweite die Reihe 
der B räch yprismcD, und erkennen in ihren ausserslen Gränzgliedern das 
M aic ro p i ij a icoi d nnd das Bracliy pinakoid, w^ihreiid die übrigen Glie- 
der Prisnjen von rhomboidischen Querschnilleu sind» uud folglich in zwei vun 
eiMndar iaabluiDgige Henifrlsneii zerfaUen, mikhe als rechte und 
tioke OBtenebiedMiwwdMif wow ui^dMi ZtidiM ifa einziger, redblsoiir 
Kiiki angebrachter Aeeent twrebkeiA ist 

Aom. Hterout ist denn die Ableilaog fiammtlichcr Formen und Pariial- 
forami veTbllBdii encbdpft, nod es bedarf «ir aocfc der Bemerkung, dass sieb 
aeeh m Mmm SyMene die Reaelfaie allef Ableitungea in ehreei ehuigen 
Schema zasannDeosteliea lasseo, wekbes eiee vellMeSige end «obl geerd a e te 
üabenicki des gaasta KryataUiyiteM gewibrt. 



g. BereehnoDg der Formen; Pyramideo. 

B«d d«r ^mikamig «ir triklmoMrnebett Pomen beben wir miebat 

irgend eine Vierlclpyramide von dem Parameier-VerbÜltfiiase a : 6 : e za be- 
riicksichiigen, weil sieb aus den für sie gefundenen Fonnelo sebr leiehl die- 
jenigen ableiten lassen, welche irgend einer anderen Form enlapreeben. 

Die Signatur der Winkel wählen wir gerade so, wie im rbombiscben Syileme; 
furii^end eine Viertcipyramide Pjg. 80 hedptiien also: 

D und C die iui den Aach der y und z an- 
liegenden Neiguugswinkel je zweier Coor- 
dinat-Ebeuea oder Hauptachnitte, 
er, ß und |/ die ibnen gegenflberHegenden Axen- 
wiakelf 

JT» Y ud Z die 4en Axen ^egeatterlif genden In- 
teneetionea, oder die M KonieB dier Viertol« 
Pyramide, 

endlich und «, ^ und i;, % und i die Haupt- 
seboittwinkel des basischen, des brachydia- 

gonalen und des makrodiagonalen Hauplschuitts. 
Man könnte alle diese Winkel durrh zweckmäs«ii«,' an^ebrachle Accente 
auf ähnliche Weise unterscheiden, %vic (iiejoiiigeu Vierteip} rainidcn , welchen 
sie üiigehören. üebrigcns darf luan nicht verfressen, dass in allen folgenden 
Rechaungen die sechs Winkel B uud 6', a, ß uad y spilzc Winkel 
voiiiusgeseizt sind, weshalb iu jedem besonderen Falle genau darauf za achten 
ilt, ob einige, uad w eUbe von dioMD Winkela für dietelretade Vlerte(- 
pyraande ab stumpfe Winkel aoflrelea. 

Indem wir die Grundwinkel A, ,B und C im Aiigemcinen als bekauul 
voraussetzen, so bestimmen siob ans ftoea die AMiiwiiikel «, ß und y wie 
folgt: 
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Cosa = 



Doch brauehi man imnier onr einen dieser Winkel unmiitelbtr » 
weil lieh die beiden anderen ans dem einrachen Verbältnisse 

sina : sinß : siny = sin^ : smB : sinC 
ableiten lassen. In einer und derselben Kryslallreihe sind diese sechs Win- 
kel als CO U S laute Elemente gegeben, welche in allen Formen denselben 
Werth behaupten, uod nar insofern eine Verschiedenheit zulassen, wiclcrn 
sie bald als spitze, bald als stumpie W inkci aulLrcteu. 

Für eine jede Vierielpyramide sind nun die Hauplschnittwin- 
kel, die Kanten Winkel ond die Kanlenlinien als die drei wichtigsten 
Ciegenalinde der Bereehnnng so betrachten. 

f. Hanptsehnitlwinkel einer Vierlelpyramide. 

Diese Winkel bestimuieu sich als Functionen der Parameter durch 
folgende cinfaebe Werthe ibrer Tangenten : 

it — ^'M'g _ caina 

^ ~ e— ^oaa* ^ " b^ewta * 

cs'inß asinß 



aainy ^sinv 

tanijr = ■ ■ ■ ' , tangt = 7-^ 



Bei dem Gebrauche dieser Formeln hat man sorgfältig darauf zu achten, 
welche von den Winkeln a, ß und y spitz oder stumpf sind, weil im lelsteren 
Falle der bctrelfcnde Cosinus neural v zu uehnien ist. 

Als Fnnetionen der K a n t f 11 w i n k e I X, Y und Z werden die Uauplp 
schnittwinkei durch folgende Furuieia dargcsteiit : 

. coaKH-GoeAcoflC cosZ-i-cosAcosff 

— sasac--» — iKBü»— ' 
A,Y^^ ' — ssrasü— ' 

^ cosJr-hcosZcosg coiy I tcuZvxA 

ainZiinil * naZnnA ' 

wobei ebenfalls zu berücksichtigen ist, welche von den Winkeln B and C 
etwa stumpfe sind, weil dann die betreffsnden Cosinas negativ einzafiihreii 
sind. Uebrigens bedarf man dieser Formeln nur zur Berechnung je eines 
Knnptsrbnittwinkels , weil rwisrhen diesen Winkeln nnd den Kantenwinkein 
folgende aligemeine Reiatiuncn gelten : 

sind : sin?;= sinK t smX 

siu^ : %im = sinZ : siu Y 

sinv : sineas sinJT : sinZ 
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weiclie für je zwei, an derselben Axe anliegende Hauptschniltwinkel, so 
wiet 

rimd s taau » ümY : liaZ 

sioT : sbi SB tmJC : unY 
welche für je zwei, in demselben Hnoptsehnitte liegende Hanptfchnill- 
winkel ihre Anwendung 6ndeB. 

Ausserdem sind noch je zwei, in demselben Uauplscbniiie liegende 
Winkel durch die Gleichungen 

a -+-<?-+-«= 180'' 

mit einander nnd mit dem gieichliegenden Axenwinkel verbunden. 

II. Kanlenwinkel einer Viertelpframide. 

Die Rantenwinkel einer Vierlelpjrramide berechnen sich am leirli testen 
aus je zweien, an derselben Axe anliegenden Hauptschnittwinkeln und dem 
dazu gehörigen Grundwinkel dei Axenayslenis mitleb der Xifepericben Ana* 

logieen, wie folgt: " i»--- , / 

. A und Y, aus v» U ood €7: 

, cos^(i^-l-o) 

2, Z und A', aus «, t und £ : 

cos }.(£-»- t) • 



sini{€H-T) 
3. y und Z, aus £, ^ und A : 

Will wuk niso die direi Hanlenwiakd einer Vierlelpynmide bereebnen, 
•o f nebt flMB- EiiWMerst ws den Partmeleni nnd den Axeowinkebi die Win- 
kel zweier Hnttpts e h ni tt e , und ffndel hierauf, nach einer der vorsieben- 
den A na logieen , zunächst zwei Kantenwinkel; der dritte bestimmt sich 
durch das einfache Verhällniss, welches zwischen den Sinus je zweier Win- 
kel desselben Hauptscbnitts nnd den Sinns der ihnen gegenüberliegenden Kan- 
lenwinkel besteht. 

Wenn auch nicht zur unmittelbaren Berechnung, so doch zur allgemei- 
nen Beurliieilung ihrer Verhältnisse und zur Benutzung für anderweite Fol- 
geruugen ist jes niilBliob, die Kantenwinkel auch als Fnnclionen der Grund- 
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Clcmanle des Azensysleins zu kenneii. Mao geht dabei von dein S. 44 
hendcD aUgeneinen Aosdraeke für enalFauft miem man in ifelUgnü m 
«V a\ b' nnd e' « 0 seist, wd crhilt sa folgende Wcribe: 

cos » — 

in weleben K=i^^^a+i^Mtfß^i^i^ÜD*y^%^kejf~WeaBr-.tMC 
ist, wobei 

= cos^sin/Ssioy • 

Ca oosCaiaasio^. 

ni. Rantenlinien einer Viertdpyranide. 

Die KennUiiss der KaDlealinien ist be&oaders wicbüg für die, zur Enl- 
werfnog von Hodellnelsen erforderüebe CoDtlruetion der einielnen Flidien 
einer voilslindigeo triUinoifdrisehen Pfraoiide. Da nun dioko Kantenlinien 
diejenigen Linien sind, welche die Endpnncte je sweier Parameler mil einen* 
der verbinden, ao folgt 

wobei Üir den PaU, daM einer der Winkd a, ß und y ein itumpfer ist, der 
betreffende Gosinns negativ geoomineo werden nnaa. 

Mau kauu tiieselben Linicu auch nach luigeudca Pormelu Lerechueu: 

« änna cnna 

♦ 



8100 aine 

y csinß asioß 

~~ ain^ aini9 • 

2 aslny Asiny 

" aini 



Anai. ARO diete Remilate gelten mmiittelbar Ar dteGmadfemi, 
■aa Ihr n, I aad e die Wertke der Grundparaaalar einlfebrl; atlat auw dann 

ma statt so geilen sie filr irgend eine Prutopyramide, and tetst man noch ab 
b, oder nc stall c, so gelten sie fftr iigeod eine Makropjrraaude oder eine 
üracbjrpyraaiide« 



§. 3t2. Fortaetsnng; priamatiscbe Pormen. 

In den versctiiedeneo prismaliseben Formen sind von Uau^Ucbnilt- 
winketn nur noch diejenigen zu berechnen, welche dem MM di« priann- 
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tische Axe geneigten Haaptscbnitte angehören. Dagegen bilden alle drei 
Kaiit«Bwinkel, nämlich die beiden Ungskanten, wi die mit Jenen HtapU 
•ebnitte bervorgebraehte Esdkaolc, etnen GegensUDd derBereebnuag, welche 
jedoch dadurch Tereinfacht wird, data die heidea LiogikaiiteB einer jeden he- 
Bipriamatiachen Form mil je einem der drei Gmndwinkel B oder C 180* 
bilden, und dass die Endkanten je zweier correlater benipriamaUacher 
Pomen gleiehlUla anpplementar aind. 

1. Verticales Hemiprisma, von dem Verhaltniis oom s ^ : e« 

Der basische HaupUchnitt liefert die eiofachste Endfläche der Forni^ 
weshalb uur noch die beiden Hauptschnillwinkel d und e zu berechnen sind ; 
denn ea iat va*/, 17 3b/9, mid ^aBAaeO*. Wie in den Pyranriden leatimral 
aicb 

• ^aino cüma 

\hnzo= , tang£= 7 . 

" c— öcosa ° 6— ccosa 

Die Endkanle und eine der beiden Läogskanten Y oder Z finden sich mit- 
tels der Neperschen Analogicen aus ß uod C, oder aus a, y und B\ tl, fi. 
X and Y durch die beiden Formeln 

woranf die Längskante Z dircli die einthehe GlMonf Z«180^— Y ge- 
geben iaL 

Anm. Setst aum nk statt oder aneh «e statt c, so gellen dieselben 
Raehnnagen Air iigead ein beliebiges makrodiagoaales oder brachydiagonales 
Hemiprisma ; nur ut inner daraaf Bleliiekt an admien, ob die Winkel «, ß 
nad C qiila oder stampf sind. 

2. Mnkrodiagooalea Heasideaia, von dem VerhShniaa «too^:e. 

Der braehf diagonale Hanplachnitl bildet die einfachste Endfliche 
der Perm, weahalb nnr noch die beiden HanplsehaittwiBkel 9 md 9 in be- 
rechnen sind $ denn ea iat o, und «veosO*. Wie in der Pynunide 
bealammt aich 

csxnß asinß 
75 1 tancnss: . 

a — ccos^ * r — acosß 

Die Endkanle und eine der beiden Längskanten Z oder A' finden sich 
niillels der Neperschen Analogieen aus ^, y und A, oder aus a und ('} 
z. B. Y und Z durch die beiden Formeln : 

woranf die Längskante X dnreh «Be einfiielie ddehung Xa^iW—'B—Z ge- 
geben iat. 
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Ab«. Selak maa ma alatt o, ao geltaa dtieselkeB BechaoogeD Ar ii^end 
•ia baJiabige« OMkroiliagoBalet flaaiidam; «ar lial dmo io allaa Fillca sa ba- 
rflckaicbligaa, ob die Winkel fi^ f oad A spils oder staapf nad. 

3. Brachy diagonales Hemidoma, von dem Vcrhälf nisse athiooc. 

Der nin k roiliago n a 1 e Hauiifscliuilt liefert die eiiifnrfisle Eud t läc he 
dieser rorm, weshalb nur noch die beideu Hauplscbuilhviiikel r nnd / zu be- 
rechiK [1 sind ; denn es ist ^ s £ = a, uud d = = 0**. Wie in der Pyra- 
mide beäUmml iticli 

OiA EttdUate Z, wbA eiiie der beiden LSogikaDteii XwoAY finden sieh 
miuels der Nepersehen Aaalopeen aoe a und i9, oder aus ^ und ^ | 
z. B. Z und durcb die beiden Pomieln : 

weraufdie Längskaote K dnreh die Gleiebnng KsslW—Ü—^ gegeben 
ist. 

Abu. Setst aiaa ma tlatt ir, so gallea dieselbea Reebaaagea für irgead 

ein Ix'lichigcs brsehydiagoDaleü Ilemldama ; jcdcnl^Ut aber isl daraaf sa acblea, 
ob die Winkel « aad B spits oder staapf siad. 



Sioritr^ CapiUi. 
OoiMpattoiwn und Zonealelure. 



§. 223. Wabl der Haaptsohnitte nnd der Grnudform. 

Da eine jede Parlialfona, welchen Namen sie auch führen mag, nur ein 
Flächenpaar darslelll, so werden in jeder Iriklinoedrischen Combinalioii eben 
so viele Pjirf irdformen enthalten sein, als sie F'liichciipajire enthält. Wiewohl 
daher ilit Combiiiaüonen diesesSyslems nur solilie Polyeder darstellen, welche 
von lauler ungleichwerthigen und ofl ganz beziehungslos erscheinenden Flä- 
chenpaaren gebildet werden, and wiewohl sie bisweilen durch das ihüiirte 
Auftreten einzelner, oder durch die sehr unglcichmässige Ausdehnung eorre- 
bler Partialfonnen eineu solcben Sebein von Unregelmässigkeit annehmen, 
dass man auf den ersten Anblick an der Auffindung irgend einer Gesetxmis- 
sigkeit venweifelD mScbte, so werden doeb diese Schwierigkeiten grösslen- 
iheils gehoben , wenn man sieh die Regeln der Ableitong, and die derseliien 
KU Grunde liegende VorsteUnng vergegenwärtigt, welcher mfoige eile eorre- 
> late Pariialformen in stmnltaner Existenz zn denken sind. 
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Dia wichtigslfl Prtge, welobe num gioh b«i der Betracbtong; einer jeden 

iriklinoedrischen Krystallreibe zubeanlworten hat, ist uostreitig die, welche 
drei von den wirklieb vorhandenen, oder doch angezeigten Flächcnpnarcn den 
drei llauptsch ni Iten entsprechen, und (hhcv mit OP, ooPoo uud cx>i^oo 
bezeichnet werden sollen : denn von der mehr oder weniger glücklichen Wahl 
der HnupLschnitte hängt die mehr oder weniger leichte Lebersichl der Formen 
nnd Conibinationen ab. Die Zonen müssen bei dieser Wahl vorzüglich zur 
Uicblschnur dienen, indem mau wo möglich diejenigen, entweder wirklich 
ausgebildeten, oder darch die Verbällnisse der (Ihrigen Formen angedenleten 
PUdien zu den Hauptsehnitten wihll, denen die meisten Conhinationakanlen 
parallel lanfen. Mit der Wahl der drei Haiptsebnttle sind auch die drei 
Crnadwinkel ^, B und C, sowie die drei Axen ihrer Lage nach be- 
stimmt, deren Neigungswinkel a, ß nnd y unmillelhar aas den Grnndwinkeln 
berechnet werden können. 

Diezweite wichtige Frage nach der Grundform ist zmiiichst mir für 
eine Vi ertelp V ra m i d e zu beantworten, nnd daher irgend eines der vor- 
handenen Flachenpaare, dessen Flachen keiner (l( i Axen parallel sind, mit 
F, 'P, P, oder ^P zu bezeichnen. Man hat dabei wiederum auf die Zouen 
und auf die allgemeine Hegel zu achten, dass sich diejenige Form Vorzugs« 
weise als Grundform empfiehlt, wdebe die leichteste Entwickebng der Com- 
binalionen nnd die einfiicbsten Zeichen für ihre Formen in Aussieht stellt. 
Hieraus migiebt sich von seihst die besondere Regel, die Wahl der Grund- 
form wo möglich so m treffen, dass sich (Sr eine ihrer Viertelpyramiden 
noch andere Flächenpaare als correlale Vierlelpjramiden bestimmen. Durch 
die Wahl der Grundform wird auch das Verh'allniss der Grundparameter 
a : b : c, oder der Grund-Dimensionen der Kryslailreihe bpslininit, welches 
atis irgend zwei gemessenen Kanten einer der Vicrldpyramiden der Grund- • 
form abgeleitet weiden kann. 

Aom. Die Gruud-EIcrm nU' t incr t r i k 1 i u 0 e d r i s c h e 0 krystall- 

reihe, BAmlich die Winkel ß und C, uod das Parameter- VerbSltnisB a s h : e 
erfordern also allenal fflnf Winkel, llherhanpl M von einander anahhlngige 
Beoliaehtnngt-Blemeale ta ihrer Bestimmaog. Im diklinoSdrischen 1^- 
ftlene werden nur vier, im moüokllnoedrischen Systeme nur drei, und 
im rhombischen Systeme aur noch zwei Winkel als Beobachtuags-£lc- 
menie erfordert. 

§. 224. Allgemeine Rp^ pIu für die Entwiekelnng der 

Combioationen. 

Nachdem die drei Hanptschnitie nnd die CSrondform gewählt sind, so hat 
die allgemeine oder nomenclatorische Bntwickelnng der Cenhina- 
tionen keine besonderen Schwierigkeiten. Die prismatischen Formen geben 
sich im Allgemeinen dadnrch zn erkennen, dass ihre Flächen in die Zonen 
der drei Axen fallen; zu den verticalen odpr eigentlichen Prismen insbeson- 
dere gehören also alle verticalen Flächen, mit Ausnahme der beiden vertica- 

NuwHiB*« KryMnofnpliia. ^ 
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len Pioakoide; zu den makrodiagoualiü licmidonien gehören alle Flächen, 
welebe der Makrodiagonale, eu den bracbydiagonalen HemMoflien alle Flä« 
ohen, welche der Brachydiagonale parallel sind, wiederam mit Avsnabme des 
kasiseben und je eines der verlicaleK PSnakoide. Alle aoeh ibrigen Ptöcben 
müssen dann noUi wendig Pyramideo angehdren, von denen es gewöhnlich 
durch eine anfinri ksamo Hracbtong ihrrr L»ge leicht m erroilleln ist, ob 
sie als Protopyramiden, Makropyramiden oder BraebypyniBiden beirachiei 
werden müssen. 

Für die hesondere FntWTckeliing der IriklinoPdrisrhon Cnmbiiiationrn 
gellon Avescnilicl) Hio'.plhon Rof^oln, wridie in 170 n. s, w. Iiir die rhom- 
bischen Combiiiatidjirii miitjplheüt wurden sind ; nur erleiden diese Regeln 
eine, durch das selhstiindigc Aulitclcn der Parlialformen geboleiie Modilica- 
lion, welcher zufolge alle Zuscbärfungen von Kanten, und alle ZuKpilzuogen 
von Ecken als Mose Abslampfungen dieser BegrttBZungs-Eleaieiile danni* 
Stollen sind. 

Die Theorie der binaren CombinatioBen würde in dieseni Systeme auf 
die Combination sweier verschiedener Viertelpyramiden.xtt grÜBdea 
sein, wobei auf die verschiedene Lage ihrer Flächen entweder in demselben, 
oder in verschiedenen Raum-Octanten Rücksicht genoauaoi werden müssto. 

Die Belrachtnnf; drr monoklinoödrist hon Comhlnalioncn , welche zwischen 
denen des rhombischen und des Iriklinoi'drischen Systems mitten inne stehen, 
bahnt uns den Weg 7ur Entwirkelnnj^ dieser letzlercn. welclie keiin Ix son- 
deren Schwierigkeilen darbielen, sobald man si<*h einmal an die l)isiii('mhra- 
lion der Formen, an das isolirte Aiirirefen der einzelnen Vierlelpyramidon, 
Uemiprismen und Hcmidumen gewöhnt hal. Eine ganz besondere Wichtig* 
keit erlangt die Lage der Combinationskantea, nad die damit losain- 
menbüngende Zonenlehre. Da nns nan diejenigen GombinatioBskaoteo, welche 
einem der drei Hauptschnitte parallel sind, sofort über das VerbiiltBiss zweier 
Parameter der betreffenden FtacbeB belebrea, uad da dergleichen Kanten sehr 
hänig ausgebildet zu sein pflegen^ so mag es genügen» die dareh sie beslimm- 
ten Verhältnisse hervorzuheben. 

Bezeichnen wir fiir irj^end zwei Flächen Fnnd F' ihre In der Hauptaxe, 
in der Makrodiagonale und Brach) diaji^onale f^elej^enen Parameter mit ff, c, 
und mit a, // und c\ so gellen für diese Flächen, welche Lage sie auch haben 
mögen, folgende drei allgemeine Regeln : 

1. ist ihre Gombinationskante parallel dem basischen Ilauplschuille, so 
im jedenralls b* *, e' mab t 

2. ist ihre Gombinationskante parallel dem makrodiagonalen Haoplscbnitte^ 
so ist jedenralls t b'^a t 6^ 

3. ist ihre Combinationskanto parallel dem braebydiagOBalea HanplschBitte, 
so ist jedenfalls a' : c' = « : e. 

Mittels dieser Regeln und mittels der Zonengleicbung, welehe bbs ib 
allen denjenigen Pillen* da die Gombinationskante zweier bekannter Flächen 
durch eine dritte unbekannte Fläche abgestumpft wird, auf eine theilweise 
Bestimmung des Parameter^Verfaältnisses dieser unbekannten Flüche gelangen 
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Üsst, wird man sehr häuGg zur Enlwickelang der GombinatiMiea gelangen, 
ftir wpIcHr noch ausserdem in diesem Systeme, mehr uls in irgend einem der 
bisher betraclitrteu, die Aufsucbun^ und BeouUuDg der Zonen von der gross- 
tea Wichtigkeit ist. 

g. 225. Zonen des triklinoSdriscben Systems. 

Bei der Selbständigkeit aller einzelnen Flächeiipnare lüssl sich erwarten, 
(fass in den Gombinationen des Iriklinoedrisrhen Systems iiach maneherlei 
Hichtungen sehr verschiedene Zonen zur Ausbildung kommen werden, und 
dass also die Zonentekre eine gar käufige Anweadirag finden wird. Bs ftUt 
aber diese Zonentekre, soweit sie die P o s i ti o n s|- V e r k S It n i s s e der Fla- 
chen kctrifl, wesenlllek ant jener des rkonbisehen Systems «namment selkst 
die Namen der Zonen sind fast dieselben, wie in diesem Syileme, nur mit 
dem Ünlerseklede, dass statt der Pyramiden zonfickst immer nur Viert el- 
Pyramiden, und statt der Prismen und Domen zonMchst immer nur fle- 
roiprismen und Hemi dornen zu denken, sowie dass tWf Mitlelkanten der 
Pyramiden als basische Kanten, ihre beiderlei Polkauteu aber als makrodia- 
gonale und hrnrhydiaji^onalc Kanten einzuführen sind. Hieraus fnl^i denn 
auci). (Jjss im li lkliiiordi ix licn Systeme eine jede Zone einzig iu ihrer Art 
ist, und dass es, wenn auch analoge, so doch keine eigentlich correialen 
Zonen gieht. 

Die Tangente des Neigungswinkels tantozonaler Kanten bestimmt 
Siek dagegen ganz anders, nnd erkilt in gegenwärtigem Systeme einen Werth, 
weleker für diesen Theil der Zoaenlekre einen sehr weaentlieken Unter- 
sckied nwlscben ihm nnd dem rbomhiscken Systeme kegriiadet. 

Die gewteliebslen Zonen sind» gerade wie tm rhombisekea Systeme, 
die Iblgeaden. 

1. Die Zone der Uaaptaxe; sie begreift alle ▼ertloako Flicken des 
Systems, also die sümmllkkea Uemiprismen .und- die beiden verticalea 

Pinakuide. 

Die Zone der Makrod in pönale; sie begreift alle, der Makrodiago» 
nale der Grundform parallele Flächen, also die sämmllickea makrodiago- 
nalen Hemidomen, das Makropiiiakoid und die iiasis. 

3. Die Zone (! c r Brach yd iago n a I e ; sie hp greift alle Flächen, welclie 
der lirachydiaf^onale der Grundforut parallti sind, also die sämmtUcben 
brachydiagonaleti Hemidomen, das Urachvpinakuid und die Basis. 

4. Die basische Ii ^ n f e n z o ii e einer \ irrlelpyramide begreift alle die- 
jenigen Flachen, welche ihrer basischen Kante parallel sind, für welche 
also Z*' : c' = b : eist. Die Entwickelung dieser Zone ist wesentlich 
dieselbe , wie die S. 288 gegebene Eulwickeluug der Millelkanlenzo- 
nen der rbomkiscken Pyramiden , doch kat man dakd nnDückst i n w wr 
nur anf die einzelnen Vierleipymmiden nnd Hemiprismen Rficksiekt 
zu nehmen« — Von den vier PartialfonneD einer jeden Pyramide liefern 
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einerseits 6\e beiden rech t^n , und anderseits die beideu linken 
Vierlclpyraniiden eiue und dieselbe basische Hnotenzane. 

5. Die m a k rod i a on a le Kanleiizone einer Vif [(rljjyraniide begreift 
alle diejenigen Flächen, welche ihrer makrodiaguualeu Hanle parallel 
sind, für welche ilso «' : ^'as« : 6 ist. Die Eotwickelniig deraelben 
isl wesentlicb dieselbe, wie die S. 290 milgeUieille EDlwiekelnng der 
nakrodiagoiiaieii PoIkaoteoEooea der ,rhoiiiliisobeii Pframidens ^ hat 
man dabei wiederum die Zeifiillong simmtlicher Formen in ihre Partial- 
fonaeii zu berücksichtigen, und dem^mäss die dort stehenden R^eha 
in ihrem Ausdrucke zu niodifiriren. — Von den vier I'artialformen einer 
jeden Pyramide liefern einerspit.s die nhrre rechte und tinlere 
linke, anderseits die u n t erc rc c h t e imii i he re linke \ lerlelpyra- 
niide eine und dieselbe makrtMÜi^'itiiaU liaiitenzoue. 

6. Die brachydiagonale Kantenzonc einer \'ierlelpyramide begreift 
alle diejenigen Flächen, welche ihrer brachydiagunalcn Kante parallel 
sind, för welche also a' : c = a : c ist. Die Entwickeluog derselben 
isl wesentlich dieselbe, wie die S. 292 gegebene Eatwiekdang der hra- 
chydiagonalen Polkantenzonen der rhombischen Pyramiden, deren Re- 
solute jedoch abermals zunächst nur auf die einzelnen Viertelpyramiden 
und Heroidomen zu beziehen sind. — Von den vier Partialforroen einer 
jeden Pyramide liefern einerseits die beideu oberen, und anderseits 
die beiden untern Viertelpyramiden eine und dieselbe bracbf- 
diagonale Kanteozone. 

Anro. Wni TTian für lpl?»f>n drei Zonen nl-; Endkanlenzonen pris- 
matischer Formen hezeichnen, so wird natürlich jedes verticale Prisma zwei 
versrhicdeoe basische , jedes Makrodoma zwei verschiedeoe brucli) diugoDaie, 
un<l I Ltlei BracbydoM twei vonehiedeae makrodiagonale EndkanlOBsoaeD Uefem. 

Ausser diesen sechs Zoiifu ward man in den uieislen CorobinaltorM n noch 
viele andere Zonen entdecken, welche durch die mancherlei DurchschuiUe 
nngleicboaaiiger FlSehen hervorgebraehl werden ; weshalb sich denn sehr oft 
Gelegenheit darbieten wird, die nnbekannlen Flächen nach Anleitung von 
|. 37 ans irgend zwei bekannten Zonen zu bestunmen. 



§.226. Tangente des Neigungswinkels lanlozonaler Pliehen. 

Fär die Tangente des Neigungswinkels tanlozonaler Flächen gelten un- 
mittelbar und ganz allgemein die Betrachtungen des §. 42. Für irgend zwei 

Flächen F und F', von den Parameter-Verhältnissen n h <• und <i' i b* i c'» 
welche in eiue Zone lallen, deren Zonenlinie durch die Gleichuogeu 

gcj^ebeu isl, wird daher 
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und fiir irgend zwei andere PlSduni F^ und F^ derselben Zone, von den 
Pnrtmeter-VerbiUlniuen a^i k^t «, aod a/ : t wird eben lo 

■..•u^ ' sin^in/Ssiny*, / P 
tang^r « 

in welchen Aiudrficken 

J*—/4*+i^-i-^*+8fi»c«»j^+2^iMcoa^+Äi'^co8«, 

ist, und 9, einen ganx Mbnliclien Werth wie Q hat, welchen Danerbilt, wenn 
man in diesem letxtem 0,, und e, statt b and c, sowie «/, 4/ nnd 
statt a , b' und c schreibt. Die Grössen und C' aber haben in beiden 

Ansdraekendie Wertbe: 

^' = cos^stn/fsin)^, 

B = cos^sinj'sinof, 

C = cosC'sinasiti/?, 
Das Verhältniss der Tangealcn beider tautozonaler Kanten ist daher : 

uu(i es wild selbiges ein raiiouales Verbäitniss sein, wenn die beiden Grös- 
k k 

seu yr und ^' rationale Werthe haben. 

Da nun aber die Flächen F und F\ eben sowohl wie die Flächen F, und 
F,', als ah^elcitele Flächen, auf die Grund parameter a, b und c zu 
beziehen, da folglich ihre Parameter- Vcriiältnisse 

a : b : mit wa : rb : sc, 

a : b : c , mit in a : rn : s c, 

a^: i Cj, mit /Ä^a : r,b : s^c, 
und fl,': b^i c/, mit OT,'a: r,'b:*/c 
zu vertauschen sind, so ergiebt sich, nach Einführung dieser VVerlhe von 
by a* U.S. w., in jene von Q und Q^^ von A nnd k^^ dass in einer und 
derselben triklinoedrisehen KrystaMreihe von den Grnndwin- 
kein B und C, den Axenwinketn a, ß nnd nnd den Grundpara- 
m e t e r n a, b und c die Rationalität der Tangenten-Verblltnisse für alle Pille 
nur dann bestehen kann, wenn j edes der drei Prodnete 

bceos^sin/fsin^ 

ca cos^sin^'sina 
abcosCsinasin/? 

für sich einen rationalen Zablwertb hat. Wir gelangen also in diesem 
Kryslallsystemc auf drei Bedingnn^'en von flerselben Art, wie deren im dikli- 
noedrischen Systtme nur zwei ertullt zu sein brauchen, und es handelt sich 
blos noch darum, cm paar der bokauuleu triklino<{drischcn Krysfallreihen dar- 
auf zu pruleii, ob und wie weit diese Bedingungen fiir sie wirklicii in Erfül- 
lung gebracht sind. Wir wählen dazu die KryslallreiheD des Albites und An- 
orlhiles. 
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1. PrüfuDg der Kryslallrei he de& Albiies. 

Aus r)en von G. Hose milgelbeilten Messiingco ergeben sich für den Albii 
folgende ElemeuLe : 

a : b : c =: 0,887 : 1,027 : 1 

^ = 88" 39' a = 86»45' 

B»63 34 ^»03 25 

C«86 24 }rs85 20 
Aus diesen Elementen folgt: , 

beeos^sin/?siny = 0,0!? 417 = 

cacosfisin/sinor = 0,3929 = i|, 

abcosr.sinrrsin,? = 0,0809 = , 
welche ratinn<ilf Werlhe den wir klicii gcfuudcnrn Wertben so oabe Sieben, 
dass sie wohl als die wahren zu lielrachlen sein düi flen. 

Anm. Es ist merkwürdig, dass aucli hier wiederum die Producle bc sin-?«:m«% 
casin/!>ii>u und ab sinasio/? sehr nahe durch rationale Zahlen dargestellt werden ; 
man findet nAmlicb : 

bcsia/Sliin}^ s 1,452 k ||, 

easinysina = 0,883 = 

absin«sin/? = 1,288 = * 5 , 
woraus denn weiter folgen würde , das« auch cos./, cos^ und cosC Ar sieb 
rationale VVerlhe hahcuj in der Tbat wird 

cos^ B ^ , cosl^ 8 4, eofC sst 
Bereehael man nach diesen Werlhen die Winkel, so ergiebt sieh 

.^ = 88" 38', /? = r)3'^37', r=86''25', 
wpIcIic nur am 1 bis 3' voa denen durch die Beobacbliing gegebenes Winkeln 
abweichen. 

Die Gmndparameler bestioiinea sieh , anf Ihaliehe Weise wie iai dikline£- 
drischea Systeme i 

a : b : c = 0,8917 : 1,629 : I 
wss ebenfalls den Beobachtiiagen sehr nahe entspricht. 

2. Prüfung der Rrystallreihe des Anorthites. 

Aus den von G. Rose angestellten Messungen bestimmen sich als Ele- 
mente dieser Krystallreihe : 

n : b : e « 0,866 : 1,570 : 1 
^^87*0r a«88«42' 

^==63 37 /; = 63 25 
CsS5 48 y»S6 48 
Aot diesen Elementen folgt : 

bcco?;/-/sin/?sin7 — 0,07358 = /y, 

ca cosi^sin^sina = 0,3841 = ^j, 

abcosrsinasin/? = 0,08928 = , 
welche rationale Werlhe gleichfalls den wirklich gelundcncu U erihen sehr 
nahe stehen 

A n rii . Auch die Prod«c!c l»c sinisinj' u. s. W. lassen sich recht genau durch 
ratiuoaie Zahleu duriiteliea ; es wird nämlich : 



Digitizcü by ^(j^j-j.l'^ 



Zoaeaiehre. 



375 



hesinßslny = 1,406 « |-« 
casio^sina = 0,8G44 = 
absinosiiv:^ s l,21d » V* 
i>ar4us ergiebl sieb denn 

cos^ = > = 5 » «w<P= i'i » 

welchen die Wiskelwerilie 

J^S6^59\ 5=63"37\ r=85*48' 
entspreche», die nil den heobachleten Winkeln volliioninien flhereinsliainen. 

Die Verhältnisse dieser beiden Kristall reihen beweisen daher jedenfalls 

so viel, dass das allgemeine Gesetz der Rationalität üei- Tangenten tautozona^ 
ler Kanleti auch in ihnen erhalten bleibt, wenn sie auf si hirfwirikclij;»' A.vrn- 
systeme bezogen, d.h. als LrÜLlinoedriscbe KrysUlJreiheo hclrachlel 
werden. 

Transformation der Axen \md Zwillin^skrystaUe des 
tziklmoödxiscliexi Systems. 

|. 227. Beduciion auf ein orthoedrisches Ajtensystem. 

Die ZnrfickfBhrung einer trtUino^driselieii Rryslallreibe auf ein orthoe- 
drisebes Azensysteni wurde krystallononiiscb nur dann gerechtfertigt sein, 
wenn sieb in ihr wirklich drei auf einander rechtwinkelige Zonen nachweisen 
liessen. Die entsprechenden Zonenlinien wurden dann die drei Axen desjenigen 
neuen Axensystems liefern, auf welches sämmüicbe Flächen zu transponiren 
wären, um deren neue Zeichen bestimmen zu können. Die Krystallreihc 
selbst aber würde gewissermaassen als eine tctartoc drisch ausgebildete 
Krystallrcilie des rhombischen Systems darzustellen sein.*) 

Man kann aber auch zu cinor iüinliehen Darslrlluri«; ^o!anj,'«Mi, indem man 
irgend ein willkürliches recht w inkeliges A.vcnsysleni eintui)rt, und auf 
selbiges die i' lachen der gegebenen Krystallreihc bezieht; ein Verfaliren, wel- 
ches geometrisch immer ausfuhrbar ist, ohne doch in allen Fällen auf kry- 
staltonomiscbe Berechtigung Anspruch machen zu können. Dasselbe gewährt 
uns nnr versuchsweise die L$snng der Aufgabe, eine gegebene trikIino<$dri- 
scbe Krystallreihe auf ein orthoedrisches Axensystem zurückzuführen, und es 
wird auf den jedesmaligen Erfolg ankommen , in wie weit man an dem Resul- 
tate des Experimentes seine ßefricdignng linden kann, oder nicht. 

Wir wollen also das Problem beispielsweise in der Arl lösen, dass die 
Hau p laxe und der h r a c Ii v <! i a g o n a 1 e llauptsclinitt der triklinoedri- 
schen Krystallreihe b c i 1h Ii i 1 te » werden sollen. Dann haben wir zunächst, 
stall der gegebenen Makrodiagouale, als erste neue J>ieb6naxe die Ceulro- 



*) BekaDDtlich ist fli>>s-i die Ansicht (li-rjrni^pn IVfineralogeo vod Kry«t«Uographca, 
welche die Existenz ücliiclwiakeliger AAeucy^ieiue Ikugoeu. 
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Bonnale des brachydiagoDaleo HtnptseliDUts, ond hieraar, sUU der gegabenen 

Braehydia pönale, als zweite neue Nebeoaxe die In der Ebeue desselben 
Hauplschnitts liegende Normnle der Hauplaxe einzuführen. Bezeichnen wir 
also (Jie neuen Axen als Axe der a', der y' und der z', so wird die Axe der 
a-' identisch mit der Axe der .r, die Axe der y' dage<;en die Ceulronoratale 
der Coordinat-Ebene (.-rz), und die Axt der z' die in derselben Ebene lie- 
gende Normale der Axe der .r. 

Nun \s\ i/ = 0 die Gleichung der Coordinat-Ebeoe (J^si)^ weoa ai£0 die 
GleicbuDgea der Ceulronormaie dieser Ebene 

^-^=«0, und ---=0 
P 7 ' P 

sind, so liahen wir in den S. 40 stehenden allgemeinen Werlben von q 

und s den Parameter = 0 zu setzen ; dadurch wird 

/? = rflfcosy— cosacos/?; = — ca cos Csinasin^, 

q = ca sia^ fi, 

$sa^ ea(eosff— eoi/960s^) ^ — eaewMoßstny. 
Folglieh werdeD die Gleichttogeo für die Axe der t 



dk=0, uod »0. 



epaCama nnß eosMny eosCsina 

Für die Axe der »* aber bestimnien sieh die GleiehoDgeD: 

u = 0, und — s -I- 5 SS 0. 

Ist uns DVD ia dem triUtoo^driscben Axeosystene irgend eine Fliehe F dorcb 
ihre Parameter ö nod c, oder dorefa ihre GieiehiiDg 

a 0 e 

gegeben, so handelt es sich nur noch darum, diejenigen Längen der Axen der 
y' und z' zu fiTi'IcTK weiche von dif^^^r Fl.icftr ahi^psclMilUrn werden. U'ir 
erhallen solclie, indem v^ir durch Cütnbination der (ileiclniii;; vun /''milden 
Gleichungen der Axen drr // und z' die Coordiualcn der lu ii cdVnden Ourcb- 
schnilt^ipunclü 1" und Z aulsuciieu, und hierauf die Ceulrudj^lunzen dieser 
beiden Puaete beslimmeB ; auf diese Weise finden sich zuvörderst die Coor- 
dinaien für deo Ponet Y' : 

tthceosCnna abe siüß abcwAjiwof 

jj »y ^» «— " g , 

in weleheo Wertheu ßv^eeos^incr— eosio/^-l-a^eoa^sio/ ists und die 
Goordimteo für den Panet Z* : 



a—c cosß ' a—cvoBß* 
Ans den Coordinaten für V folgt nach S. 35 die Gentrodistaas dieses Pttoc- 
tea, oder der Parameter in der Axe der y' : 

*i ß 
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umA tos itn Coordinalen Itir Z' bestimmt sich die Ceolrodivluis dieses Punc- 
les, oder der Paraneter io der Aze der Z' : 

cimnß 
* ff— eeoi/} 

Folglieh werdeo oberbaopt für die Flüche Fdie drei neaen, in dem recht- 
winkeligen Azeaaysteme der ai\ nnd m' ihr snkomneiideD Partmeler : 

«4« ff, 

^ flÄcsio^sin/?sin/ 

* ~ ÖccosCsina'-cmiDß+aöeos^siiny * 

c = £1-. 

* a—ccosß 

Für die Fläche F, als irgend eine abgeleitete Fläche, ist aber aHf,'<'mein 
sl ü! (/ : h c das \>rhaliniss i/ia : rb : «c einzofübrcD; daher werden end- 
lich die Werlhe der recbtwinkeligeu Parameter : 
0i = ma 

^ ^ mr.?abcsio/^sin/^s>iny 
* ;-5bc cüsC'üiua — jriflca8io/?-f>wrab cosy^sin/ 

UlA — ACCaS/7 

Wird nun z. B. die Fläche als eine Vierlelpyramide der neuen Clruud- 
form eingeführt, so würden die Wertlie der rechlw uikfligeu Parameter 
b\ und c\ irgend einer anderen Fl iehe F' mit den schiefwiukcligen Para- 
metern m'a : Kh : «'c, genan dten so, jedoch mit aeeemairleQ Bachstaben 
fli, r and # so schreiben sein, ond so würden diese Werthe rationale 
Mttilipla von ff^ aod 0, sein mfissen, dafem die gaoM Transformation 
des Axensysiems eine krystallonomische Bedeatong haben sollte. Man sieht, 
wie selten diese Bedingung erlulit sein wird, weil solche ganz besondere 
Werthe der Graod-£lemenle des gegebenen triklino^drischen Axensystems 
voraussetzt. 



§.228. Zwilliogskrystalle des tril^linoödrischen Systems; 
allgemeine Betraehtuag derselben. 

Die allgemeine Theorie der ZwiUiogskrystaUe des triklinoedriscben Sy- 
stems würde sa sehr weitliofigen Rechnungen fahren, weil sie von der Vor^ 
aosselsong ausgehen müssle, dass die Fläche irgendeiner Pyramide die 
Zwillinpfläche sei. Da jedoch in der Natur bisher weder pyramidale noch 
prismatische Flächen als Zwillingsflioheo beobachtet worden sind, da viel- 
mehr allen bis jetzt bekannt gewordenen Zwillingskrystallen sehr einfache 
Gesetze zu Grunde liegen, so dürfte es auch hinreichen, die Theorie derselben 
nur für einig;c der wirklich nachgewiesenen Gesetze zu entwickeln. 

nie Zwiilingsbildiinf];^ ist übrigens in manchen triklinoedriscben KryslaJI- 
reilicu eine sebr t;e\völjuiich vorkommende Krsrheinnng; sie lindel in der 
Begel mit Juxta|)osition der Individuen und in vielfacher Wiederholung Statt, 
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wob« die Individaen gar liialig einer so ausierordeatlielieii Verktfrsuif in 
der Rlcbtiiog der Zwilliegsaxe nnterliegen, daM sie als mehr oder weniger 
donne, ja als mikroskopisch feine Lamellen erscheinen, und dass eigeDlhüm- 

liehe polysynthetische Kr)'staile zum Vorschein konmen, welche aus zah]rei< 
chcn laracllaren IndividufMi bestehen, obgleich sie in ihrer Totalform das An- 
sclicii eines eiuzigeu Krystalls iKihen. Wenn dann in einer die Lnmeiiea 
durchschneidenden Richtung eine ausgezeichnele Spnltbarkcit vorhanden isl, 
so zeigen die Spiilfungsflächen jene eigenlhiimüche Zwillin^sslreifunf?, welche 
als eines der \uchiigsten UnterscheidungsweikmaJc der Inkliuucdnbciieu i cid- 
spathe von den monoklinoSdriscben Peldspathen bekannt ist. 

Als Gi uiidlage der Theorie der Zwillingskryslalle ist auch in diesem Sy- 
steme die iu §. 50 lieliaiidelle Transposition der Axen de^ Individuunis ii auf 
das Axensyslem des Individuums I zu betrachten. Wenn nämlich die Zwil- 
lingsfläcbe dorcb die Gletcbnng 

übe 

gegeben ist» so erhallen wir. fSr die Azen des IndiTidaams II folgende Gld- 
ehnngen : 

für die Axe der x' ; ^ — -f = 0 , und - — — = Ü ; 

für die A-\e der y' : — — = 0, und - — — ä 0 ; 

^ p V ^ s p ' 

für die Axe der 5' : ~— ^=:0, und- — — a=Oi 

P 9 9 P 

in welchen Gleicbungen die Parameter /i, f , s, fc, y nnd q die naehstebendeii 
Werlhe haben : 

p = ^esin'^a— abcosßsiuysina— c<icosCsin«sin/J, 
q = fflsin'^jV— /yccosCsinasin/?-»-ff/vcos./N!n/'^siny, 
t s= aZ»siiry— < «pos^sin/?sin;/— ZtfcosZ/üiu^ina, 
p^ — — — 2yf Cosa 
UcE • 

j*— p*— y*— 2 ;>ycosy 

^ ** i^E ' 

wobei E = y^l— cos'a— cos^^—cos^j 4-2cosacos/?cosy ist.') 

Man ersiebl sehon ans diesen Werthcn, in welche weiüäuBge Rechnun- 
gen uns eine allgemeinere Verfolgung des Problems nach Anleitung von §. 49 
verwickeln würde. Allein die Natnr selbst überhebt ans dieser Mühe, weil 



Nsn braselt nur in de« Neasers der drei S. 72 •tckendeo Ausdrücke von /u, r 
un<l (> die vnrstebenden Wertbe vott ji, q vtA » eiosttfiibrea, tt« aofdie hier benoUt« Dar- 
glclloog dersflibea zo (eUagtta. « 
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$ie imner nur sehr einfache Gesetee zur Verwirklichung gebracht hnt, von 
dorn wir eio paar der gewöhniicbsteii in den folgenden Paragraphen belrach- 
ten wollen. 

§.229. Fortsetsung; Zwillingsflftche das Brae^f pinakoid. 

Bei weitem das häufif;;stc iinler tlrn bis jetzt nachj^ewiesenen Gesetzen der 
Zwillingsbildung ist dasjenige, da der brachydiagonaie Hauptscfinilt die Zwil- 
lingsfläclie liefert. Da iiuu die tilt ichung dieses Hauptschnitts y = 0 ist, so 
habeu wir zuvörderst in i» ti zu i'^udc von §. 228 stehenden W erlbcn der Pa- 
rameter //, Sf fiy V und q die Grösse /> — U zu setzen j dadurch erbalteu wir 

= — ca cosCsinasin/?, 
q s CA sin V) 

^ = oo. 

Folglicli werden im vorliegenden Falle die Gleichongen der drei Azen des 

Individuums II, 
iiir die AiLe der a:' i y ss 0, und ^ = 0, 

für die Aze der tf i s — h = 0, und = 0 

' zcosCsmcr cos^sin/ cosCsina 

fiir die Axe der z' % x == Ü, uud y = 0. 

Hieraus folgt denn, was auch von selbst einleuchtet, dass die Axen der 
jr' und z mit den gleichnamigen Axen des Individüiuiis I zusammeufalleu, 
während die A./ e der y' in ilirer Lage von der Axe der y abwLu hl. 

Anm. (tu d i k I I n oi-' d r i s ch e n Systeme ist y/ = 90®, also cos, /=. 0 ;• 
folglich versciiwiudct id der zweilon Gleichung der Axe der y das mit x behaf- 
tete Glied, and es wird s 0, wahrend die ente Gteiehung unveriodert bleibt. 
In dietem KryttaUaftlraie fiüll alte die Aza der » die Coordinat-£btBe (liy), 
wihread ihre besondere Lage in loleher dareb die Gleiebnag 

: =0 

2cosCsioa sm / 

bestimmt wird. — Wenn wir im m o au k 1 i n oi' dri s c he n S\ >terne die Ürlbo- 
diagoaaie einstweilen als die Axe der y bezcichaeu, so wird In ihm auch ^=90**« 
oad B den schiefea Neigungswinkel Torstellea ; daaa verscbwindet aneh io vor- 
stebender Gleicbang das mitybebanete Glied, und es bleibt « = 0; folglieb 

faNea in diesem Systeme, wenn der kliaodiagonale Hauptschnilt als Zwillings- 
flacbe gedacht wird, alle drei Axen des einen Individuums mit denen (!ps andern 
zusammen, weshalb denn dieses Gesetz gar keine Zwülingskryslalle liefert, wie 
bckauut ist. 

Aus den aufgefundenen Glcirhimgen der drei Axen ergiebt sich , was 
anch der Augenschein lehrt, dass eine jede Fläche F des Individuums II, 
deren Parameter a, b und c sind, ihre Parauieier a uud c auch in den Axen 
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der .r und s brii.iltori mitss. nnd es Yiandfit sfcli iilso eigentlich nur noch 
darum, ilirfri neuen, in die Axe «Irr y faHrrnlcu Parauieler zu bestimmcaf 
was durch ejuc ganz, ähnliche Schhisslul^'' < rlaogl wird, wie in ^. 49. 

Ein jeder Punct der Axe der jf' äleht nämlich unter deu Gesetzen der 
beiden Gleichungen : 

zcosCsincc sinpr sinß ZcosMuy 

aus welchen sich für irgeod einen gegebenen Werth von y die Werthe tob 
X nnd 9 bettiinmen wie folgt: 

2cos(7$iua _ 2C 
^ sin/f " <y — ~ iin^^' 

2eo8^8iny 2A 

Der allgemeine Ausdruck, für die Centrodistanz D ir<,'cnd eines, durch seine 
Coordinaten y und bestimmten Punctes ist aber (nach §. 28, II) 

D — ]/^^**-»-y'-f-:j^-<-'?'/'<'OSöH-*icJ'r()ST*-i-2j:ycosy 
Setzen wir in diesrn Ausdruck die vorslefii mlen Werlhe von r und 
so i^'ill er für die Ccntroillst inz irgend eines Puoctes der Axe der y\ und er- 
hall zunächst folgende GesUill : 

n » ^ /sln^^HhdG^lÄ'+iM^Acof /9~4(Ccoi^+ Aco8«>nn^ 

werden hierin für A nnd C ihre Werlhe 

costt— co>/?cosy 
sin/y 

co>y— eosaeos/} 

und C = — - — r-5 — — 
stoß 

substituirt, so erkennt man« dass sich die ganze Wurzelgrösse auf sinß redu- 
cirl, woraus denn folgl, dass ß = y ist, welcher Werth uns lehrt, dass die 
Makrotli.it^^on.ilrn beider Individuen gegen die Zwäiingsflächc eine symmelri- 
sehe Lage huhcu. 

Nun ist aber für ilcnjiMn^i ii l'ntict P\ in weh'heni die Axe der von 
der Fläche F f^eschuitlcu wird, D = l>, also wird iur diesen Puncl ^»^i 
und überhaupt ^ 2^cost'sino 

= 5n^' 

SID/T 

Bs hal aber derjenige Pnnel in welcbem von derselben Fliehe Fdie Axe 
der of' gesobniUen wird, die Goordinalen 

jrB — «, fssO, s«»0, 
und derjenige Pnnct P"» in welchem die Axe der x' geiebnillen wird, die 

Coordinaten //' = 0, = 0, *" = — c. 

Diese Coordinaten der die Fliiclic F bestimmenden drei Punctc P, P' 
und P" hesiehen sich auf das Axensystem des Individnoms 1$ wir bcanchen 
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sie also nur nach rfen S. ?3 slehrnden Formeln 7.\\ romliinlrpii, um endlich 
die der Fläche F im Axeusy&teiue i zakommeuden Parameter za erballeu, 
ood finden so 

^ ^ abcsiüß 
«1 = — 

multipliciren wir den Werth Ton 6^ im ZSbler mid Nenner mit emnnfly so wird 

Dannn alier die IraDspooirte Fläche Fals eine abgeleitete Fläche auf die 
Gnuid|Mirameler i} b and e zu beziehen ist, so haben wir das Verhältniss 
a : 6 : c mit ma : rb : sc zu vertaascben , wodareh denn der Werth von ^, 
folgende Gestalt erhält : 

^ wVrc'a^siD^/i?Xb 

Soll nun die Iranspouirle Fläche einer möglichen Flache des Indivi- 
duums I enbprechcU) so muäs iJ^ ein laiionales Mullipium vou b sein, weiche 
Forderung nur dann erfüllt sein wird, «enn die beiden Producte abcosC 
sintmnß nnd beeos^sin/^sin/ dnreh rationale Zahlen gegeben sind. 

Hierans folgt denn, dass sieb bei diesem so gewöhnlieben Zwillingsge- 
selze des triUinoSdrisehen Sf Siems die sämmtlieben Pläeben des einen In- 
dividanms nur dann als krystallonomisch-mögliche Flächendes anderen In- 
dividooms erweisen werden, wenn für die Grund-Elemente der betreifenden 
Kryslallreihc dieselben Bedingungen in Erfiilliing gebracht sind, welche 
n;H It §. 226 die Ualionalität der Tangeulen- Verhältnisse laulozoiialer Kauleu 
ermöglichen. 

§.230. Fortsetzung} Z willingsfläche die Basis. 

Das Gesetz, dass die Basis als ZwiBingsflüehe anftritt, ist zwar weit sel- 
tener verwirklicht, als das vorher betraehtete, kommt aber doch zuweilen 
vor, weshalb wir es noch in Betrachtung ziehen wollen. Da die Gleichung 
der Zwillingsfläche in diesem Falle ^bO ist, so haben wir in den allgemei- 
nen Werthen der Parameter ^, #, fi^ v und (» des §. 228 zanicbst w^O 
zu setzen, und erhalten dadurch 

p = ^csin^flf, 

y = — ^rcosCsinasin/J, 

* = — /»ccosi^MQ^siua, 

ff*— s*-^2«eos« . • 

''" ics — -»*««"•«. 

Demnach werden die Gleichungen der drei Axen des Individnnms II 

liir die Axc der af* : h = — rty—n == 0, und s — + 5 — =-s— = 0, 

sma veoBCnnß ' sina xeMBatoy 
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19r die Axe der y' : a: = 0, nnd s^Oy 

fiir die Axc der s : ;r- = 0, uod ^ = 0, 
ana welchen folgt, das« die beiden Nebenaxen des lodiTidannis II mit deoen 
des Individuums I zasammeDfallen, während die Hanptezen beider Indtvidoen 
eine v^chiedene Lage haben. 

Aara. In dikllnoVdrisehen Systeme gellee diese GleicbaogCB an- 

verliaderl, weil sowohl B ti» C schiefe Winkel sind. Für das oionoklinoe- 
drisohe System wird 7? = aBj99 90^} Ibigück erbaiteD die Axea diateibcn 

Gleichungen wie in §. 212. 

Die für die Axen gefundenen Gleichungen lehren nns» dass eine jede 
Fläche des Individmims II, von (lern Parameter- Verhiiitnisse a : ö : c, ihre 
Parameter // und c unverändert in die Axen der y und z iihcrlragen wird, 
wcshalh wir nur noch ihren in die Axe der r falleuden Parameler nach 
Anleitung von ^. 49 zu bestimmen haben. Aus den Gleicbongcii der Axe der 
.2-' bestimmen sich für jeden ihrer Puocte, bei einem gegebenen Werlhe von 
X, die Werlhe der Goordinalen y und wie folgt : 

2eosCsini9 2C 

s — r ~ xss — — Xf 

2eo80sinv 2B 

5 = 1 s-d?«» — — X» 

nna sincr 

Selzen wir diese Werthe in den allgemeinen Aosdmck für die Ceotro- 
distanz 0 eines Pnncles, so wird 



.r 



/> = ^.^^^ ^ .sin2o-»-4G2-f-4B^-i-8BCcoso— 4(Bcos/:;-l-Ccosy)sioa 



welcher AusdruciL sieh, nach Substitution der Werthe von 

g _ cos/S— cnsycosa 
siua 

nnd Cn cosy— c osacos/y 
sina 

auf D= .r reducirt. E& iiai über für denjenigen Piiiu l I\ in welchem die Axe 
der X* von der Fläche Fgcschnilteu wird, diese Gentrodistanz den Werth a; 
also gdten für diesen Pnaet die Coordinnten : 

4^=Sf = ■ y 



2ffco80dny 
sina 

Dagegen bat der Dorebsehnitlspnnet P' derselben PUiehe mit der Axe der y 
die Goordinalen: 

und ihr Durchschniltspunct P" mit der Axe der s die Goordinalen: 

tt f\ II Ä\ II 

p ={1, y = U, jf = — c. 
Da sich nun alle diese (!i m dinaten auf das Axeirs\ sieui des Individuums I be- 
zieheu, und da die zu U auspouireude i< lache i- durch die drei Puiicte P, P* 
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uud P" geht, so liesUminen sich, nach den S. 23 stehenden Formeln, iiire 
Parameter in dem Azensystene I wie fiailgt : 

oder, wenn wir den Zähler und Nenner mit hcsn^a mbiliplicireni , 
' ^*c^pin*cHiCg 

c, = — c. 

Sct^f^ri wir endlich fifr die Fläche F stall a : ^ : c das Parameter-Ver- 
bäiUiiss ma : rb : ^c, so wird 

* r**^b'^u^sin^a— 2/w*r'i>*ca cosi^aiu/sina— 2//ir*^c*ab cosCsinasinj^ 
ass — rb, 
e, »5 — jc, 

worans sich denn für die kryslallonomische Möglichkeit der Fläche 
Farn Individnvm 1 die Bedingungen ergehen, daas die beiden Prodgcte eacosH 
ainpttina und abcesCainttsin/} rationale Zahlwerlhe haben müssen; 
Bodingaogen, welche abermals dieselbon sind, durch welche die Rationalität 
der Tangeuten-Verhällnisse tantosonaler Kanten bestimmt wird. 

Anm. Man sieht, data nch im aioooi^linoi'drUcheu Systeme, in 
welchem cosB— 0, und sinct = sin/?= 1 ist, der Werth von fl, auf denjenigen 
reducirt, weicher in §. 212 gefuiulcn worden ist. Will man übrigens in irgend 
cineui besondern Falle von vorsteheudcm Werthe von a,, oder von dem in 
§. 229 gefundenen Warthe von Gebrauch machen, um die Flachen de« 
einen ladividnems als Flächen des anderen wa beaitmmen, so hat man hei 
jeder Flache, nach Maassgabe ihrer Lage, sorgßillig darauf zu achleo, 
welche von i\cn Winkeln (\ «, ji und ; für sie als spit/r. oder als stum* 
|i fe Winkel gegeben sind, weil sich danach die V'urzeichcn der Glieder dea 
Nenners in den Ausdrücken von und modificiren. Denn so, wie die For- 
meln hier atehes, seinen sie voraus, dass alle diese Winkel spitze sind. 



Gorrigenda. 

S. Z. 5 V. u., lies zweier statt zwei. 

- 38, - 10 V. a., lies Gleichungen statt Gleiehaag. 
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